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i'  VORREDE  ZUR  ERSTEN  AUFLAGE. 

"V 

^  Die  Veräögerung  im  Erscheinen  des  vorliegenden  zweiten  Ban- 
^  des  meines  Compendiums  d.  h.  A.  ist  nicht  etwa  aus  Nach- 
'^  lässigkeit  entstanden,  sie  ist  yiebnehr  eine  absichtliche.  Vor 
^  drei  Jahren  nämlich,  als  schon  ein  grosser  Theil  des  Manu- 
scriptes  vollendet  war,  trat  eine  Reorganisation  des  hiesigen 
Polytechnikums  ein,  welche  mir  die  angenehme  Aussicht 
eröfl&iete,  die  meisten  der  hier  behandelten' Gegenstände  vor- 
tragen zu  können;  eingedenk  des  alten  Spruches  docendo  dis- 
cimus^  wollte  ich  diese  Gelegenheit  zur  Probe  auf  die  praktische 
Brauchbarkeit  meines  Werkes  nicht  unbenutzt  vorübergehen 
lassen  und  habe  in  der  That  seit  jener  Zeit  die  Lehre  von 
den  Functionen  complexer  Variabelen,  >die  Theorie  der  ellip- 
tischen Integrale  und  Functionen  und  einiges  Andere  mehr- 
mals im  dritten  Facheurs  unseres  Institutes  vorgetragen.  Die 
Folge  davon  war  eine  ziemlich  bedeutende  Umarbeitung  des 
ersten  Entwurfes,  von  der  ich  hoffe,  dass  sie  den  Werth  des 
Buches  vergrössert  haben  möge. 

Bei  dem  ausserordentlichen  Umfange,  den  namentlich  die 
vorgenannten  Theorieen  in  neuerer  Zeit  erlangt  haben,  ist  mir 
übrigens  das  Maasshalten  sehr  schwer  und  nur  dadurch  mög- 
lich geworden,  dass  ich  mich  auf  das  beschränkte,  was  bei 
der  Lösung  mechanischer  und  physikalischer  Probleme  haupt- 
sächlich zur  Anwendung  kommt.  Neue  Darstellungen  und  neue 
Resultate  wird  man  an  mehreren  Stellen  finden,  ebenso  eine 
reichliche  Angabe  der  einschlagenden  Literatur.  Die  Zahlen- 
beispiele für  die  Berechnung  elliptischer  Integrale  und  Func- 
tionen verdanke  ich  der  Güte  meines  CoUegen  Herrn  Prof. 
0.  Fort,  dessen  Sicherheit  im  Zahlenrechnen  für  die  Richtig- 
keit der  Angaben  bürgen  dürfte. 

Dresden,  im  September  1866. 

O*  Sohlömiloli. 
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VORREDE  ZUR  ZWEITEN  AUFLAGE. 


Die  günstigen  Beurtheilungen,  welche  dem  vorliegenden  Werke 
zu  Theil  geworden  sind,  sowie  das  Erscheinen  einer  von  Herrn 
Dr.  Graindorge  in  Lüttich  veranstalteten  französischen 
Uebersetzung  der .  Abschnitte  über  die  elliptischen  Integrale 
und  Functionen  lassen  mich  vermuthen,  dass  ich  bei  der  Aus- 
wahl, Begrenzung  und  Darstellung  der  gegebenen  Theorieen 
ein  gewisses  praktisches  Maass  richtig  getroffen  habe.  Es  lag 
daher  keine  Veranlassung  vor,  das  behandelte  Material  wesent- 
lich zu  vermehren,  wohl  aber  sind  kleinere  Zusätze  und  Ver- 
besserungen häufig  angebracht  worden.  Zugleich  benutze  ich 
diese  Gelegenheit,  um  denjenigen  Herren,  welche  mich  mit 
werthvoUen  Bemerkungen  über  die  erste  Auflage  erfreut  haben 
(insbesondere  Herrn  Dr.  Weber  für  seine  ausführliche  Be- 
sprechung im  Jahrg.  1867  der  Heidelberger  Jahrbücher)  meinen 
besten  Dank  auszusprechen. 

Dresden,  im  August  1873. 

O.  Sohlömlloh. 


VORREDE  ZUR  DRITTEN  AUFLAGE. 


So  bedeutend  auch  die  Fortschritte  sind,  welche  die  Wissen- 
schaft in  den  letzten  Jahren  gemacht  hat,  so  konnte  doch  nur 
wenig  davon  für  die  vorliegende  neue  Auflage  benutzt  werden, 
weil  das  Meiste  weit  über  den  Rahmen  des  Werkes  hinaus- 
fallt. Das  Letztere  soll  auch  jetzt  nichts  Anderes  geben  als 
eine  Einführung  in  die  höheren  Theorieen  der  Analysis. 

Dresden,  im  Juli  1878. 

O.  Sohlömiloli. 
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Die  höheren  Differentialquotienten. 


Eine  ausführliche  Untersuchung  über  die  höheren  Differential- 
quofienten  von  Functionen  einer  einzigen  Variabelen  hat  es  mit 
zwei  Hauptproblemen  zu  thun,  von  denen  das  eine  gewissermaassen 
die  ümkehrung  des  anderen  ist.  Setzt  man  nämlich  y  •=  (p(x)  und 
bezeichnet  F(;i/)  ■=  F[(p(xy]  kurz  mitf(x),  so  kann  man  entweder 
die  Aufgabe  stellen,  /(«^(a;)  durch  F*(p),  F"(y),  F"'(y)  etc.  auszu- 
drücken,  oder  man  kann  umgekehrt  verlangen,  dass  F^^^(y)  durch 
f'(^)f  f\^)j  f"\^)  ö^c.  ausgedrückt  werde,  wobei  sich  von  selbst  ver- 
steht, dass  unter  allen  Umständen  auch  (p'(x),  (p"(x),  q>"'{x)  etc.  in 
die  Rechnung  eingehen  müssen.     Zufolge  der  identischen  Gleichung 

ist  die  erste  Aufgabe  einerlei  mit  dem  Probleme  der  mehrmaligen 
Differentiation  einer  zusammengesetzten  Function,  von 
wekhera  in  Thl.  I.  nur  wenige  specielle  Fälle  behandelt  worden  sind. 
Die  zweite  Aufgabe  kommt  auf  die  Yertauschung  der  unabhän- 
hängigen  Variabelen  hinaus;  denn  betrachtet  man  erst  y  als  unab- 
gige  Variabele  und  führt  nachher  eine  neue  Veränderliche  x  ein,  wel- 
che mit  y  durch  die  Gleichung  y  z=  cp(x)  verbunden  ist,  so  entsteht 
die  Frage  nach  der  neuen  aus  dieser  Substitution  entspringenden 
Form  von  i>yF(t/)  =  F^''\y).     Wegen 

n«77^/  ^  _  ^"J'fa)  _  d-n^jx)]  _    d-f{x) 
^v^^^  -     dy-     ~    [d(p(x)Y  [d(p(x)Y 

kann  man  auch  sagen,  dass  es  sich  im  vorliegenden  Falle  darum  han- 
delt, eine  gegebene  Function  von  x  in  Beziehung  auf  eine  andere 
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4  Die  höheren  Differentialquotlcnten. 

Function  von  a?,  letztere  als  unabhängige  Variabele  betrachtet,  zu 
differenzircn.  Für  beide  Hauptaufgaben  werden  wir  im  Folgenden 
die  Lösungen  geben  und  daran  einige  Anwendungen  knüpfen. 

I.    Die  DifißBrentiation  der  zusammengesetzten 
Fnnotionen« 

Durch  mehrmalige  Differentiation  der  beiden  Gleichungen 

1)  f(x)  =  F(tf\       y==9(«) 

gelangt  man  ohne  Mühe  zu  den  Formeln 

fix)  =F'(},)ip'(x), 

fix)  =  F'(^)(p"(x)  +  F"(},),p'(xy, 

f"(x)=  F(yXOr)+  3F"(!,)ip'(x)ip"(x)  +  r"{y)q>'(xy, 

u.  &•  w. 
und  hieraus  schliesst  man  auf  folgendes  allgemeine  Bildungsgesetz 

2)  f'^x)  =  P'(y)X,  +  F"(y)X,  +  •  •  •  +  JF'W(y)X., 
worin  Xi,  X3,  .  .  .  Xn  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  variabele 
Factoren  bezeichnen,  die  nur  von  der  Function  9,  nicht  aber  von  F 
abhängen.  Ebendeswegen  kann  irgend  eine  passende  Specialisirung 
von  F  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  X  dienen ;  am  besten  eignet 
sich  hierzu  die  Substitution  F(i/)  =  e^v^  welche  giebt 

DJe'y  =  (^Xi  +  «2X2  H +  f«Xn)c'y. 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  e~~*Jf,  differenzirt  k  —  mal  nach  t 
und  setzt  schliesslich  ^  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung 

[l)f(e-*i>;e*)](,_„)  =  1.2.3...fcX, 
und  hieraus  Xt,     Um  noch  eine  andere  Form  für  die  linke  Seite  zu 
erhalten,  erinnern  wir  an  den  Satz,  dass  überhaupt 
I>:i>(x+Q)  =  I)'^t(x  +  Q)  mithin  2^ ^  (x)  =  [DJ ^ («  -f  q)1^_,^ 
ist,  also 

Der  Werth  von  X*  gestaltet  sich  hiernach  wie  folgt 


-i— ^  rDf(c-'9'(*)2)«c<5P(*  +  ?))l 


1.2.3...#fcL  '*  'j(/  — 0,^  =  0) 

oder  compendiöser,  wenn  zur  Abkürzung 
3)  0  =  <jp(a?  +  ^)  -  (fix) 

gesetzt  wird, 


^)  ^^  =  -0X7^^  [^^".4. 


.0,(>-0) 
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Die  höheren  DifFerentialquotienten.  5 

Durch  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Differentiation  ergiebt  sich 
ferner 

5)  Xk  =  — ^ — r^'*€>*i ,. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

6)  ü^  =  lBl&%  =  [Dl{g>ix  +Q)-  q>i'')}%, 

60  hat  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende: 

Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  durch  Induction  aus  den  drei 
anfänglichen  Formeln  fär/'(a;),  f"(x),  f"{x)  ableiten  und  nachher 
mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  -\-  1  beweisen. 

Hinsichtlich  des  Werthes  von  Ut  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
er  in  entwickelterer  Form  dargestellt  werden  kann,  wenn  man 
[9(aj  +  p)  —  9(^)]*  mittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine  Reihe 
verwandelt  und  bei  der  Differentiation  der  einzelnen  ReihengUeder 
von  dem  Satze 

[D;V(a!+?)](o)=2>>(x) 
Gebrauch  macht;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: . 

8)  *)   u,  =  (k\jfj  -  ik\yiyy-'  +  (ky/ifj-' — 

Die  wichtigeren  speciellen  Fälle  der  Formeln  5)  und  6)  sind 
folgende : 

Differentiation  der  Functionen  von  Potenzen, 
a.    Für  y  =  a)(rc)  =  —  hat  man  nach  Nro.  6) 

X 

und  mittelst  der  bekannten  Regel  für  die  Differentiation  der  Pro- 
ducte 


*)  Unter  der  obigen  Form  ist  Ujt  zuerst  von  R.  Hoppe  m  dessen 
Theorie  der  höheren  Differentialquotienten"  (Leipzig,  1845)  angegeben 
worden;  die  kürzere  Formel  5)  rührt  von  U.  Meyer  her,  der  sie  m 
Gninert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  9,  mittelst  des  Taylor'schen 
Satzes  abgeleitet  hat.  Die  Formel  4)  und  deren  hier  mitgetheilte  Her- 
leitung  findet  sich  in  der  lesenswerthen  Theoria  derivatarum  altiorum 
ordiuum,  auct.  G.  Steinbrink  (Berol.  1876,  Calvary). 
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6  Die  höheren  Differeutialquotienteu. 

^i  =  ^^*(«)*1.2.3...Ä[7)p(x +  (,)-*]„ 

-  r_  iy(n\  hli:-^  (-i)"-*fc(fc+l)(^  +  2)...(»-l) 

Vk       _i.—  lY(n-\)(n--2.)....h.(n)t 
1.2. 3.. .fc  a;»  +  * 

Ordnet  man  die  Glieder  in  umgekehrter  Folge,  indem  man  von 
der  Formel  («)„_i  =  (w)^  Gebrauch  macht,  so  gelangt  man  zu  dem 
Resultate 

(-:ri/J'(4-), 

+'"-"jr/""'v.-..(i)+.- 

Hiernach  ist  z.  B.  für  ^(y)  =  e«y 

a 

=J;(©%(»-.)(»),(^-+(«-.)(«-«»,(|)"+...)^'. 

b.    Die  Speciajisirung  y  =  fp{x)  =z  x'^  liefert 
^*  =  K{9*(2^  +  9)U)  =  Hl-2-*[2>r*(2^  +  P)U«). 
1  2  3     ;i.  =,(»t)*Ä(Ä  —  1)  (Ä  -  2) . . .  (2fc  -  «  +  1)  (2x)"-«, 
mithin  ist  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Sammanden 
9)    IfiFix')  =  (2a!)-JpW(x«)  +  ül!Lpi)(2x)- V("-"(«») 

.       ^  "^"-\\-'^"~'^ (2:.).-.2.c.-3)(..)  +  . . . . 
So  hat  man  z.  B.  für  F(^)  =  c«y 
2)«ea.«  =  (2axYe-'*ll  +  ^K^^T:.!)  ,  n(n-l)(n~2)(n-~3) 

n(n— l)...(n~5)  \ 

"^   1.2.3.(4aa?2)3   "^"  J* 
Als  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  F(y)  =  (14.  ay)," ;  es 
ergiebt  sich  dann 
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p.(ij-f,-ri)»  — f*»-l)-0«-«+l)(2aar)°f  n(n-l)    l+oa« 

(l+ax^y-/^  I    "^  i.(_u_»4.i)   4oar* 

.        «(»-l)(«-2)(n-3)       /l  +  axy  ] 

"^  1.2. (/*  —  «  + l)(ft  —  n+ 2)  V    4oa;»  y    +  ••••!• 
Für  (i  =  n  -|-|;a=  —  1  erhält  man  specieller 

i)"(l— a;*)"^5 

^(2n+l)(2«-l)...3.1  ||  (n+l)n(n-l)l-g 

n  + 1  V       /  V  /  I   ^  2.3  a?-^ 

.  (n  +  l)n...(te-~3)./l~a?^Y  _      1 

■^  2.4.3.5        \    x^    )        "  j 

oder  auch,  wenn  n  -=•  m  —  1  gesetzt  wird, 

Mittelst  der  Substitation  %  =  cost«,  wobei  u  einen  Bogen  des 
ersten  Quadranten  bedeuten  möge,  ist  die  eingeklammerte  Reibe  leicht 
EU  Summiren;  sie  verwandelt  sich  nämlich  in 

+  (w»)5ws*"—^wsm^w — •• 
und  nach  Tbl.  I,  S.  40,  Formel  15)  ist  ihre  Summe  =  smmu  = 
mi,{marcco^x)  also 

imnT^m    1/1         2^'^-i       (— l)"*""^  1.3.5. ..(2»i—l)  .  ,  . 

m 

C.   Die  Specialisirung  y  =z  q>(xy  =  yx  liefert 
oder  für  p  =  rcr,  dQ  •=  xdt. 

Uro  die  angedeutete  anf  t  bezügliche  Integration  auBzu!%hreB,  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

T  =  Vl  +  t  —  1  =.         ^  


*)  Dieses  Resultat  verdankt  man  Jacobi;  s.  Grelle's  Journal  f&r 
Mathem.  Bd.  15,  S.  1. 
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8  Die  höheren  Dififerentialquotienten. 

nnd  bemerken,  dass 


^-y    __i__»   __L__i_J_ 
dx  -'*   YVT~r  ~  '  '  i.  _  ,  ~  '^  -  2" 

T 
mithin 

ir={r— T)r' 
iit.     Diese  GleichuDg  mnltipliciren  wir  mit  2*"'  nnd  differensiren 
das  Product  (»  —  l)mal;  es  wird  dann 

|D"-ir*-i  =  D«-'(Tr*-»r)  —  D»-»(2'*-»r) 
=  i:D"-Hy*-*2")  +  (n— 1)2J— »(r*-«2")  —  2j-->(r*->r') 

nnd  för  T  =  0 

i[2j--ir*-i](o)  ==  (n-  i)[D»-»(r*-»2")](.)  -  [u--'(2'*->r')](.) 
=  j^[^-'2'*-»](.)  -  -i-[ii-r*](,). 

Da  in  dieser  Gleichung  nur  die  beiden  Diflerentialqnoiienten  U^T^ 
undD^'^T*"^  vorkommen,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquo- 
tient durch  den  zweiten  auBdr&cken,  n&rolich 

Durch  Qc —  1)- malige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

d.  i.  weil  der  letzte  Differentialquotient  unmittelbar  entwickelt  wer- 
den kann 

_  ^(2n  — fe— l)(2n— A?— 2)...(2n  — 2fe+l) 
—  f^ 2*=^[ 

(— l)n~*i,3,6..,(2n  — 2fc— 1) 

Zufolge  dieses  Werthes  ist  weiter 

Vk         ^  (-  !)"■"* 
1.2.3...Ä         2"a;"""J* 

(2n~X?— l)(2n— A;— 2)...(2n— 2fe  +  l)>l-3.6...(2n— 2]fe~-l) 
1.2.3....(Ä;— 1) 

nnd  wenn  man,  behuHs  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden, 
%  =  n  —  h  setzt,  so  wird 
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1 .  2  .  3 . . .  (n  —  Ä) 
^      (~iy       (n  +  h^l)(n-\-h'-2)....(2h+l).l.3.6...(2h—l) 

2"(V^)"^-*'  1.2.3....(n  — Ä— 1) 

_      (—  1)^       (n  +  /i— l)(n  +  ^  — 2)...(n+l)n(n— l)...(n  — i^) 
~(2V^)"+*'  .1.2.3....Ä 

Hiernach  ergieht  eich  folgende  Formel 

11))       D^FCVa,)--^-^^ _____ 

(w+l)n(w— l)(n-2)  J^'-^HV^ 
■^  1.2  (2V^)-  +  * 

Nimmt  man  beispielsweis  F(jy)  =  (1  +  öy)^"""^i  so  findet  man 

_  (2n— l)...n    /a(l+aVI)Y~'  j   _  n— 1  l_foV[« 

(n— l)(w-2)  A+aV^xy 

■^  1-2  V  2ay^  ^ 

Darin  ist  erstens 

(2n-~l)(2n  —  2)...(n  +  l)n  _  1 .  2  .3  .4..  ..(2y?  —  1) 
2»-i  ■"  2»-U.2.3...(n  — 1) 

1.2.3.4...(2w— 1)        ,    ^    ^ 
=^2.4.6. 8...(2n-2)=^-^-'^-'<^»-^>' 
femer  lässt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  mittelst  des  binomischen 
Satzes  Bummiren,  und  so  entsteht  die  einfachere  Gleichung 


12) 


d.  Will  man  den  allgemeinen  Fall  y  =  g)(x)  ^=^  a^  betrachten, 
Bo  ist  es  am  zweckmässigsten,  die  Formel  8)  zu  benutzen  und  dabei 
die  Bezeichnung 


M  =  /i(fi  — l)(^-2)...(^-n-l) 
einzufahren;  man  erhält 

worin  Lt  durch  folgende  Formel  bestimmt  ist 

*)  Vom  Verfasser  zuerst  mitgetheilt  in  Cr  eile's  Journal,  Bd.  82, 
Seite  1. 
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1^  Die  höhereu  Differentialquotienten. 

L,  =  (Ä)o[ÄA]  -  (Ä)i[(Ä-l)A]  •+  (Ä),[(ÄJ~2)A]  - 

In  den  drei  speciellen  Fällen  A  =  —  1,  A  =  2,  il  =  |  lässt  sich 
die  für  Lt  angegebene  endliche  Reihe  snmmiren ,  und  man  kommt 
dann  auf  die  unter  a,  b,  c  angegebenen  Formeln  zurück. 

Differentiation  der  Functionen  von  Exponentialgrössen. 

Für  y  =L  9  (a;)  =  e*  findet  man  nach  Nro.  7)  und  Nro.  8) 

13)  DlFif)  =  ^F'i/)  +  ^F'-ie-)  + , 

worin  die  Coefficienten  Ei^  E^^  etc.  durch  folgende  Formel  bestimmt 
sind 

14)  E,  =  qc\k-  -(ä)i(ä;-1)«  +  (Jc),(Jc^2Y  - 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme 


1  +  y»' 
woraus  nach  Formel  14)  anf  Seite  273,  Thl.  I,  folgt 

sm  I  (Ä  -j-  1)  ardan  —  j 
FW(y)  =  (-1)*1 .2.3...Ä— 1^ ,  y\ 

es  ergiebt  sich  dann 

1K^  T..       1        _  st»(2or^on£^ 

,    „  ^jiniiardane-') 
+  -e^«       V(l+e»*)a 

t,   3,st»(4arrfonr20    i 

~   "*     y(i+c«')*    "•" 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  der  specielle  Fall 

behandeln,  wenn  man  die   Formel  15)  auf  S.  273,  Thl.  1,  zu  Hülfe 
nimmt;  man  erhält 

6*  ^      cos  (2  arctan  (T*) 

16)       ^rT^  =  --^^   y(i+e^')' 

,    _,  ,^cos(3arctawe~*) 
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Diese  Formeln  führen  u.  A.  zur  independenten  Bestimmung  der 
Tangenten-  und  Secantencoefficienten.  Nach  Formel  11)  auf  S.  277, 
Thl.  I,  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  Nro.  32)  in  §.  50 

e*  +  e-^         1  1.2.3       ^  1.2. ..5 

oder 

1 :; ; =  —X ^ — x^  A — x^ • 

e2^  +  1  1  1.2.3       ^  1.2... 5 

mithin,  wenn  n  irgend  eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

und  da  man  die  linke  Seite  nach  Formel  15)  entwickeln  kann,  so 
erhält  man  r,»,  nämlich 

17)      r.=  (_i)^'-^{^.!||^_^f^ +  ....). 

Mittelst  desselben  Verfahrens  erhält  man  die  Secantencoefficien- 
ten.    Nach  Formel  13)  Seite  277,  Thl.  I,  ist  zunächst 

2         =2-     ^ 


^  -ir  er"         e«*  +  1 

1.2       ^  1.2.3.4  1.2... 6       ^ 

mithin  für  gerade  n 

4^T^L= '-"'■'■ 

d.  i.  unter  Anwendung  von  Nro.  16) 

18)       .„  =  (-l)i-2^^-V-^ +  .•.•). 

Durch  die  Formeln  13)  und  14)  erledigt  sich  zugleich  die  Diffe- 
rentiation beliebiger  Functionen  von  sinXy  cosx,  tanx,  etc.  Macht 
man  nämlich  Gebrauch  von  den  Belationen 

cosx  = ,       smx  = r-: ,  etc.      (t  =  K  — 1), 

so  bleibt  immer  nur  eine  Function  von  e^*  übrig,  die  sich  nach  den 
vorigen  Formeln  differenziren  lässt,  wenn  man  ix  für  x,  mithin  idx 
für  dx  setzt. 
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12  Die  höheren  Differential quotienten. 


Differentiation  von  Functionen  des  Logarithmus. 

Die  Methode,  deren  wir  uns  hisher  zur  Bestimmung  von  Ut  be- 
dient haben,  passt  nicht  auf  den  Fall  y  z=  q)(x)  =  lXt  weil  der  n-te 
Differentialquotient  von  y*  =  (IxY  nicht  unmittelbar  bekannt  ist. 
Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Weg  ein. 

Differenzirt  man  F(lx)  mehrmals  nach  einander,  so  bemerkt  man 
leicht  folgendes  Bildungsgesetz 

19)  DlF(lx)  =  ^lCoF^^^ilx)-' GiF^^-^Hlx)  +  aiF^-^-^^Qx)—], 

worin  Co ,  Ci ,  (^ ,  etc.  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Coefficien- 
ten  bedeuten ,  die  übrigens  unabhängig  von  x  sind.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung dient  die  specielle  Annahme  F(i/)  =  c""^*',  bei  welcher 
alle  angedeuteten  Differentiationen  ausführbar  werden,  nämlich 
B^FQx)  =  D^x-^  =  (— l)»A(A  +  l)(A-|-2)...(^  +  »— l)ar-^-», 
F^'^Qx)  =  (~  l)U*ar"^. 
Die  übrig  bleibende  Gleichung 

20)  A(A4-l)(A  +  2)(A  +  3)....(A  +  n— 1) 

=  CoA»  +  .CiA«-i  +  C^A—a  _| +  o„-iA 

giebt  zu  erkennen,  dass  man  die  Coefficienten  Co ,  Ci ,  etc.  durch  Aus- 
führung der  angedeuteten  Multiplication  in  combinatorischer  Form 
erhalten  kann;  es  findet  sich 

Co  =  1,     Ci  =  l  +2  +  3H +  (n-^l), 

C2  =  1.2  +  1.3  +  1.4  +  -..  +  l.(>i  —  1) 

+  2.3  +  2.4H +  2.  (n— 1) 

+  3  .  4H +  3  .  (w— 1) 


+  (w-2)(n-l), 
u.  s.  w. 

überhaupt  ist  Ci  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  (ti —  1),  C^ 
die  Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen)  wenn  jede  solche  Ambe  als  Product  angesehen 
wird,  C3  ist  die  auf  gleiche  Weise  gebadete  Summe  der  Temen 
u.  B.  w.     Nennt  man,  wie  üblich,  den  Ausdruck 

A(A+l)(A  +  2)....(A  +  n-  1) 
eine  Facultät  n-ten  Grades,  so  sind  Cl,  C3,  etc.  die  sogenannten 
Facultätencoefficienten,  welche  zum  Exponenten 9i  gehören.  Wo 
die  Angabe  des  Grades  nöthig  ist,  pflegt  man 
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Die  höheren  Differentialquotienten.  13 

NR»  n 

Ol,  Gn  G:i,  .  .   .  '    Cn^l 

statt  Ci,  C2,  .  .  .  C«— 1  zu  schreiben. 

Als  Beispiel  zu  Formel  19)  diene  die  Annahme  F(y)  =  yP,  wo 
p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.  Bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Summanden  ergiebt  sich 

21)  I^(lx)P 

+    Gn^BP(p-l)(p-2)(lx)P-^  —  .y 

Ist  n  <Zp,  so  kommen  in  der  Parenthese  n  Glieder  vor;  im 
Falle  n  "^p  verschwinden  diejenigen  Glieder,  bei  denen  die  Anzahl 
der  gemachten  Differentiationen  mehr  als  p  beträgt,  so  dass  übrig  bleibt 

ly'Qxy 

=  ^^{0„-ii)(Za:)P-i-  Gn-.2P(p-l)ilx)P-^  +  '" 

_|_(_l)P  +  iO„^^^(p- l)(p-2)  .  .  .  2  .  1  j. 

Daraus  folgt  z.  B.  für  x  =  1,  wenn  (Ix)p  kurz  mit/(a?)  bezeichnet 
wird 

22)  /(«>(1)  =  (— l)«  +  POri^pl.2.3...p. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.  Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung 

1(1  +1,)  =  l^er  -  l£r2  +  l^^  -  1^4  ^.  .  .  ., 
-!<£<  +  1, 
auf  die  p-ie  Potenz,  so  erhält  man  ein  Besultat  von  der  Form 

P(1+^)]P 

=  ÄpgP  +  iip  +  i;efp+i  +  Äp^2/8P  +  ^  + 

und  zufolge  des  Taylor'schen  Satzes  müssen  hier,  wenn  f(x)  ==  (1  x)p, 
X  =  1 ,  Ä  =  jP  gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen  stattfinden 

Mittelst  der  Formel  22)  erhält  man  jetzt 

p+i  p+» 

23)  na  +g)'\P=z  CagP -^ef*^  -I — r«''+* •• 

_  1  <  ^  <  4-  1. 

Hieran  werden  wir  später  die  independente  Bestimmung   der  Fäcnl- 
tätencoefficienten  knüpfen. 
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Differentiation  der  Potenzen  von  Functionen. 

Die  bisherigen  Fälle  hatten  das  Gemeinsame,  dass  die  Function 
y  =  (p(x)  specialisirt  wurde  und  F{y)  willkührlich  blieb ;  das  Gegen- 
stück hierzu  bilden  die  Fälle,  wo  F{y)  specialisirt  und  y  allgemein 
gelassen  wird.     Als  ersten  derartigen  Fall  betrachten  wir 

F(^)  =  yP 
und  setzen  dabei  p  als  «ganz  beliebige  Zahl   voraus.     Die  Formeln 
5)  und  6)  geben  dann 

wobei  die  Abkürzungen 

benutzt  worden  sind.  Substituirt  man  die  aus  der  zweiten  Gleichung 
genommenen  Werthe  von  üi,  C72,  .  .  .  ü'„  in  die  erste  Gleichung,  so 
kann  man  letztere  leicht  nach  Potenzen  von  y  ordnen  und  das  Resul- 
tat auf  folgende  Form  biingen 

24)   ny  =  Ä,  vy~'  +  Ai  ry-'  +  •  •  •  +  Äjy-\ 

worin  irgend  einer  der  Coefficienten  il^,  -Äg,  .  .  .  ^„  ist 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  benutzen  wir  die  Formeln 

und  erhalten 

Ä,  =  (ph{l  -  (p-k),  +  0?-k), ±  (p-fe),_,}. 

Hier  lässt  sich  die  in  der  Parenthese  stehende  Reihe  summiren,  wenn 
man  die  bekannte  Formel*) 

(«)m(^).  +  (a)m-l(|3)l  +  (a)m-2(/3)*    +  ••  •  +  («)»(/J)«  =  («  +  ß)m 

fttr«  =  —  1,  ß  ■=  p  —  le,  m  =  n  —  k  benutzt ;  es  folgt 
Ät  =  (-  l)»-*(i')*(j>  -  ft  -  1)«-*  =  Ü>)*(n  —P)n-t 


*)  Man  erhält  sie  u.  A.  dadurch,  dass  man  einerseits  die  Reihen  für 
(l-f-^)a  und  {l-\'Z)ß  mit  einander  multiplicirt,  andererseits  die  gleich- 
geltende Reihe  für  (l  +  ^ja+Z'  direct  entwickelt  und  schliesslich  die 
Coefficienten  von  gm  vergleicht. 
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oder  auch,  wenn  (n — i?)«— t  durch  (m — p)„  ausgedrückt  wird, 

Zufolge  der  Werthe  von  Aj,  A^^  etc.  und  Fi,  F2,  etc.  hat  man  end- 
lich nach  Nro.  24) 

25)    Dy=p(n-p)„{_-^y''->D>  +  -^/-Dy-...j 

und  es  liegt  hierin  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Differentiation 
jeder  beliebigen  Potenz  einer  Function  auf  die  Differentiation  der 
ganzen  positiven  Potenzen  derselben  Function  zurückkommt. 

Als  Anwendung  der  Formel  25)  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  die 
in  Nro.  23)  gegebene  Reihenentwickelung,  welche  dort  nur  für  ganze 
positive  j9  bewiesen  wurde,  auf  beliebige  jp  ausdehnen  lässt.  Setzt 
man  nämlich 

?(l+a?) 
^=— r- 
und  bezeichnet  mit  "k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  nach  Nro.  23) 

mithin,  wenn  «-mal  differenzirt  und  dann  a?  =  0  gesetzt  wird, 

l^*yj(o)        ^      "^J  (Ä;+l)(Ä;  +  2)...(fc  +  n)    " 
Aus  der  Formel  25)  folgt  nun   für  a;  =  0,  also  y  =  1,  und  unter 
Benutzung  der  vorstehenden  Formel 


1  .  2  .  3  .  .  .  n  L    *^  J(0) 

n+l  n+2 


—  (-l)i>lw     i>;„|     jp-i    2...(n+l)^i>-2  3...(«  +  2)  1 

(-l)"ff(n~j?)«r  (n)i       "q»  («)2         0»  1 

~        1.2...«       1      (w  +  l)ii>— 1  "^  (n  +  2)2i)  — 2  r 

Damit  ist  der  Coefficient  bestimmt,  welchen  x^  erhält,  sobald  y^  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt  wird.  Unter  Benutzung  des  abkürzenden 
Zeichens 

n+l  n+2 

-2^.^«—      1,2...«    I        (w+l),  p—  l"^(«+2)2i)  — 2 

bat  man  also  folgende  Reihenentwickelung 
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IC  Die  höheren  Differentialquotienteu. 

27)        r[il±^)T^  1  _  Pja?  +  Pjx«  —  Psx*  + , 

welche  gleichfalls  an  die  Bedingung  —  l  <^x  <^  -{-  l  gehiinden  ist, 

Differentiation  der  Logarithmen  von  B^unctionen. 
Ertheilt  man  der  Gleichung  25)  die  Form 


und  geht  dann  zur  Grenze  für  verschwindende  p  über,  so  erhält  man 


28)       D"?y  =  ^D"y  -  -^^2)%'  +  i^D%« 

'  '^        ly     *  2y*    *^         3y=^     *^ 

Die  Differentiation  des  Logarithmus  einer  Function  reducirt  sich 
.  demnach  auf  die  Differentiation  der  snccessiven  ganzen  positiven  Po- 
tenzen derselben  Function. 

Mittelst  der  Formel  28)  sind  z.  B.  die  höheren  Differentialquo- 
tienteu von  Icosx  und  Isinx  leicht  zu  entwickeln;  man  würde  näm- 
lich die  Potenzen  von  cosx  und  sinx  nach  den  auf  Seite  261  des 
ersten  Theils  angegebenen  Formeln  in  Cosinus  oder  Sinus  der  Viel- 
fachen von  X  umsetzen  und  dann  die  auf  der  rechten  Seite  angedeu- 
teten Differentiationen  ausführen*). 


n.    Die  Vertausohiing  der  unabhängigen  Yariabelen. 

Aus  den  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten  For- 
meln sind  F'(y),  F"(y)i  F^'iy)  etc.  der  Reihe  nach  leicht  herzu- 
leiten, nämlich 

s..//,A  _  y'(a>)/"(a;)-y"(x)/(x) 

J*"(y) 

_  ip\xYf"\x)-S  <p'(x)  (p"{x)f'\z)  +  [3  q>"ixy-  jp'jx)  y'"(a;)]f  («). 
-  ip'ixY 

U.  B.  W. 


*)  Die  mitgetheilten  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  5)  und 
6)  sind  meistens  von  R.  Hoppe  in  dessen  schon  genannter  Schrift  ent- 
wickelt worden,  cum  Theil  auf  weniger  einfache  Weise. 
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Die  höheren  Differentialquotienten.  17 

wie  man  auch  durch  successive  Differentiationen  und  Divisionen  mit 
^\x)  finden  kann.  Um  allgemein  F^^^(^)  zu  entwickeln,  nehmen  wir 
die  Gleichung  5)  für  die  Werthe  n  =  l,2,  3,...nin  Anspruch 
und  eliminiren  aus  den  erhaltenen  n  Gleichungen  die  n  —  1  Func- 
tionen F'(f^),  F"(tf),  .  .  .  J?'(«-i)(y),  Dies  hat  auf  dem  folgenden 
Wege  keine  Schwierigkeit. 

Vermöge  der  ßedeutung  yon   üt  sind  die    erwähnten  n  Glei- 
chungen: 

7)0 

7)2  0  7)2  02 

/"(x)  =£^jp'(j,)+£-^ir"(j,), 

7)3  0  7)3  02  7)3  03 

und  darin  beziehen  sich  die  mit  D  angedeuteten  Differentiationen  auf 
die  Variabele  p,  die  nach  Ausführung  jener  Differentiationen  =  0 
zu  nehmen  ist.     Wir  setzen  nun  abkürzend 

p  p 

muItipUciren  die  obigen  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  den  Factoren 
(»-l),[2>»-»ß«](o),  (w-l)i[D"-»ß"](o),    {n-lUJy-»Sl%y,... 

(n-l),_i[ß"](o), 
worin  sich  die  angedeuteten  Differentiationen  gleichfalls  auf  Q  bezie- 
hen, und  addiren  die  Prodncte.     Die  entstehende  Summe  l&sst  sich 
in  folgender  Form  darstellen 

30)     (n  -  l)«[D"-*Ä»](o)/'(«)  +  («  -  l)i[l>»-*ß»](o)/"(a')  +  •  — 

....  +  (»-i)„_,[ß»](o)/(»)(a;) 

und  zwar  ist  hier 

+  (n  -  l)n-^s[B^Sl-][D--^&']  + 

oder 

a,  =  (n-^  l)o[ß«]  [D"0*]  +  (w  -  l)i  [Dß"]  [D""-'  0*] 

+  (^—  lyiP^^^^JC^"'®*]  H . 

wobei  am  Ende  p  =  0  zu  nehmen  ist.  *  Man  bemerkt  nun  augen- 

SahlOmiloh,  Analysis.  H.  2 
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18  Die  höheren  Differentialquotienten. 

blioklich,  dass  sich  der  für  a^  gefundene  Ausdruck  sehr  susammen- 
ziehen  lässt,  nämlich  in 

woraus  wegen  Sl&  =  q  wird 

at  =  Ä;[D«-i(p*-iÄ— *+i0')](o). 
Wendet  man  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producte  an,  indem 
man  9*— ^  als  den  einen,  Ä«— *  +  i0'  ab  den  anderen  Factor  betrach- 
tet, so  erhält  man  weiter 

a4  =  Ä.(«  — l)*_i. 1.2.3. ..(ÄJ  —  l)[JD»-*(Ä«-*+»®')](0) 
oder  für  ÄJ  =  n  —  h 

1.2.3...(n  — 70 
Nun  ist  zufolge  der  Bedeutungen  von  &  und  Sl 

oder,  weil  sich  rechter  Hand  der  erste  Summand  gegen  den  letzten  hebt, 
mithin  durch  Substitution  in  Nro.  31) 

Da  im  Allgemeinen  [-Dp^^iß^J^o)  eine  bestimmte  endliche  Function 
Yon  X  bildet,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Glei- 
chung in  Folge  des  Factors  (»  =  0,  vorausgesetzt,  dass  ^  nicht  =  0 
ist;  man  hat  daher 

On—Ä  =  0,    wenn  Ä  >  0. 
Im  Falle  ^  =  0  dagegen  erhält  man  unmittelbar  aus  Nro.  31) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  30)  reducirt  sich  jetzt  auf  jP^'*^(^), 
und  so  ist  nun 

+  {n-l\[Diy£l%f"(x)  +  -^.. 

Man  kann  diese  Formel,  welche  die  vollständige  Lösung  des  ge- 
stellten Problems  enthält,  auf  doppelte  Weise  umgestalten,  je  nach- 
dem eine  Zusammenziehung  oder  eine  weitere  Entwickelung  dersel- 
ben wünschenswerth  ist. 
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Die  höheren  Differentialquotienten.  19 

Für  den  ersten  Zweck  dient  die  Bemerkung,  dass 

gesetzt  werden  darf;  es  folgt  dann  aus  Nro.  32) 

und  ohne  Abkürzungen,  wenn  F[q>{x)'\  =f(x)  ist, 

oder,  wenn  a?  -f-  9  =  I  gesetzt  wird, 

34,  ^■>[,w;^[p;-{(   Jz;,.,  )V(8lL,- 

Um  ferner  die  Gleichung  32)  weiter  zu  entwickeln,  schreiben  wir 
35)     J'(»)(y)  =  P„/(«)(a!)  +  (n  -  l)i  Pi/<"-«(a;) 

+  («-l),P,/("-«(a;)  4- 

und  bemerken,  dass  der  Ansdruck 

mittelst  der  Formel  25)  umgestaltet  werden  kann,  wenn  die  in  letz- 
terer vorkommenden  Grössen  a?,  y,  n,  p  der  Reihe  nach  durch  (), 

®  ... 

— ,  Ä;,  —  n  ersetzt  werden.     Hiemäch  erhalten  wir  zunächst 

'  ^,(i)-=-„.+»,4«.Q-vxf) 

und  für  (>  =  0 

p,==  _„(« + fe)J,  ,??'    ,T.p*(^-')1 


,  9/J{0) 


MOl 


+ 


(n+2)y-+aL    e\p/J(o) 
Die  Differentialquotienten  rechter  Hand  gestatten  noch  eine  Trans- 
formation; wenn  n&mlich  die  identische  Gleichung 

worin  Ä  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge,  (Ä  +  Ä)-mal  difFe- 
renzirt  und  nachher  q  =  0  genommen  wird,  so  findet  sich 


L  e\pyJ(o)~~(*  +  i)(*+2)....(fc+Ä)' 
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20  Die  höheren  Differentialquotienten. 

Zur  Abkürzung  Bei  endlich 

36)  0»  = B^*®*](«) . 

die  far  Pt  angegebene  Formel  läast  sich  dann  in  folgender  Weise 
darstellen 

^■7^*\     P-     „(*'  +  fc)tf  (fc)i     Qx  (Ä),     Qt    , 

37))     P,_-„_^j-_j-^___^_  +  . 

Wie  man  aus  den  Formebi  4)  und  5)  verglichen  mit  Nro.  35),  36) 
und  37)  ersieht,  haben  die  beiden  in  der  Einleitung  erwähnten  Fun- 
damentalprobleme  mit  einander  die  Eigenthümlichkeit  gemein,  dass 
ihre  Lösungen  zuletzt  auf  die  mehrfachen  Differentiationen  der  Po- 
tenzen von  ®  zurückkommen. 

Ein  bemerkenswerthes  Beispiel  zu  Formel  34)  bietet  die  An- 
nahme ^>{x)  =  — ;  man  erhalt 

X 

=  (-i)-x"[irj-'{i«/(i)}]^5_,,, 


d.i. 


^'"'(i)  ^  ^~  ^^"^"  •  ^'~'K/'(x)} , 


oder  auch,  wie  sich  u.  A.  bei  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite 
angedeuteten  Differentiationen  zeigt, 

yW^i)  =  (_  i)-a,-+»2)-{a,"-V(a:)}. 

Bezeichnet  man  fI  —  j  =  f(x)  kurz  mit  jP,  so  kann  man  dieses  Re- 
sidtat  in  folgender  Form  darstellen 

*)  Das  Problem  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen  ist 
in  allffemeiner  Auffassunff  zuerst  vom  Verfasser  durch  die  Formehi  32) 
bis  37)  gelöst  worden;  siehe  die  Sitzungsberichte  der  Königl.  sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Jahrg.  1857;  oder  Zeitschrift 
für  Mathematik  u.  Physik,  Thl.  III,  S.  65.  Wie  man  mit  Hülfe  der 
Determinantentheorie  zu  denselben  Formeln  gelangen  kann,  zeigte 
E.  Hess  in  der  Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.,  Thl.  XVII,  S.  1. 

**)  Auf  anderem  Wege  ist  S.  Spitzer  zu  derselben  Formel  gelangt 
und  nat  sie  zur  Reduction  gewisser  Differentialgleichungen  benutzt;  s. 
dessen  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen (Wien  1860),  pag.  65,  Nro.  131). 
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Die  Differentiation  unentwickelter   Functionen. 

Wenn  zwischen  den  Variabelen  x  und  y  die  Gleichung 

39)  x  =  (p(j/) 
stattfindet,  so  folgt  daraus  ein  Resultat  von  der  Form 

y  =  i/;(a?), 
und  irgend  eine  Function  von  y,  etwa /(«/),  ist  dann  auch  eine  Func- 
tion von  a?,  was  durch  die  Gleichung 

M  =  F(x) 
ausgedrückt  werden  möge.      Nach  dem   Vorigen  hat  es  nun  keine 
Schwierigkeit,  die  nach  x  genommenen    DifFerentialquotienten   von 
/(y)  =  F{x)  aus  der  ursprünglicji  gegebenen  Gleichung  herzuleiten; 
es  ist  nämlich 

m  =  Fix)  =  F[q>m, 

dx"    ~    dx"     ~   idq){if)Y    ~         ^^^'^' 
Man  erhält  folglich  den  gesuchten  Dififerentialquotienten ,  wenn  man 
in  Formel  33)  ^  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  also 

40)  tM  =  B'^-'\( ? T/'(»  +  9)l    • 

*"^  da;»    -^e     XKspd,  ^  Q)  -  9(y))  ^  ^  ^  ^%) 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  häufig  vorkom- 
menden Falle  fiy)  =  y,  d.  h.  da,  wo  es  sich  um  die  Differentialquo- 
tienten der  inversen  Function  y  z=z  i\}(x)  handelt;  es  ist  dann 

^^^       "^»~  =  ^e    lU(2/  +  p)-  <]p(y)/)(o/ 

Selbstverständlich  kann  man  die  auf  den  rechten  Seiten  von  Nro.  40) 
und  41)  stehenden  Ausdrücke  ebenso  wie  vorhin  weiter  entwickeln, 
wenn  man  y  statt  des  früheren  X  schreibt. 

Transformation  der  Potenzenreihe  von  Mac  Laurin. 
Wir  gehen  von  der  bekannten  Gleichung  aus 

••••  +  172^^"  +  ^-+- 

worin 

A\,  =  f  (0),      A,  =  J"(0),      A,  =  J!"'(0) 
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22  Die  höheren  Differentialquotienten. 

ist,  und  das  Ergänz angsglied  Rn^i  unter  der,  auf  Seite  434   des 
ersten  Theiles  angegebenen  Form 

Ä+i  =  i-x3 /(y-«)"^<'+«(«»)«i«» 

dargestellt  werden  kann.     Mittelst  der  Substitutionen 

erhalten  wir  zunächst 

/ix)  =  Ao+  ^Vi'')  +  -^Vi")*  4-  -i^'Pi'')*  +  •  •  • 

und,  wie  unmittelbar  erhellt,  liegt  hierin  die  Entwickelung  einer 
Function  f{x)  nach  Potenzen  irgend  einer  anderen  Function  (p(x). 
Zur  vollständigen  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  es  aber  nothwendig, 
sowohl  die  Coefficienten  Jq*  ^ii  -^  etc.  als  den  Rest  Bn^i  durch 
f(x)  und  (p(x)  allein  auszudrücken;  dies  kann  auf  folgende  Weise 


Bezeichnet  a  einen  Werth  von  der  Beschaffenheit,  dass  ip(a)  =  0 
ist,  d.  h.  bezeichnet  a  irgend  eine  reelle  oder  complexe  Wurzel  der 
Gleichung  ^(ar)  =  0,  so  hat  man  für  a;  =  a 

/(«)  =  F[9(a)]  =  F(0)  =  Äo 
oder  umgekehrt  A^  z=f(a).     Aus  der  aUgemeinen  Formel 


pn.(.)]=p|-|(icl^ip)V<„, 

mer  f ür  a?  =  a 


ergiebt  sich  femer  f ür  a?  =  a 
oder 


Was  endlich  den  Rest  i?n  +  i  anbetrifft,  so  ist  zunächst 

1    r 

0 

und  daraus  wird  durch  Substitution  von  u  =  q){t),  wo  t  eine  neue 
Yariabele  bezeichnet, 

^*'  =  1.2!..«  /[»'(*) -9'(0]"-f'^"+'^[9'(0]9''(0d*. 
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Die  höheren  Differentialquotienten  23 

doch  ist  zu  bemerken,  dass  den  früheren  Grenzen  «  =  0,  und 
u  =  q)(x)  nur  in  dem  Falle  die  Grenzen  t  =  a  und  t  =  x  entspre- 
chen, wenn  g)  (t)  von  t  =  a  his  t  z=  x  entweder  nur  wächst  oder  nur 
abnimmt,  weil  diese  Eigenschaft  bei  der  ursprünglichen  Variabelen  u 
von  selber  stattfindet.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  a  reell  sei  und 
dass  q>(t)  die  eben  erwähnte  Eigenschaft  besitze^  so  können  wir  auch 
^(»»  +  i)[(jp(^)]  leicht  durch /und  q)  ausdrücken;  das  Gesammtresultat 
besteht  dann  in  folgenden  Formeln: 

42)       f(x)  =  A,  +  ^<pix)  +  j^<p(x)^  + 


4n 

1.2.3 


+    1       O       o r<P(«)"   +  Iin  +  1, 


43)  A  =/(«),     ^.  =  i,-.((^)V(.))^_^ 

44)  B„+i  = 

X 

Wollte  man  die  unter  Nro.  42)  angegebene  Reihe  ins  Unend- 
liche fortsetzen,  so  müsste  man  entweder  die  Bedingungen  ermitteln, 
bei  welchen  LimBn^i  =  0  wird  (für  n  =  od),  oder  man  hätte  auf 
anderem  Wege  die  Grenzen  für  x  zu  bestimmen,  innerhalb  deren  jene 
unendliche  Reihe  convergirt  und  f(x)  zur  Summe  hat.  Es  wird  sich 
später  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zeigen,  dass  diese  Grenzen  für 
die  Gültigkeit  der  Entwickelung  unabhängig  von  der  Restunter- 
suchung, also  gewissermaassen  a  priori,  gefunden  werden  können, 
und  es  ist  dies  der  Grund,  warum  wir  den  Gegenstand  vorläufig 
nicht  weiter  verfolgen.  Nur  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  sich  die 
Formel  42)  zu  einem  anderen  speciellen  Zwecke  benutzen  lässt. 

Das  Bildungsgesetz  der  Facultätencoefficienten. 

Auf  Seite  12  wurden  die  Facultätencoefficienten  durch  combi- 
natorische  Operationen  bestimmt,  deren  Ausführung  zwar  jederzeit 
möglich,  aber  bei  einigermaassen  grossen  Exponenten  mit  ausser- 
ordentlichen Weitläufigkeiten  verbunden  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  die  angegebenen  Ausdrücke  eine  Vereinfachung  zulassen. 
Man  hat  nun  für  den  ersten  Goefficienten 

Ci=l  +2  +  3  +  ...  +  (n-l)="^"~^^ 
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24  Die  höheren  Differentialquotienten, 

für  den  zweiten 

q,  =  l  .[2  +  3  +  4  +....  +  (n-l)] 

+  2.[3  +  4  +  ••••  +  (n-1)] 

+  3.[4  +  ....  +  (n-l)] 


+  (»-j2)(n-l) 
und  durch  Summirung  der  einzelnen  Horizontalreihen 
»  ^      (n+l)(»-2)  (n  +  2)(n-3)  («  +  3)(w-4) 

*  2  2  2 

,    /        «N  (2w  —  2).l 

Irgend  eines  dieser  Reihenglieder  ist 

worin  q  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  (n  —  2)  erh&lt;  man  bat  daher 

^  =  l«(n— 1)[1   4-  2  4-  3  H +  («  —  2)] 

-i[l»4-2»+  3«+--..  +  (n^2)»] 
-i[l'+  2»+3»+....  +  (n-2)»]. 
d.  i.  wegen  der  bekannten  Summen  dieser  Beihen  und  nach  gehör!» 
ger  Zugammenziehung 

»        »(»— l)(n  — 2)(3«  — 1) 
02= 24 

Schon  beim  dritten  CoefQcienten  wird  dieses  Verfahren  sehr  umst&nd- 
lich,  and  wir  gehen  deshalb  einen  anderen  Weg. 

In  der  unter  der  Bedingung  ^^  <^  1  geltenden  Formel 

p  p  +  i    yP  +  l  P+3  «p  +  2 

P(l  +y)]P  =Coyp^  C  :5T-r  +  G2 


p  +  1    '       '  (p+l)(p  +  2) 
setzen  wir 

1(1  -f  3/)  =  a?    also     y  =  e*  —  1 
and  erhalten  dann  die  neue,  fari[2>>^>>  —  oo  geltende  Entwi- 
ckelnng 


worin  wir  p  als  ganze  positive  Zahl  voraussetzen  wollen.     Die  näm- 
liche Entwickelung  muss  sich  auch  ans  Formel  42)  ergeben,  wenn 

f(x)  =  a?P,     <p{x)  =  6*  —  1 
genommen  wird,  so  dass 
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j :4£_  (ex  —  i)p  -I r^i — .  (fx  _  i)p+i  j_ 


ist     Die  Vergleichong  beider  Entwicklungen  von  ^  giebt  erstens 

^  =  -äi  =  -^2 =  -4j,-_i  =  0, 

was  auch  sonst  gleich  erhellt,  wenn  man  für  c*  die  gewöhnliche  Reihe 
setzt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet.  Zweitens  folgt  für 
jedes  ganze  positive  Iz  inclusive  %  =  0 

p  +  * 

/_  1  \* ^* : '^p•^* 

^(l>  +  l)(l'  +  2)...(|>  +  Ä;)        1  .2  .3  ...(i>  +  Ä) 
oder 

d.  i.  nach  Formel  43),  wobei  a  =  0  zu  nehmen  ist, 

""*        1.2.3...i)  l\e*— 1/       ^         /(o)- 

Wendet  man  rechter  Hand  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producta 
an,  '^so  erhält  man 

oder,  wenn  n  statt  j)  -f-  ^  ^"^  9  ^^''  ^  geschrieben  wird, 

Der  noch  übrige  Differentialquotient  gehört  zu  der  früher  betrachte- 
ten Form 

und  kann  daher  nach  Nro.  37)  entwickelt  werden,  sobald  man 
y  =  g)(a;)  =  e*  und  dann  a?  =  0  setzt,  wodurch  y'  =  1  wird;  es 
ist  demgemäss 

und  darin 

[J*+>(eg-l)*](o) 


ft 


'A 


(»i  +  l)(»;  +  2) (fc  +  Ä) 
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26  Die  höheren  Differentialquotienten. 

Die  noch  angedeutete  Dififerentiation  ist  leicht  auszuführen,  wenn  man 
{e9 —  1)*  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt;  dies  giebt 

_  (fe)oft*+*  -  (fe)i(ft-iy+*  +  (A),(fe-2)^+* 

•'    ^*~'  (*+-l)(Ä  +  2)(fc+3) (ft  +  Ä) 

mithin  nach  Nro.  46)  und  45) 

48)     C*  =  (-  l)*+Mn-l)t(»  +  ft)*{^ö,  -^«-^  +  •  •' 

Hinsichtlich  des  mit  Qh  bezeichneten  Quotienten  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  derselbe  gleichfalls  mit  der  Theorie  der  Facultäten  in 
gewissem  Zusammenbange  steht.  Definirt  man  nämlich  die  Facultät 
als  eine  Function  zweier  Variabelen  ^  (der  Basis)  und  p  (des  Expo- 
nenten), welcher  die  beiden  Eigenschaften 

^(^,0)  =  1,       tQi^p  +  l)  =  {ii+p)Hi^,p) 
zukommen  *),  so  hat  man  einerseits  für  jv  =  0 ,  1 ,  2  .  .  ,  (n  —  1) 
^(^,  1)  =  ^^(fi,  0)  =  ft, 
^(^,  2)  =  (ft  +  l)t^(ft,  1)  =  ii(ii  +  1), 
^(^,  3)  =  (ft  +  2)  ^(ft,  2)  =  (i(ji  +  l)(u  +  2), 

t(^,n)  =  ft(^+  l)(fi  +  2)  ....  (^  +  n-  1), 
andererseits  für  i>  =  —  1 ,  —  2 ,  .  .  .  —  n, 

^/'C^»  0)  =  (/i  -  1)  ^(/A.  -  1)  oder  ^0*,  -  1)  =       ^ 


^(/i,  — 1)  =  (^  — 2)*(fi,  —  2)  oder  tQi,  —  2)  = 


1 


(^~l)(^-2) 

<F(^>  -^)  =  (^_l)(^-2)...(^-n)' 
der  Gonsequenz  wegen  muss  also  der  letztere  Ausdruck  eine  Facultät 
mit  negativem  Exponenten  heissen.     Unter  der  Bedingung  ft  >  n 
kann  dieselbe  in  eine  nacb  absteigenden  Potenzen  von  [i  fortgehende 
Reihe  entwickelt  werden,  deren  Coefficienten  wir  nach  Analogie   mit 

— n    — n    — n 

Go$  Cij  ^3  6^^'  bezeichnen,  nämlich 

^(^,  —n)  =  7fo[i—  +  CiV»-i  4-  02 ^-«-2  +  •  •  •• 


♦)  Vergleiche  die  Abhandlung  von  Grelle:  Memoire  sur  la  theorie 
des  puissances,  des  fonctions  angulaires  et  des  facultes  analytiques,  in 
Grelle 's  Journal,  Bd.  7. 
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Für  ft  =  —z-  wird  noch  unter  der  Bedingung  A  <^  — 


(l_A)(l  — 2A)(1  — 3A)  ...(1— nA) 
==  Co  +  Ci"a  +  Ca  A»  +  "c"  A3  + 


und  hier  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Goefficienten 
an.  Man  gelangt  dazu  am  einfachsten,  wenn  man  von  der  identischen 
Gleichung  *) 

(—  1)"  1  .  2  .  3 n  .  A" 

(1— A)(l  — 2A)(1  — 3A)  .  .  .(1  — nA) 

=  Wo  -  (n)i  y4t  +  (^)^  inbi  "  (^>^r=TÄ  +  •  •  • ' 

ausgeht,  rechter  Hand  alle  Glieder  nach  steigenden  Potenzen  von  A 
entwickelt  und  das  Resultat  mit  dem  vorigen  vergleicht;  es  ergiebt 
sich 

~«       (n)on"+*-  (i^)i(n-l)»  +  *  +  (n)^ (n  -  2)^» -H * 

^^^    ^*  =  1.  2.3....n 

Die  Formel  47)  wird  hiernach  sehr  einfach 


*)  Nach  der  Lehre  von  der  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen 
(Thl.  I,  Cap.  IX.)  darf  man 

1 

a5(a5  — l)(ar  — 2)  .  .  .  (x  —  n) 

_  fo    I        <*!       I       ^a      4.  ....    r        ^ 
X  ~  X  —  l~  X  ^  2~  ^  X  —  n 

setzen ;  multiplicirt  man  beiderseits  mit  x{x  —  1)  .  .  .  {x  —  n)  und  nimmt 
dann  der  Reüie  nach  o;  =  0,  1,  2,  3,  etc.,  so  erhält  man 

1.2.. .n 
(n)o 


1  =  (-!)•  1.2.3. ..fiao  =  (-1)"      7'r    «o> 


l  =  (-l)n-il.i.2...(n-l)ai=-(~l)«?^^j^ 


l==(-l)"-M.2.1...(n-2)aa===  +  (-l)»ii^;^a2, 


1.2. ..n 

U.  B.  W. 

Hieraus  bestimmen   sich   die  Werth«   von  üq,   a^,  a^t  etc.,  und  es  ist 
dann 

1 

x(x  —  l)(a;  —  2)  .  .  .  (aj  —  n) 
_    (-1)"    r(n)o  _     (n)i  (n)a     _  1 

■"1.2...nla;  a?  —  1  "^  a?  —  2       •••7» 

woraus  far  o;  =  —  die  obige  Gleichung  folgt. 
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28  Die  höheren  Differentialquotienten. 

und  demzufolge  geht  die  Formel  48)  über  in 

^^  ''  (2&),  «+«:)• 
wofUr  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden  geschrieben  wei'- 
den  kann 

r  — «^«     n  r«  -L  ^^  I  (*)»     ^*  (^)i        .  ~  cT'^ 

C,_„(„_i),(„  +  Ä).)^^  ;HFlfc-(2&-i)^,  M=1=T 

-(*-2) 

"^(2Ä— 2)^an  +  fc  — 2  j' 

Um  diesen  Ausdruck  möglichst  zu  vereinfachen,  bemerken  wir  zu- 
erst, dass 

{h)p        _  A;(/c— l)...(fc— j?  +  l)     (fe— j?)(A;— i?  — 1)...2.1 
(2Ä— i?)*-p  ~  1 . 2 .  3  . .  .i)         '  (2Ä;— i))(2Ä;— i?— 1)...(Ä+1) 

_         1.2.3.....fc  2fc(2fe— l)...(2fe— i?+l)_(2fe)p 

~  2fc(2Ä;  — l)...(fc  +  l)'  1.2...i)  ~(2Ä;)* 

mithin 

;^  _  «(>»-i)i(n+%((2fc)o-* _    (2fc)x  -<*-') 

^*~  (2%  In+Ä    *        »+Ä— 1     ^* 

(2fc)a     -<*-")  1 

+  n  +  Ä-2    ^* 1 

ist  and  dass  noch  folgende  Umwandlung  gilt 

(H  +  fc),w(n-l),=^       1:2..;^        ^ i.2...fc  

_            (n+fe)(n+fc-l)...(w-fc  +  l) 
'         -^«-*> 1.2.3...(2&) 

2A!(2fc— 1)  ...(&+ 1) 
1.2....* 
=  (n  — Ä;)(«  +  «;)2i(2Ä;)t, 
mittelst  deren  die  vorige  Gleichung  die  neue  Form  erhält 

-(*-2) 


+  n  +  Ä-2    ^*  I 
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Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dasB  die  Facnltätencoefficien- 
ten  positiver  Exponenten  durch  die  Facultätencoefficienten  negativer 
Exponenten  ausgedrückt,  mithin  auch  independent berechnet  werden 
können*). 

So  findet  man  z.  B.  für  ifc  =  2  aus  Formel  49) 

-2  —1 

Cj   ^:=   7  ,        iy-j   ==^    1 

und  nachher  aus  Nro.  50) 

ebenso 

d.  i.  • 

«  ng(n— l)g(n  — 2)(n  — 3) 

^«-  27176 

u.  s.  w. 
Will  man  für  den  praktischen  Gebrauch  der  Facultätencoeffi- 
cienten  eine  Tafel  derselben  entwerfen,  so  thut  man  besser,  nicht  die 
vorhin  entwickelten  Formeln,  sondern  sogenannte  Recursionsformeln 
anzuwenden,  bei  welchen  jeder  Facultätencoefficient  aus  seinen  Nach- 
barn hergeleitet  wird.  Derartige  Formeln  erhält  man  sehr  leicht 
auf  folgendem  Wege. 

Die  Entwicklung  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  —  (n—  1) 
und  —  n  liefert  die  beiden  Gleichungen 

1 

(1  —  A)(l  —  2A)(1  —  3A)  ...  (1  —  ;r==^l  A) 

—  (n  — 1)      — (n  — 1)  -(«-D  — (n— l) 

=    Go     +     Cik     +     C2A2     +     08^8  + 

1 


(1  _  X)(l  — ^A)  .  .  .  (1  —  n  —  U)(l  —  nA) 

=  Co  +  CiA  +  c"a^  +  08^3  + ; 

deren  zweite  durch  Multiplication  mit  (1  —  nA)  in  die  erste  über- 
gehen muss;  die  Yergleichung  der  beiderseitigen  Coeffidenten  von  A^ 
giebt  daher 

— n  —(«  — 1)  — n    • 

51)  C*    =    C*    +    nC*_i. 


♦)  Dieses  Resultat  hat  der  Verfasser   zuerst  in  Cr  eile's  Journal, 
Bd.  44,  Seite  344,  unter  etwas  anderer  Form  entwickelt. 
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30  Die  höheren  Differentialquotienten. 

Da  man  im  Voraiu  weiss,  dass  immer 

"ci  =  1,   ~g]  =  i 

ist,  so  erhält  man  ans  Nro.  51)  der  Reihe  noch: 

-  8  —8  —4 

Ci  =    3,      Gl  =    6,     Ol  =    10, 

— a                 —8                 —4 
Ci=    7,     02=25,      C,  =   65 

—8  —8  -4 

C3=15,     03=90,      (i  =350, 

U.  B.  W. 

Durch  Entwickelung  der  Facnltaten  mit  den  Exponenten  n  und 
n  -\-  1  hat  man  femer  die  beiden  Gleichungen 

/*(f*+ 1)0^  +  2) Qi  +  nr-l) 

=  Coft»  +  C,/i«-i  4-  Oift— «  +  0,^—»  +  •  •  •, 
^ö*4-l)(^  +  2)...ö*  +  n-l)0t  +  n) 

n  +  l  nif-l  n  +  1 

=  Co^"  +  ^  +  C,ff  +  Cf,^«~^  + , 

deren  erste  darch  Maltiplication  mit  Qi-^-n)  in  die  zweite  übergehen 
muss;  die  nachherige  Vergleichung  der  GoefiQcienten  von  fi"""^  giebt 

n  +  l  n  n 

52)  Ct=  Gk  +  nC*_i. 

Da  man  im  Yoraus  weiss,  dass 

Oo  =  l,     0,  =  0 
ist,  so  erhält  man  aus  Nro.  52)  der  Reihe  nach 

3  8  4 

Ol  =  1,       Ol  =  3,       Ol  =   6, 

8  4 

O2  ^^^  2 ,       G2  =  1 1 ,  •  •  •  •  • 
4 
Cs  =   6, 

u.  s.  w. 

Die  Recursionsformeln  51)  und  52)  sind  übrigens  nicht  wesent- 
lich verschieden,  denn  die  zweite  verwandelt  sich  in  die  erste,  so- 
bald man  —  n  an  die  Stelle  von  n  treten  lässt. 

Wegen  späterer  Anwendungen  mag  hier  noch  eine  kleine  Tafel 
der  Facultätencoefficienten  Platz  finden. 


Digitized  by 


Google 


Die  höheren  Differentialquotienten.  31 


+ 

1-« 

s 

i 

i 

5 

i 

OD 

fH 

f-H 

1 

+ 

^H 

Ol 

S 

1-H 

1 

2 

w* 

i 

+ 

iH 

s 

8 

iH 

1 

f-H 

i 

50 

+ 

-■ 

f-H 

00 

8 

f-H 

+ 

rH 

s 

s 

s 

+ 

i-l 

o 

O 

CO 

+ 

f-« 

cc 

<M 

+ 

rH 

rH 

1H 

+ 

rH 

iH 

eq 

rH 

OO 

t* 

fH 

fH 
CO 

§ 

8 

fH 
kO 

oo 

rH 

«> 

g 

vH 

i 

i 

1 

fH 

'«l« 

1-« 

o 

CO 

i 

vH 

g 

rH 

o 

s 

»H 

g 

s 

II 

II 

11 

II 

II 

II 

II 

II 

II 

II 

Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 
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COMPLEXER    VARIABELEK 
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Die  Functionen  complexer  Variabelen. 


Bereits  in  Cap.  VIII.  des  ersten  Theiles  wurde  über  die  Func- 
tionen complexer  Variabelen  eine  Untersuchung  angestellt,  jedoch 
blieb  letztere  auf  die  sogenannten  einfachen  Functionen  beschränkt, 
und  es  handelte  sich  dabei  nur  um  die  genaue  Bestimmung  des 
Sinnes,  welchen  man  mit  den  Symbolen  ef^^  a',  loge^  sinz^  cose,  .  .  , 
aresin  z,  arccos  ^r ,  .  .  .  in  dem  Falle  zu  verbinden  hat,  wo  g  eine  com- 
plexe  Variabele  bedeutet.  Im  Folgenden  soll  diese  Untersuchung 
weiter  geführt,  d.h.  auf  beliebige  Functionen  ausgedehnt  werden; 
ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  hierbei  die  Fragen  nach  den 
Di£Perentialquotienten  und  den  Integralen  solcher  Functionen,  weil 
letztere,  sobald  z  =  x  -\-  iy  gesetzt  wird,  eigentlich  als  Functionen 
zweier  unabhängigen,  wenn  auch  auf  bestimmte  Weise  mit  einander 
verbundenen  Variabelen  x  und  y  zu  betrachten  sind. 

Bevor  wir  uns  auf  eine  Untersuchung  von  Functionen  der  com- 
plexen  Variabelen  z  =  x  -\'  iy  einlassen,  wird  es  aber  zweckmässig 
sein,  diese  Variabele  selber  einer  genaueren  Discussion  zu  unterwerfen. 


L  Die  geometrisohe  Bedeutung  der  complezen  Zahlen. 

Aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  ist  hinreichend 
bekannt,  dass  eine  geradlinige  Strecke,  deren  absolute  Länge  r  heis- 
sen  möge,  mit  -|-  r  oder  —  r  bezeichnet  werden  muss,  je  nachdem 
sie  vom  Goordinatenanfange  aus  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  Abscissenachse  abgeschnitten  worden  ist.     Denkt  man  sich 

3* 
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36  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

die  erste  Lage  als  die  ursprüngliche,  die  zweite  mittelst  einer  Drehung 
um  ISO^'  aus  jener  entstanden,  so  kann  man  auch  sagen:  die  absolute 
Länge  r  erhält  bei  ihrer  Anfangslage  den  Factor  -f-  1,  nach  einer 
Drehung  von  180^  dagegen  den  Factor  —  1,  und  in  sofern  die  Fac- 
toren  +  1  und  —  1  die  Richtung  von  r  oder  die  Ablenkung  des  r 
von  der  a^-Achse  bestimmen,  ist  es  vielleicht  nicht  unpassend,  sie  Rich- 
tungscoefficienten  oder  Ablenkuugsfactoren  zu  nennen.  Diese  Bemer- 
kung führt  zu  einer  allgemeineren  Frage.  Bezeichnet  man  nämlich 
mit  Tq  eine  Gerade,  deren  Länge  r  ist,  und  deren  Richtung  mit  der 
Richtung  der  positiven  x  den  Winkel  0  einschliesst,  so  hat  man  nach 
dem  Vorigen  ro  =  r(-|-  1),  ry^  =  r( —  1),  und  man  kann  daher  er- 
warten, dsss  im  Allgemeinen  eine  Gleichung  von  der  Form 

1)  »-e  =  r/(ö) 

stattfinden  werde,  worin  f{ß)  eine  noch  unbekannte  Function  von  6 
ist,  welche  den  Ablenkungsfactor  für  eine  Ablenkung  =  0  darstellt. 
Um  die  Function  fifj)  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  zwei  vom 
pig,  2.  Goordinatenanfang  0  ausgehende 

Gerade  OP  =  Oq  —  r,  deren 
erste  mit  dem  positiven  Theile  der 
a;. Achse  den  Winkel  POX=0, 
und  deren  zweite  mit  OX.  den 
Winkel  QOX  =  0  -\-  n  ein- 
schliessen  möge  (Fig.  1);  ea  ist 
dann  OQ  mit  fß^fi  zu  bezeich- 
nen und 

2)  «•ö+,  =  r/(ö  +  ,?). 

In  so  fern  aber  die  Gerade  r^  +  i^  ihrer  Richtung  nach  um  den  Winkel 
Yi  von  tq  abweicht,  gilt  auch  die  Gleichung 

wobei  Tß  als  die  ursprüngliche,  r^^^  als  die  abgelenkte  Gerade  be- 
trachtet wird.  Setzt  man  hier  statt  fß  seinen  Werth  aus  Nro.  1),  so 
folgt 

durch  Vergleichung  mit  Nro.  2J  ergiebt  sich  nun  für  die  mit  /  be- 
zeichnete Function  die  Bedingung 

Ebenso  leicht  erhält  man,  entweder  analytisch  aus  der  vbrstehenden 
Gleichung  oder  durch  m  nach  einander  folgende  Drehungen  um  die 
Winkel  Öl,  Ö„  .  .  .  e„, 

/(Ö,  +  ö,  +  .  .  .  +  ö„  )  =/(Ö,)/(Ö,)  .  .  ./(d^ 
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und  Bpecieller,  wenn  diese  Winkel  gleich  genommen  werden, 

4)  /(mÖ)  =  um-. 

Diese  Gleichung  liefert  erstens  für  0=1,  wobei  die  constante  Grösse 
/(l)  zur  Abkürzung  G  heiseen  möge, 

5)  7W  =  G^, 

und  es  ist  hiermit  die  Form  der  Function  /  für  den  speciellen  Fall 
bestimmt,  dass  die  Yariabele  eine  ganze  positive  Zahl  ist.     Nimmt 

man  ferner  in  Nro.  4)  ö  =  ,  m  =  g  und    versteht  unter  p ,  q 

ganze  positive  Zahlen,  so  erhält  man 

oder 

Zufolge  der  Bemerkung,  dass  Irrationalzahlen  mit  jedem  beliebi- 
gen Genauigkeitsgrade  durch  rationale  Brüche  (Decimalbrüche)  dar- 
gestellt werden  können,  schliesst  man  aus  Nro.  6)  für  jedes  positive  0 

m  =  CO. 

Setzt  man  endlich  in  Nro.  3)  ly  =  —  ö  und  beachtet  die  unmit- 
telbar bekannte  Gleichung  /(O)  =  1 ,  so  findet  man 

1  =  /(ö)  /(-  ö)  oder    /(-  e)  =  -~=  0-«, 

und  es  ist  demnach  für  jedes  reelle  0 
7)  /(Ö)  =  (ß. 

Da  die  Function  /(0)  ihrer  Natur  nach  durchaus  stetig  sein  muss, 
so  muss  auch  G  durchaus  denselben  Werth  haben,  und  es  kann  daher 
irgend  eine  Specialisirung  des  d  zur  Bestimmung  von  G  benutzt  wer- 
den.    Für  fif  =  Ä  ist  aber  /(n)  =  —  1 ,  mithin 

1^ 
—  1  =  0*   oder  C  =  (—  1)'' , 
und  nach  Nro.  7) 

/(ö)  =  (-!)% 
d.  i.  zufolge  der  Lehre  von  den  Potenzen  complexer  Zahlen 

/(0)  =  coskd  +  isinhe, 
worin  h  eine  positive  oder  negative  ungerade  Zahl  bezeichnet.     Die- 

JT  /^  \ 

selbe  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  0  =  — ,  welche  /(  -jr  ) 
=  —  1  giebt.  Setzt  man  nämlich  fest,  dass  /(0)  erst  dann  =  —  1 
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werde,  wenn  6  in  x  übergegangen  ist,  so  muss  Ä;  =  1  genommen 
werden,  und  man  hat  definitiv 

8)  r^  =  r(cose  +  isinO)  =  re^- 

In  dem  speciellen  Falle  0  =  1«  ergiebt  sich  r,  =  tV;  dem- 
nach bedeutet  ir  eine  Gerade ,  welche  die  Länge  r  besitzt  und  mit 
der  üJ- Achse  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Setzt  man  in  der  Formel  8)  rcosO  =  x,  rsinO  =  y,  wo  xund 
y  die  gewöhnlichen  rectangulären  Goordinaten  des  Punktes  P  sind, 
so  folgt 

9)  rß=zx  +  iy\ 

die  complexe  Zahl  x  -\-  iy  wird  also  geometrisch  durch  den  Com- 
plex  der  rechtwinklig  zu  einander  liegenden  Strecken  OMxmdiMJP^ 
d.  h.  durch  die  gebrochene  Linie  OMP  dargestellt*). 

Hiernach  lassen  sich  auch  die  vier  Grundoperationen,  nämlich 
die  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  complexer 
Zahlen  auf  folgende  Weise  geometrisch  darstellen. 

In  Fig.  2  sei  OM  =  x,  ON  =  y,  mithin  x  +  iy  durch  den 


Fig.  2. 


Punkt  P  repräsentirt  ,  dessen 
Goordinaten  rc  und  y  sind;  ebenso 
möge  Xi  +  iyi  durch  den  Punkt 
X\yi  oder  P^  repräsentirt  sein; 
der  Summe  üJ  +  *y  "f"  ^i  4"  *yi 
=  x  +  Xi  +  t  (y  -f  yi)  ent- 
spricht dann  derjenige  Punkt  P2 , 
dessen  Goordinaten  x  -\-  Xi  und 
y  -\-  yi  sind.  Aus  einfachen  geo- 
metrischen Gründen  bildet  nun 
P2  die  vierte  Ecke  des  aus  den 
Seiten  OP  und  OPi  gebildeten 
Parallelogrammes ,    demnach    kann  Pg  unmittelbar  aus  P  und  Pi 

*)  Die  obige  geometrische  Deutung  der  complexen  Zahlen  ist  schon 
1750  von  H.  Kühn  (Novi  commentarii  Academ.  Petropol.  ad  annum 
1750)  angeregt,  aber  erst  1831  von  Gauss  begründet  worden  (Göttinger 
gelehrte  Anzeigen  vom  Jahre  1831,  Seite  64).  Den  im  Texte  gegebenen 
rein  mathematischen  Beweis  nebst  einer  Geschichte  aller  hierher  gehö- 
renden Arbeiten  verdankt  man  Drobisch  (Berichte  über  die  Verhand- 
lungen der  Königl.  Sachs.  Gesellschuft  der  Wissenschaften,  Bd.  2,  S.  171). 
Später  hat  Möbius  gezeigt,  wie  man  mittelst  jener  Construction  Eigen- 
schaften von  Punkten  in  einer  Geraden  auf  Punkte  in  einer  Ebene  über- 
tragen und  damit  zu  neuen  Verwandtschaften  zwischen  Punktesystemen 
gelangen  kann  (Berichte  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften; mathem.-phys.Cla8se,  Jahrg.  1852,  S.  41,  und  Jahrg.  1853,  S.  14). 
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cjurch  Construction  hergeleitet  werden,  ohne  dass  es  vorher  der 
Aufsuchung  von  x,y,  Xi,yi  bedarf.  Ebenso  leicht  kann  die  DiflFe- 
renz  zweier  complexen  Zahlen  construirt  werden;  es  sind  dann  P^ 
und  Pi  gegeben,  aus  denen  P  durch  eine  leicht  aufzufindende  Con- 
struction hergeleitet  wird. 

Handelt  es  sich  um  die  Multiplication  zweier  complexen  Zahlen, 
so  denke  man  sich  dieselben  durch  Modulus  und  Amplitude  aus- 
gedrückt, nämlich 

a?  -}-  ty    =  r  (cosO    -f  isind  ) 

»1  +  «yi  =  ri(cosdi  +  i sin  Ol) 

und  nehme  in  Fig.  3:  OP  =  r,  Z.  POX  =  e,  OPi  =  r„  Z.  P,  OXi 

=  Ol,  so  dass  die  gegebenen  complexen  Factoren  wieder  durch  die 

Punkte  P  und  P^  repräsentirt  sind.     Wegen 

(«  +  iy)  (^3  +  ipi)  =  rri  [cos(0  +  0,)  +  isin  (0  +  öi)] 
wird  nun  das  Product  durch  einen  Punkt  dargestellt,  dessen  Mo- 
dulus z=  rr^,  und  dessen  Amplitude 
=  0  4"  Öl  ist.  Um  vorerst  rfi  als 
Linie  zu  constmiren,  nehmen  wir  auf 
der  a;- Achse  die  Strecke  OÄ  gleich  der 
Längeneinheit,  ziehen  AP  und  con- 
stmiren ein  dem  Dreiecke  OAP  ähn- 
liches Dreieck  OP1P2,  der  Art,  dass 
OA  und  OPi  entsprechende  Seiten 
Z  AOP  und  Z.  P1OP2  gleiche,  in 
derselben  Drehungsrichtung  genom- 
mene Winkel  sind.  Die  Proportiona- 
lität der  einschliessenden  Seiten  giebt 
nun  OP2  =  rri,  mithin  ist  OP^^  we- 
nigstens der  Grösse  nach,  der  Radiusvector  des  gesuchten  Punktes. 
Da  aber  zugleich  Z  P2  OX  =  0  +  0i  ist,  so  stellt  der  Winkel 
P^OX  die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes  dar,  mithin  ist  P3  der 
Repräsentant  des  Productes.  Die  Multiplication  der  beiden  gege- 
benen complexen  Factoren  besteht  also  darin ,  dass  der  Modulus  r 
im  Verhältnisse  von  1 ;  rj  vergrössert  und  gleichzeitig  die  Amplitude 
0  um  01  vermehrt  wird.  Auf  analoge  Weise  lässt  sich  der  Quotient 
zweier  complexen  Zahlen  constmiren. 

Bei  allen  folgenden  Untersuchungen  denken  wir  uns  die  com- 
plexe  Variabele  x  '\-  iy  immer  als  stetig  veränderlich,  d.  h.  wir  be- 
trachten jede  einzelne  der  beiden  reellen  Yariabelen  als  continuirlich. 
Durchläuft  nun  x  -\-  iy  stetig  ein  bestimmtes  Litervall ,  etwa  von 
Oßo  +  «yo  bis  -X"  -|-  «  r,   so  beschreibt  der   die  complexe  Variabele 
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darstellende  Punkt  P  irgend  einen  Weg ,  dessen  Anfangspunkt  die 
Coordinaten  a?o»  ^oi  '"id  dessen  Endpunkt  die  Coordinaten  -X,  Y  be- 
sitzt. Dieser  Weg  ist  zufolge  der  Willkührlichkeit  des  x  und  y  ein 
ganz  beliebiger  und  völlig  regelloser;  er  kann  aus  irgend  welchen 
geraden  oder  krummen  Linien  zusammengesetzt  sein,  nur  muss  er 
zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  einen  ununterbrochenen  Zug 
bilden.  Man  ersieht  hieraus  einen  der  wesentlichsten  Unterschiede 
zwischen  reellen  und  complexen  Variabelen;  während  nämlich  eine 
reelle  Yariabele  x  nur  auf  dem  einen  Wege  der  Abscissenacbse  von 
X  =  Xq  his  X  =  X  gelangen  kann,  sind  bei  einer  complexen  Va- 
riabelen z  unendlich  viele  Wege  von  0  z=z  Xq  -{-tyQ  bis  ^  =  Z  +  tT 
möglich. 

n.  Darstellung  der  Functionen  complexer  Variabelen. 

Eine  Function  der  complexen  Variabelen  x  -\-  iy  ist  im  Allge- 
meinen wieder  eine  complexe,  jedoch  abhängige  Variabele ,  d.  h.  es 
existirt  im  Allgemeinen  immer  eine  Gleichung  von  der  Form 

f{x-\-iy)  =  q>{x,  y)  +  «>(«,  y), 
wofür  wir  zur  Abkürzung 

f{x  +  iy)  ==!*  +  «> 
schreiben  werden.  Auch  hiervon  lässt  sich  eine  geometrische  Dar- 
stellung geben,  wenn  man  u  und  v  in  einer  neuen  Eben«  uv  als  Coor- 
dinaten eines  beweglichen  Punktes  construirt;  jedem  willkührlich 
gewählten  Punkte  xy  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt  uv  ^ 
und  einem  willkührlichen  Wege  des  Punktes  xy  entspricht  eine  be- 
stimmte vom  Punkte  uv  beschriebene  Curve.  Diese  verläuft  in 
einem  ununterbrochenen  Zuge,  sobald  u  und  v  stetige  Functionen 
von  X  und  y  sind;  wir  nennen  dann/(ic  -f-  *y)  gleichfalls  eine  con- 
tinuirliche  Function  von  x  •{-  iy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  hierbei  die  schon  aus  der 
Algebra  bekannte  Thatsache,  dass  es  zweierlei  Functionen  giebt, 
nämlich  einmal  solche,  bei  denen  jedem  individuellen  Werthe  der 
Variabelen  nur  ein  einziger  Functionswerth  entspricht,  andererseits 
solche,  bei  denen  zu  jedem  individuellen  Werthe  der  Variabelen  zwei 
oder  mehrere  Functionswerthe  gehören.  Eine  Function  der  ersten 
Art,  wie  z.  B.  a  -|-  /J^er  +  yz^y  e*,  cosz,  sinz  etc.  nennt  man  ein- 
deutig (monodrom),  Functionen  der  zweiten  Art  heissen  mehr- 
deutige; so  ist  z.  B.  Yz  —  e  zweideutig,  Yz  —  c  dreideutig,  logz 
unendlich  vieldeutig  (Thl.  I,  §.  56).     In  Beziehung   auf  die  mehr- 
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deutigen  Functionen  muss  noch  hervorgehoben  werden,  dass  es  spe- 
cielle  Werthe  der  Variabelen  geben  kann,  für  welche  zwei  oder  meh- 
rere jener  im  Allgemeinen  verschiedenen  Functionswerthe  zusammen- 
fallen; 80  sind  z.  B.  die  beiden  Werthe  von  V^er  —  c  im  Allgemeinen 
von  einander  verschieden,  nur  für  /s  =  c  werden  sie  gleich,  und 
zwar  beide  =  0.  Um  dies  graphisch  darzustellen,  denken  wir  uns 
eine  stetige  Function  der  Variabelen  z  =  x  -{-  ip  bo  beschaffen, 
dass  im  Allgemeinen  jedem  0  zwei  verschiedene  Functionswerthe 
t*  +  tt;  und  ü  4"  »F  entsprechen,  welche  nur  in  dem  speciellen 
Falle  jer  =  c  =  a  -f"  ih  den  gemeinschaftlichen  Werth  a  •}-  iß  er- 
halten mögen.  Jedem  Punkte  xy  oder  P  in  Fig.  4  entsprechen 
dann  zwei  in  endlicher  Entfernung  liegende  Punkte  Q  und  JR,  deren 
erster  die  Coordinaten  w,  v,  und  deren  zweiter  die  Coordinaten  ü^  V 
besitzt.  Lässt  man  P  irgend  einen  Weg  PP'  durchlaufen,  so  wer- 
den  Q  und  E  gewisse  Curven  Q  §'   und  BS!  beschreiben,  welche 

Fig.  4. 


— Ü 

durch  die  Natur  des  Weges  PP^  vollkommen  bestimmt  sind.  Hier- 
bei bedarf  es  der  Unterscheidung  zweier  Fälle.  Geht  nämlich  der 
Weg  PP'  nicht  durch  den  Punkt  C,  dessen  Coordinaten  a  und  h 
sind ,  so  wird  niemals  x  =  a  und  zugleich  y  =  h  oder  niemals 
z  :=z  c,  mithin  tritt  auch  der  Fall  ü  =  u  =  a,  V  =  v  =  ß  nicht 
ein,  d.  h.  die  Curven  Q  Q'  und  JRJR'  haben  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt.  Wenn  dagegen  der  Weg  PP  durch  den  Punkt  C  hindurch- 
ftihrt,  so  wird  einmal  ü  =  u  =  (»,  F==t?  =  /J,  und  die  Curven 
Q  Q' ,  HJ^  besitzen  dann  gemeinschaftlich  den  Punkt  D,  dessen 
Coordinaten  a  und  ß  sind.  Den  Punkt  0,  welchem  die  Verzwei- 
gung in  D  entspricht,  pflegt  man  einen  Verzweigungspunkt  zu 
nennen;  man  hat  daher  den  Satz,  dass  die  Curven  Q(^  und  BBl 
einen  oder  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  besitzen,  je  nachdem 
der  Weg  von  e  durch  den  Verzweigungspunkt  geht  oder  nicht.  — 
Dies  lässt  sich  noch  auf  eine  andere,  des  Folgenden  wegen  be- 
merkeuBwerthe  Weise  ausdrücken.    Unter  allen  Umständen  nämlich 
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kann  eine  zweiastige  Curve  als  eine  Znsammensetzung  zweier  ein- 
astigen  Curven  betrachtet  werden,  und  zwar  ist  dies  nur  auf  eine 
einzige  Art  möglich,  sobald  die  letzteren  Curven  nirgends  zusammen- 
trefiPen;  haben  aber  dieselben  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  wie 
in  Fig.  4,  so  darf  man  ebensowohl  QD^  und  BBS  wie  auch 
QDBf  und  RD^  als  die  einzelnen  Zweige  betrachten,  denn  die 
einzig  vorhandene  Bedingung  der  Continuität  verlangt  nur,  dass 
jeder  Zweig  ununterbrochen  verlaufe.  Eine  zweideutige  Function 
kann  demnach  für  eine  Zusammensetzung  zweier  eindeutigen  Func- 
tionen gelten,  und  zwar  ist  dies  auf  eine  oder  auf  zwei  Arten  mög- 
lich, je  nachdem  der  Weg  der  unabhängigen  Variabelen  am  Ver- 
zweigungspunkte vorbei  oder  durch  ihn  hindurchführt.  Mit  geringen, 
leicht  aufzufindenden  Modificationen  gelten  diese  Bemerkungen  auch 
für  mehrdeutige  Functionen  mit  mehreren  Verzweigungspunkten. 

Wir  untersuchen  nun  den  Einfluss,  welchen  eine  Verlegung  des 
Weges  von  ^  auf  die  Werthe  von  f{e)  ausübt.  Es  sei  zunächst  f(js) 
eine  stetige  und  eindeutige  Function,  worin  sich  z  von  dem  Anfangs- 
werthe  jef©  =  iCo  +  ^Pq  bis  zu  dem  Endwerthe  j^i  =  api  -|-  ipi  con- 
tinuirlich  ändern  soll;  die  entsprechenden  Werthe  von/(£r)  mögen 
/(Zq)  =  Wo  +  ivQ  und/(£ri)  =  «j  +  ivi  heissen.  Der  Punkt  xp 
oder  P  in  Fig.  5  durchläuft  dann  irgend  einen  Weg  zwischen  den 

Fig.  5. 


festen  Punkten  Xoyo  oder  Po  und  «i^i  oder  Pi,  und  diesem  Wege 
entspricht  eine  gewisse,  vom  Punkte  uv  oder  Q  beschriebene  Curve 
Qq  Q].  Lässt  man  ein  zweites  Mal  P  wiederum  von  Po  bis  Pj  ge- 
hen ,  aber  auf  einem  anderen  Wege ,  so  beschreibt  Q  eine  andere 
Curve ,  welche  gleichfalls  in  ^o  anfängt,  aber  auch  in  Qi  endigen 
muss ;  denn  im  entgegengesetzten  Falle  müssten  dem  Werthe  0i  = 
Xi  +  ^yi  zwei  verschiedene  Werthe  von  /(^i)  =  Wi  +  ««'i  ent- 
sprechen, was  gegen  die  Voraussetzung  der  Eindeutigkeit  von/(£r) 
streiten  würde.  Mit  anderen  Worten,  bei  jeder  eindeutigen  Function 
ist  der  Endwerth  f(i^i)  unabhängig  von  dem  Wege ,  auf  welchem  Z 
nach  01  gelangt.  —  Durchläuft  nun  der  Punkt  xy  eine  geschlossene 
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Carve,  so  erhält  z  am  Ende  seinen  Anfangswerth  wieder;  dasselbe 
gilt,  dem  soeben  Gesagten  zufolge,  auch  von/(jer),  mithin  besteht 
das  Bild  \0Tif{z)  gleichfalls  aus  einer  geschlossenen  Curve. 

Bei  einer  zweideutigen  Function  bedarf  es  der  Unterscheidung, 
ob  der  Weg  von  e  keinen  Verzweigungspunkt  trifft  oder  durch  einen 
solchen  hindurchgeht.  Im  ersten  Falle  entsprechen  dem  Wege  Po  Pi 
zwei  Curven  Qo  Qi  und  i?o  -Bi ,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt  besitzen  (Fig.  6).    Denkt  man  sich  den  Weg  PqPi  geändert, 

Fig.  6. 


und  zwar  vor  der  Hand  nur  unendlich  wenig,  so  erleiden,  wegen 
der  vorausgesetzten  Continuität,  QaQx  Tind  RqBi  gleichfalls  nur 
unendlich  kleine  Aenderungen;  die  beiden  Zweige  befinden  sich 
aber  in  endlichen  Entfernungen  von  einander,  es  ist  daher  bei  jener 
unendlich  kleinen  Aenderung  nicht  möglich,  die  beiden  Zweige  mit 
einander  zu  verwechseln,  d.  h.  aus  einem  Zweige  in  den  anderen  zu 
gerathen.  Durch  eine  unendliche  Menge  solcher  unendlich  kleinen 
Aenderungen,  d.  h.  durch  stetige  Aenderung  lässt  sich  der  ursprüng- 
liche Weg  zwischen  Po  und  Pi  in  jeden  anderen  überführen*),  und 
wenn  keiner  von  allen  möglichen  Zwischenwegen  einen  Verzwei- 
gungspunkt  trifft,  so  gilt  für  jeden  einzelnen  Zweig  der  zweideutigen 
Function  alles  Das,  was  vorhin  für  eine  «indeutige  Function  be- 
wiesen wurde.  Man  hat  daher  auch  folgenden  Satz :  Wenn  P  eine 
geschlossene  Curve  durchläuft,  in  deren  Innerem  kein  Verzweigungs- 
punkt liegt,  so  beschreibt  jeder  der  Punkte  Q  und  B  gleichfalls 
eine  geschlossene  Curve. 

Diese  Schlüsse  verlieren  ihre  Kraft,  wenn  einer  der  Zwischen- 
wege von  P  durch  einen  Verzweigungspunkt  G  führt,  welchem  der 


*)  Man  kann  sich  diesen  üebergang  durch  die  Vorstellung  eines  ab- 
solut biegsamen  und  dehnbaren  Fadens  versinnlichen ,  welcher  in  den 
Punkten  P©  P^  befestigt  ist  und  daher  die  Form  jeder  beliebigen  Curve 
zwischen  jenen  Punkten  annehmen  kann. 
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Durchschnitt  D  entsprechen  möge  (Fig.  7).     Ist  nämlich  P  von  Po 
bis  C,  mithin  Q  von  ^o  bis  D  gegangen,  so  liegt  keine  Nothwendig- 

Fig.  7. 


keit  vor,  dem  ferneren  Wege  C.Pi  die  Cnrve  DQi  entsprechen  zu 
lassen,  vielmehr  steht  es  frei,  Q  durch2>22i  zn  führen,  so  dass,  wenn 
P  auf  anderem  Wege  nach  P«  zurückkehrt,  Q  von  Bi  nach  Rq  kommt. 
Ebenso  könnte  man  R  die  Cnrve  RqDQiQo  beschreiben  lassen. 

Wenn  demnach  P  einen  geschlossenen  Weg  durchläuft,  der 
einen  Yerzweigungspunkt  enthält,  so  ist  es  nicht  nothwendig,  dass 
Q  und  R  gleichfalls  gescHlossene  Curven  beschreiben,  oder,  was 
dasselbe  ist,  dass  die  Function  am  Ende  wieder  ihren  Anfangs werth 
erhält.  Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz  ebenso  für  mehrdeutige 
Functionen  mit  mehreren  Yerzweigungspunkten. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, betrachten  wir  die  doppeldeutige  Function 

W  =  V  z. 
Setzt  man  wie  bisher 

js  =z  X  -]'  iy  =  r(co80  +  isinO)  =  r««^, 
80  sind  die  beiden  Werthe  der  Function 


Sfö 


\ie 


z  =  •{■  (Vr}c         und    w  =  —  {Vr)  e     , 

worin  \yT)  den  absoluten  Werth  von  yr  bezeichnet;  für  e  -=  0 
fallen  beide  Functionswerthe  zusammen,  mithin  ist  ;er  =  0  der  Ver- 
zweigungspunkt. Wir  denken  uns  um  denselben  mit  einem  belier 
bigen  Radius,  z.  B.  mit  r  =  1,  einen  Kreis  beschrieben,  welcher  die 
Abscissenachse   in  A  und  B  schneidet,  und  untersuchen   nun,  wie 

sich  die  Function  4"  (y**)^  ändert,  wenn  z  einmal  auf  dem 
oberen  Halbkreise  AGB,  das  andere  Mal  auf  dem  unteren  Halb- 
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kreise  ABB  von  ^r  =  —  1  nach  jp  =  -}-  1  übergeht  (Fig.  8).  In 
Fig.  8.  beiden  FäDen  bleibt  r  constant  =  1 , 

auf  dem  ersten  Wege  nimmt  0  von  n 
bis  0  ab,  und  die  erwähnte  Function 
gelangt 

von  e       =  +  t  zu  c<^    =  +  1 ; 
auf  dem  zweiten  "Wege  wächst  ö  von 
n  bis  29r,  und  die  Function  gelangt 

\in  ^^ 

von  e        =  +  izuc      =  —  1, 

der  Endwerth  ist  hier  also  ein  anderer. 
Lässt  man  e  einen  vollen  Umlauf  machen,  etwa  BCADB^  so  ist 
der  Endwerth  von  e  identisch  mit  dem  Anfangswerthe ;  dagegen 
erhält  die  Function  den  Anfangswerth  c^  =  +  1  und  den  End- 
werth e*^  =  —  1,  welcher  ihrem  Anfangswerthe  gerade  entgegen- 
gesetzt ist.  Das  letztere  Resultat  bleibt  ungestört,  wenn  man  sich 
den  Radiusvector  r  variabel  denkt,  d.  h.  den  Kreis  durch  eine  be- 
liebige geschlossene  Curve  BO A' V B  ersetzt*). 


m.    Die  Diffferentialquotienten  der  Functionen 
complexer  Variabelen. 

Wenn  e  eine  reelle  Variabele,  w  eine  eindeutige  Function  von 

e  bezeichnet,  so  ist  der  DiflFerentialquotient  -= —  eine  ganz  bestimmte, 

gleichfalls  eindeutige  Function  von  B^  für  welche  es  ganz  gleich- 
gültig bleibt,  auf  welche  Weise  man  sich  de  als  unendlich  abneh- 
mendes Increment  denken  will.  Ob  diese  Eigenschaft  des  Differen- 
tialquotienten auch  bei  complexen  z  gilt,  bedarf  deswegen  einer  be- 
sonderen Untersuchung,  weil  z  =  x  •\-  iy  zwei  von  einander  un- 
abhängige Variabele  enthält  und  daher  in  der  Gleichung 

w  =  f{z)    oder    u  '\-  iv  =/(x  +  iy) 
u  und  V  Functionen  von  x  und  y  sind. 


*)  Wie  Puiseux  gezeigt  hat,  entspricht  einer  jedesmaligen  Um- 
kreisung eines  Verzweigungspunktes  eine  Vertauschung  der  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen;  siehe  die  Abhandlung  Recherches  sur  les 
fonctions  algebriques  (Liouville,  Journal  de  mathematiques ,  tom.  XV, 
pag.  365),  oder  deren  Uebersetzung  von  H.  Fischer  (Halle  1861). 
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Wir  betrachten  zunächst  den  allgemeinen  Fall,  wo  sowohl  u 
als  V  eine  ganz  willkührlich  gebildete  Function  der  beiden  Varia- 
belen X  und  y  ist,  etwa  u  =  fp(x^  y),  v  =  '^(x,  y),  und  setzen 
u  •\-  iv  =  to.  Lassen  wir  nun  x  Und  y  sich  gleichzeitig  ändern, 
so  dass  de  ==  dx  -i-  idy  ist,  so  erhalten  wir  als  totales  Differential 
von  w 

mithin  als  DiflFerentialquotienten 

/du     ,     .  dv\,       .    /du     .     .  dv\^ 

du.  ^  te  +  ^  w)^^  +  W + y-a^)^^ 

dz  dx  -\-  idy 

oder  auch 

/8a         .  dv\        /du^        .dv\  dy 
dw  ^\dx  ^  ^  dx)  '^  \dy   "^  ^  dy)  dx 

dx 

Hieraus  ersieht  man  sofort,  dass  -r-  von  dem  Verhältnisse  -r-  d.  h. 

dz  dx 

von  der  Richtung  abhängt,  nach  welcher  der  Punkt  rc^^  in  der  Ebene 

xy  verschoben  wurde;    diese  Richtung   ist  aber  ganz  willkührlich, 

dw 
mithin  -r—  unendlich  vieldeutig.    Diese  Unbestimmtheit  verschwin- 
det nur  in  dem  einen  Falle,  wo 
,..  du        '  ,dv         .  (du    ,    .  dv\ 

dy 
ist,  weil  sich  dann  1  -1-  t  -=—  hebt.   Die  vorstehende  Gleichung  zer- 

föllt  in  die  beiden  folgenden 

.  du dv^        8£ du 

^  Jx~  dy'      dx~       'dy' 

und  diese  sind  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Differential- 

f1  an 

quotient  —  sowohl  von  der  Grösse  als  von  der  Richtung  der  Ver- 
schiebung des  Punktes  xy  unabhängig  ist.  Was  endlich  den  ge- 
suchten Differentialquotienten  betrifft,  so  hat  man  dafür 

dw  _^  du    ,     .  dv 

"di        dx'^     dx 
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oder  auch 

du>  dv         ,du  ^ 

de  ~  dy  dp 

Zu  den  Bedingongsgleichimgen  11)  gelangt  man  auch  bei 
einer  anderen  Grelegenheit,  nämlich  durch  folgende  Betrachtung. 
Jede  Function  von  x  -|-  iy  hat  zwar  die  Form  w  +  «t; ,  aber  um- 
gekehrt ist  nicht  jedes  u  -i-  iv  eine  Function  von  x  -f"  iy,  wie 
man  z.  B.  an  a?^  -|-  y'  +  2  ixy  =  («  -|-  iyy  -|-  2y'  sehen  kann. 
Es  entsteht  daher  die  Frage  nach  den  Bedingungen,  welchen  u  und  v 
genügen  müssen,  wenn  die  Grleichung 

u  +  iv  =f(x  +  iy) 
bestehen  soll.     Aus  dieser    folgen  durch  partielle  Differentiationen 
die  zwei  Gleichungen 

du  dv  _  d/(x  +  «y)  _  -.    .   .  . 

derenf  rechte  Seiten  bis  auf  den  Factor  i  übereinstimmen.    Es  muss 
daher 


\dx   ^  ^dx)~  dy    "^  *  8y 


sein,  welche  Gleichung  mit  Nro.  10)  identisch  ist  und  daher  wieder 
auf  die  unter  Nro.  11)  entwickelten  Bedingungen  führt. 

Durch  Zusammenfassung  der  vorigen  Ergebnisse  gelangt  man 

zu  folgendem  Satze:  wenn  w  =  u  -\-  iv  nicht  ein  blosser  Complex 

willkührlicher  Functionen    von  x  und  y,    sondern   eine   eigentliche 

Function  von  x  -^^  iy  ist,  so  gelten  immer  die  in  11)  aufgestellten 

dw 
Bedingungen ;  dann  ist  aber  ~rr-  auch  nicht  unbestimmt  vieldeutig, 

dy 
sondern  eine  ganz  bestimmte ,  von  dem  Verhältnisse  -^—  unabhän« 

ax 

gige  Grösse*). 


*)  In  seinen  Exercices  d'analyae  et  de  physique  mathematique,  tome 
IV,  p.  346,  nennt  Cauchy  den  Ausdruck  u  +  iv  monogen,  sobald  u 
und  17  den  erwähnten  Bedingungen  genügen ;  dem  Obigen  zufolge  ist 
diese  Benennung  überflüssig,  und  braucht  man  nur  in  diesem  Falle 
u  -}-  iv  schlechthin  eine  Function  von  e  zu  nennen,  wie  es  Riemann 
in  seiner  Inauguraldissertation  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie 
der  Functionen  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  Göttingen  1851, 
S.  8)  zuerst  gethan  hat. 
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In  den  erwähnten  Bedingungsgleichungen  können  übrigens  die 
Yariabeftn  u  und  v  gesondert  werden.  Differenzirt  man  nämlich 
die  erste  nach  Xy  die  zweite  nach  y  und  subtrahirt  beide  Ergeb- 
nisse, so  erh&lt  man 

wird  dagegen  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x  differenzirt,  so 
giebt  die  Addition 

Demnach  genügen  u  und  v  einer  und  derselben  partiellen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung. 

Der  vorhin  erwähnte  geometrische  Sinn  der  Bedingungen  11) 
lässt  noch  eine  bemerkenswerthe  Relation  zwischen  den  Figuren  er- 
kennen, welche  entstehen,  sobald  einerseits  der  Weg  dw  Variabelen 
e  in  der  Ebene  icy,  andererseits  der  Gang  von  w  ^=f{z)  in  der 
Ebene  uv  construirt  wird.  Ertheilt  man  nämlich  der  Variabelen  z 
zwei  nnendlich  kleine,  nach  verschiedenen  Bichtungen  gehende  Zu- 
nahmen, deren  Grössen,  der  Unterscheidung  wegen,  mit 

dzd)  =  dxci)  -f-  idy^^i)    und    dz(^)  =  dX(^)  +  idy^^) 
bezeichnet  werden  mögen,  so  erhält  man  in  der  Ebene  xy  drei  un- 
endlich nahe  an  einander  liegende,  im  Uebrigen  aber  ganz  beliebige 
Punkte  P,  Pi,  P2,  Fig.  9,  mit  den  Coordinaten 

x,y\    a?  +  äxixh  V  +  ^ViD^    «  +  <^%),  V  +  ^^(3). 
Diesen  entsprechen  in  der  Ebene  uv  drei  gleichfalls  unendlich  nahe 
liegende  Punkte  Q,  Qi,  Q2,  deren  Coordinaten  sind 

t«,  1;;    u  -\-  dW(,),  V  +  dvd);    u  +  du(2h  ^  +  ^«'(a)f 
und  da  der  Differentialquotient 

dw   du  -[-  idv 

dz         dx  +  idy 
unabhängig  von  der  Richtung  der  Verschiebung  des  Punktes  P  ist, 
so  hat  man 


14) 


dW(x) dw(^) 


dz(i)         dz(2) 

Mittelst  der  Substitutionen 

dZ(i)  =  FFi=ri(co8  Oi  +  isin  di\  dZ(^)=zPP2  =r2  {cos 63  +  isinO^\ 
dw^i)=QQi=i=Si(cosrii+i8ini]i),dw(2)=QQ2=Si(co8ri2  +ismi^2) 
erhält  man  aus  Nro.  14) 

^[cos(rii  —  öl)  +  isin  (i?i  —  0i)]  =  ^  [cos(fl9 — O2)  +  isin  (ijs  —  69)], 
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mitliin 


oder 


^2 


Si 


lL  =  f,      02-01  =  ^2-%. 

Die  nnendlich  kleinen  Dreiecke  PP1P2  und  QQi  Q2  haben  also  das 
gleiche  Seitenverhältniss  PP2  :  PPi  =  ö  Ö2 :  0  öi  ^^^^  gleiche  Zwi- 

Fig.  9. 


>' 


«i 


sehen winkel  PiPP-j  =  Qi  QQi\  sie  sind  demnach  ähnlich.  Da  dies 
von  je  drei  unendlich  nahe  liegenden  und  einander  entsprechenden 
Punkten  beider  Ebenen  gilt,  so  kann  man  sagen :  irgend  eine  in  der 
Ebene  xy  gezeichnete  Figur  ist  auf  der  Ebene  MV  so  abgebildet,  dass 
die  entsprechenden  kleinsten  Theile  beider  Figuren  ähnlich  sind*). 
Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  die  Function  tv  =  tan  z  oder 
u  -]-  iv  =  tan  (x  +  iy) , 
worin  nach  Formel  3)  auf  Seite  265  des  ersten  Theils 

2sin2x _  e^y  —  e^^v 

15)       «*  —  g2y   _^    2C0S2X   4-   6-2y»  ^   —    g2y    ^    2C0S2x   +    ß-^y 

ist,  welche  Ausdrücke  den  Bedingungen  2)  genügen.  Lassen  wir 
zunächst  den  Punkt  xy  auf  einer  in  der  Entfernung  h  parallel  zur 
ar-Achse  liegenden  Geraden  fortrücken,  so  ist  y  constant  =  b,  da- 
gegen X  alsVariabele  zu  betrachten;  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den, vom  Punkte  uv  durchlaufenen  Curve  findet  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  6),  wenn  y  =  h  gesetzt  und  x  eliminirt  wird.  Man 
erhält  so 


*)  Die  Aufgabe,  derartige  Abbildungen  herzustellen,  löste  zuerst 
Gauss  in  einer  von  der  Kopenhagener  Akademie  gekrönten  Preisschrift 
(siehe  Schumacher's  Astronomische  Abhandlungen;  Heft 3,  S.  5 bis 30). 
Die  hierauf  sich  gründende  Verwandtschaft  der  Curven  behandelte  Sie- 
beck in  Crelle's  Journal  (Bd.  55,  S.  221). 
Schi ömi Ich,  Analysia.  II.  j 
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u*  +  v^  ^  2ßv  +  1=0,  ß  =' 


»%h 


+  «- 


I» 


.— Sft  > 


die  Curve  ist  demnach  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  B  um  ß  vom 
Coordinatenanfang  entfernt  auf  der  v- Achse  liegt,  und  dessen  Radius 
-—  yß'i  —  1  ist  (Fig.  10).    Wenn  femer  der  Punkt  xy  eine  in  der 

Fig.  10. 


Y 

f      , 

b 
0 


Entfernung  a  parallel  zur  y-Achse  liegende  Gerade  durchläuft,  so 
beschreibt  der  Punkt  uv  eine  Curve,  deren  Gleichung  aus  Nro  15) 
für  X  =  a  und  durch  Elimination  von  y  folgt,  nämlich 


^2  +  v^  +  2««  —1=0, 


a  =  cot2a. 


Diese  Curve  ist  gleichfalls  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  A  um  —  et 
vom  Coordinatenanfang  entfernt  auf  der  ti-Achse  liegt  und  dessen 
Halbmesser  =  V  a'  4"  1  ist.  Dem  Durchschnitte  P  der  beiden 
Parallelen  in  der  icy-Ebene  entspricht  in  der  ttt;-Ebene  derjenige 
Durchschnitt  Q  beider  Kreise,  dessen  Coordinaten 

2sm2a  gaft  —  g-aft 

e»*  +  2  cos  2  a  +  e""'     e"  +  2  cos  2  a  +  e^^ 

sind;  der  unendlich  kleinen  geradlinigen  Strecke  PPi  entspricht 
der  unendlich  kleine  Kreisbogen  QQu  ebenso  der  Strecke  PP2  ^er 
Bogen  QQi'  Da  die  Dreiecke  PiPPt  und  QxQQi  ähnlich  sind,  so 
müssen  sich  die  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  was  mittelst  ihrer 
Gleichungen  leicht  verificirt  werden  kann.  Einem  gitterformigen 
Systeme  von  Parallelen  zu  den  Achsen  der  x  und  y  entspricht  über- 
haupt {w  =  tanz  vorausgesetzt)  ein  System  von  Kreisen,  deren 
Mittelpunkte  auf  den  Achsen  der  u  und  t^  liegen,  die  sich  rechtwinklig 
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schneiden  und  dabei  unendlich  kleine  Bechtecke  bilden,  welche  den 
Rechtecken  in  der  rc^- Ebene  ähnlich  sind. 


IV.    Die  Integrale  synektischer  Functionen. 


Bei  einer  reellen  Variabelen  z  wird  das  zwischen  den  Grenzen 
;er  =  je^o  und  ;?  =  Z  genommene  Integral  von  f(z)dz  bekanntlich 
auf  die  Weise  gebildet,  dass  man  zwischen  z^  und  Z  eine  beliebige 
Beihe  von  Werthen  des  z  einschaltet,  etwa 

^0  <  ^1  <  ^2  •  •  •  •  <  ^n-i  <  Z, 
die  Producte  ♦ 

addirt  und  von  der  Summe  den  Grrenzwerth  für  unendlich  wachsende 
n  und  gleichzeitig  unendlich  abnehmende  Zi  —  ^oj  ^2  —  ^1»  • .  •  Z —  Zn-^i 
aufsucht.  Diese  Definition  behält  auch  dann  noch  eine  klare  Be- 
deutung, wenn  f{z)  innerhalb  des  Integrationsintervalles  mehrmals 
unendlich  oder  discontinuirlich  wird.  In  dem  speciellen  Falle,  wo 
f{z)  von  z  =  Z{i  hh  z  =  Z  endlich  und  stetig  bleibt,  kann  man 
übrigens  statt  der  allgemeinen  Gleichung 


16)  f  f(ß) 


dz 


«0 

=  Lim  U(z^)  (z^  -  ^0)  +/(^i)  (^3  ~  ^1)  +  •  •  •  +  /(^«-i)  (Z  -  ;er„«i)] 
die  kürzere 

z 

.  17)  f  f{^)dz  =  F(Z)  —  F(zo)        . 

benutzen,  worin  F(z)  das  unbestimmte  Integral  Yonf(z)dz  bedeu- 
tet. Die  inNro.  16)  angegebene  Definition  des  bestimmten  Integrales 
wollen  wir  auch  bei  complexen  z;  Zq  und  Z  unverändert  beibehalten. 
Aus  der  Natur  einer  solchen  Veränderlichen  folgt  dann  sogleich,  dass 
es  einen  wesentlichen  Unterschied  macht,  ob  man  ein  Integral  zwi- 
schen reellen  oder  zwischen  complexen  Grössen  nimmt.     Während 

4* 
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nämlicli  ein  reelles  z  nur  auf  einem  Wege  von  ß  =  £q  nach  z  =.  Z 
übergeführt  werden  kann,  ist  dies  bei  einem  complexen  0  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich;  ein  bestimmtes  Integral  mit  complexen 
Grenzen  muss  also  vor  der  Hand  als  unendlich  vieldeutig  gelten,  und 
jedenfalls  bedarf  es  einer  Untersuchung  des  Einflusses,  den  verschie- 
dene Wege  des  z  auf  den  Werth  des  Integrales  haben  können. 

Da  es  sich  hierbei  (wegen  a  =  x  +  *y)  ^^  Integrale  mit  zwei 
unabhängigen  Variabelen  handelt,  so  schicken  wir  erst  eine  Bemer- 
kung über  gewisse  Doppelintegrale  voraus.  Es  bezeichne  nämlich 
0(x,y)  eine  reelle  Function  der  beiden  Variabelen  x,  ^,  und  die- 
selbe sei  endlich,  stetig  und  eindeutig  für  alle  x  und  y,  welche,  als 
rechtwinklige  Coordinaten  betrachtet,  Punkte  innerhalb  einer  be- 
stimmten geschlossenen  Curve  charakterisiren;  ferner  möge  das  Dop- 
pelintegral 


Iß 


dp 


-dxdy 


auf  alle,  jenen  Contour  nicht  überschreitenden  x  und  y,  d.  h.,  kurz 
ausgedrückt,  auf  die  geschlossene  Fläche  bezogen  werden*).     Inte- 

grirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf 
^^*      •  y,  so  hat  man  als  Integrations- 

grenzen für  y  die  zur  Abscisse  x 
gehörenden  Ordinaten  JrPo  =  J(o » 
LPx  =  Y  (Figur  11),  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  eine  Parallele  zur 
|(- Achse  den  gegebenen  Umfang 
nur  zweimal  treffe;  die  Integra- 
tionsgrenzen für  X  sind  die  Ent- 
fernungen OLq =Xq  und  OLi=X^ 
in  welchen  die  beiden  parallel  zur 
2/-Achse  an  den  Contour  geleg- 
ten Tangenten  die  Abscissenachse 
schneiden.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist  das  obige  Doppelintegral 

'"'dOix.y) 


=j\r-^'^'=j 


dx[^{x,Y)-0(x,y;i\ 


=  f^{x,  Y)dx  +  J  ^{x,y^)dx. 


*)  Setzt  man   ^  '^^^^  ^^  =  Z,  und   betrachtet  Z  als  dritte  Coordi- 

nate,  so  kann  man  das  Integral   durch  ein   Volumen  veranschaulichen 
(ThL  L,  §.  95). 
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Das  erste  Integral  rechter  Hand  bedeutet  die  Summe  aller  Producte 
von  der  Form  0(x,p)dx,  wenn  x  von  Xq  bis  X  geht  und  statt  y 
jederzeit  die  Ordinate  des  Zweiges  AoPiÄi  genommen  werden,  d.  h. 
kürzer,  das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  den  Fall,  wo  ein  ver- 
änderlicher Punkt  xy  den  Zweig  AqPiAi  durchläuft.  Im  zweiten 
Integral  geht  x  rückwärts  von  X  bis  Xq^  statt  y  sind  die  Ordinaten 
des  Zweiges  ÄiP^Äq  zu  nehmen;  das  Integral  entspricht  also  dem 
Falle,  wo  der  Punkt  xy  den  Weg  -äiPo-^o  zurücklegt.  Beide  Inte- 
grale zusammen  geben  mithin  die  Summe  aller  Producte  von  der 
Form  0(x,y)dx  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  xy  den  ganzen  Con- 
tour  in  der  Richtung  AqFiÄiPoÄq  einmal  durchläuft.  Demnach 
besteht  die  Gleichung 

worin  sich  links  die  Integrationen  über  alle  Punkte  der  geschlosse- 
nen Fläche  erstrecken,  während  sich  die  Integration  rechts  nur  auf 
den  Umfang  derselben  Fläche  bezieht. 

£ine  ganz  analoge  Behandlung  gestattet  das  Integral 


=  j0(x,y) 


dx. 


Fig.  12. 


// 


d^(x,y) 
dx 


dxdy, 


für  welches  der  Spielraum  des 
xy  derselbe  wie  vorhin,  und  in- 
nerhalb dessen  ^(x,  y)  gleichfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  sein 
möge.  Integrirt  man  zuerst  in 
Beziehung    auf   x  und    setzt   in 

Fig.  12  -af(2o  =  &, -afCi  =5', 

OM^  =  1^0.  OMi  =  r,  so  er- 
hält man  statt  des  genannten 
Doppelintegrales 

rfj/[»F(Ä,y)-?F(&,y)] 


Das  erste  Integral  rechter  Hand  entspricht  dem  Wege  Bo  QiBi,  das 
zweite  dem  Wege  BiQqBd,  ihre  Summe  dem  ganzen  Umlaufe 
BtQiBiQoBoi  man  hat  daher  analog  Nro.  18) 

fpJ^a.ay  =  fwMäy, 
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und  »war  beziehen  sich  die  Integrationen  links  auf  alle  Punkte  der 
Fl&che,  die  Integration  rechts  auf  die  Punkte  des  Umfange«,  wenn 
letzterer  in  der  Richtung  B^QiBiQqB^  durchlaufen  wird.  Diese 
Richtung  ist  der  früheren  A^PiÄiP^Äo  gerade  entgegengesetzt;  wiU 
man  daher  in  beiden  Integralen  rechter  Hand  die  nftmliche  Richtimg 
haben,  so  muss  man  dem  einen  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  ge- 
ben*);-es  ist  demnach  präciser 

^^>  ff^^d^  dxdy  =  -  f^{x,  y)dy. 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  erhält  man  durch  Suhtraction,  bei 
umgekehrter  Anordnung  in  kürzerer  Schreibweise 

20)  /(4>d.  +  Wäy)  =  //(^  -  ^ä.ä,, 

Ton  welcher  Gleichung  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden« 
Wie  früher  setzen  wir 

w  =/W    oder    u  +  iv  =f(x  +  iy), 
und  beschäftigen  uns  mit  der  Aubfabe,  den  Werth  des  Integrales 

Jf(^)dß 

für  den  Fall  zu  bestimmen,  dass  js  oder  der  Punkt  xp  eine  geschlos- 


Fig.  13. 


*)  Für  einen  kreisförmigen  Umfang  hat 
man  z.  B.,  wenn  a  und  b  die  Mittelpimkts- 
coordinaten,  r  den  Radius,  6  den  veränder- 
lichen Gentriwinkel  bedeutet, 


/  *(x,  y)dx  = 


r  C08ä,  b'\-r  sind)  r  9in6  d'ß , 


r^(^j  y)dy  =    I  ^Ha  —  r  cosd,  b  +  r  sind)  r  cosß  dB 


2n 


r cosOf  b-\-r8ind)r cos 6 dB, 


Die  Integrationsgrenzen  0  und  2n  bleiben  aber  dieselben,  wenn  r  varia- 
bel|  d.  h.  eine  Function  yon  B  wird. 
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seno  Curve  durchläuft,  innerhalb  deren  f{z)  endlich,  stetig  nnd  ein* 
deutig  bleibt.   Vermöge  der  Werthe  von  f{z)  und  e  ist  nun  zunächst 

j  f{z)dz  =   f(u  +  iv)(dx  +  idy) 

=   j  (udx  —  vdy)  +  i  I  (vdx-\-udy)^ 

worin  sich  die  Integrale  rechter  Hand  auf  den  gegebenen  Contour 
beziehen.  Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  u  und  v  reelle, 
endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  sind,  so  lässt  sich  jedes 
der  einfachen  Integrale  mittelst  der  Formel  20)  in  ein  Doppelinte- 
gral umwandeln,  mithin  ist  auch 

>)  -• = //Cr: + 'i)^-''^'fM  -  w^'^'- 

Gleichzeitig  hat  man,  weil  u  -\-  iv  eine  Function  von  x  +  ^y  be- 
deutet. 


dy  "^  dx~    '      dy        dx 


0; 


die  vorigen  Doppelintegrale  yerschwinden  also,  und  es  bleibt 


P 


d.    h.   wenn  der  Integrationsweg  der  complexen   Variabelen   B    aus 
einer    geschlossenen   Curve   besteht,    innerhalb    deren  f{z)  endlich, 
p.        .  stetig  und   eindeutig   bleibt,    so 

hat  das  Integral  von  f{z)  dz  im- 
mer den  Werth  Null, 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt 
sich  unsere  eigentliche  Aufgabe 
sofort  lösen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich das  Integral  von  f{z)  dz  kurz 
mit  J(s),  sobald  die  Curve  s  den 
Integrationsweg  von  ,z  darstellt, 
so  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
/(A-PiA-PoA)  =  0  oder 
J(^o-Pi^i)  +  I{A,P,A,)  =  0. 
Im  zweiten  Integrale  lässt  sich 
die  Bewegungsrichtung  umkehfen,  wenn  gleichzeitig  das  Vorzeichen 
umgekehrt  wird;  es  ist  also 

1(^0  PiAi)  -  /(APo^i)  =  0 
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und  hieraaB  folgt 

D.  h,:  durchläuft  die  Yariabele  z  in  gleichem  Sinne  zwei  verschiedene 
Wege  von  g^  bis  Z,  so  erhält  das  zwischen  diesen  Grenzen  genom- 
mene Integral  yon  f(s)dz  in  beiden  Fällen  denselben  Werth,  vor- 
ausgesetzt, dass  f(ß)  sowohl  im  Inneren  als  auf  dem  Umfange  des 
yon  beiden  Jntegrationswegen  eingeschlossenen  Raumes  stetig,  end- 
lich und  eindeutig  bleibt.  Noch  kürzer  lässt  sich  dies  ausdrücken, 
wenn  man  eine  Function  synektisch  nennt,  sobald  sie  die  eben- 
genannten Eigenschaften  besitzt;  der  Satz  lautet  dann:  das  Integral 
von  f{z)  dz  ist  so  lange  unabhängig  von  den  verschiedenen  Integra- 
tionswegen, als  f{z)  zwischen  jenen  Wegen  synektisch  bleibt  *). 

Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwendungen  dieses  Theoremes, 
namentlich  um  zu  zeigen,  wie  dasselbe  zur  Ermittelung  der  Werthe 
von  bestimmten  Integralen  dienen  kann. 

a.    In  Fig.  15  sei  -4  05  G  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  OA  =  a 
Fig.  16.  ^^^  ^^  =  h\  als  Integrationsweg  möge 

einmal  die  gebrochene  Linie  OAC,  das 
andere  Mal  die  gebrochene  Linie  OBC 
benutzt  werden.  Im  ersten  Falle  geht  ß 
erst  von  0  bis  a,  dann  von  a  bis  a  -j-  ib'y 
im  zweiten  Falle  geht  z  erst  von  Obis  t5> 
dann  von  ihhisib-^-a,  mithin  ist,  wenn  f(z) 
innerhalb  des  Rechtecks  synektisch  bleibt, 

a  a  +  ib  ib  ib^a 

Jm  dz  +  Jm  dz  =  j'm  dz  +  Jm  dz. 

0  a  9  ib 

Im  ersten  Integrale  schreiben  wir  x  statt  z;  im  zweiten  Integrale  hat 
z  die  Form  a  +  iy  ^  mo  y  von  0  bis  5  geht;  im  dritten  Integrale 
kann  z  =  iy  gesetzt  werden,  wenn  y  von  0  bis  h  wächst;  im  letzten 
Integrale  ist  z  von  der  Form  ih  -{-  x^  wo  x  von  0  bis  a  geht.  Diese 
Substitutionen  geben  zusammen 


b 


ff(x)  dx  +  ij  f{a  +  iy)  dy  ==  i  Jf{iy)  dy  +  Jf{ih  +  ^)  dx 

0  0  0  0 

*)  Dieser  Fundamentalsatz  ist  zuerst  von  Cauchy  bewiesen  worden 
in  dem  Memoire  sur  les  integrales  definies  prises  entre  des  limites  ima- 
ginaires.  Paris  1825.  Die  Benennung  „synektisch^*  hat  Cauchy  später 
eingeführt  in  der  Abhandlung:  Sur  les  rapports  differentiels  des  quan-. 
tites  geometriques  etc.  (Gomptes  rendus,  1855,  p.  447).  unter  den  verschie- 
denen Beweisen  des  Theoremes  zeichnet  sich  der  obige,  ausBiemann's 
Inauguraldissertation  entnommene,  durch  Eleganz  und  Strenge  aus. 
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oder  bei  anderer  Anordnung 

a  a  b  b 

21)  J'/(x+ib)dx—J'f(x)dx  =  i^J'f(a+itj)dfj  -ff{iy)ih}^. 

0  0  0  0 

Hiemach  ißt  z.  B.  für  f(e)  =  c^**,  wenn  sowohl  die  reellen  als 
die  imaginären  Theile  beiderseits  verglichen  werden 

a  ab 

c^  I  e'-'^cos2hxclx  =    /  e-'^^dx  +  c"-«*  /  e9*sin2aydif 

0  0  0 

a  b  t 

^*  f  €r-^*sin2hxdx=   j  ev^dy   —  e^«*  j  e^*cos2aydy. 

0  0  0 

Bei  unendlich  wachsenden  a  nähern  sich  die  Producte 

6  6 

e-<»*  I  €^*sin2aydy  und  e-*»'   1  ^cos2aydy 

0  0 

der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  weil  jedes  der  beiden  Integrale 

einen  endlichen,  zwischen 

6  b 


+    f^^dy  und   —   Tef^^dy 


0  0 

liegenden  Werth  besitzt;  man  erhält  demnach 

/OD 
e'-'^C08  2hxdx  =  e-*'  j  er'^dx  =  jVire-*", 

0  0 


23) 


0^  b 

I  e-'^sin2J)xdx  =  er^""   1  e^dy. 


b.  In  demselben  Rechtecke  wie  vorhin  nehmen  wir  erst  die  Dia- 
gonale 0  G,  nachher  die  gebrochene  Linie  Oil  0  als  Integrationsweg. 
Um  den  geradlinigen  Gang  des  Punktes  a  =  x  -\-  iy  auszudrücken, 
muBS  in  dem  Integrale 

a-\-ib  a-^ib 

ff(e)  de  =  Jfix  +  iy)  (dx  +  i  dy) 

0  0 

y  =  — X  gesetzt  und  x  von  0  bis  a  ausgedehnt  werden;  das  Inte- 
gral verwandelt  sich  damit  in 


0  +  *v)/^(^  +  *T*)'^*- 
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Die  Integration  längs  der  gebroclienen  Linie  OA  Cwird  ebeuso  wie  bei 


a  y  ^<«"- 


der  vorigen  Anwendung  ausgedrückt,  and  daher  gilt  die  Gleichnug 
^//(^^)d»  =  fmäx  +  ijfia  +  iy)d,. 

0  0  0 

Sabstituirt  man  nocb  a  =  ay,h  =  ßy^  linker  Hand  x  =  a^  nud 
rechts  y  =  yti,  so  erhält  man 

24)    {a  +  iß)Jn{^^ißmd^=jAx)dx  +  iyJf[y{a^in^^^^ 

0  0  0 

Hiemach  ist  z.  B.  f^  f(e)  =  e"**,  wenn  die  reellen  und  ima- 
ginären Bestandtheile  beider  Seiten  verglichen  werden, 

•^^C08i2aßi^)dt  +  ß  y  «r-(««-ff)^««n(2a/5|«)^l 
_  yg-a«y«  j^n*co8{2ayif)dri. 

0 

Jedes  der  auf  yi  bezüglichen  Integrale  hat  einen  zwischen 

/. 

/(jy^(+l)dij  =  +  ßefV 

0 

und    /  eyV(—  l)drj  =  ^  ßeß^Y* 

0 

liegenden  Werth,  und  daher  sind  die  letzten  Ausdrücke  beider  Glei- 
chungen unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

eßyer-^n^-ß^y 
enthalten,  wo  £  zwischen  —  1   und  -|-  1  liegt.     Vorausgesetzt,  dass 
,  ^2  \>  ß2  igtj  convergirt  dieses  Product  gegen  die  Null,  wenn  y  un- 
endlich wächst,  und  es  bleibt  dann 

a  y  er-<«^/»*>5«cofi(2a/J  1») di+ßjir<^^^sin{2»ßi^)di=\yir. 
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0 

woraus  folgt 


0  "T    P 


«2  >  /Ji, 


0 

Für  «2  —  /52  — -  fn^  2aß  =  5,  wo  a  nothwendig  eine  positive  Con- 
stante  sein  moss,  erhält  man  noch 


0  ' 

0 

wofür  kürzer 

g/  2  Va  +  tb 

geschrieben  werden  kann,  falls  Va  +  «b  eindeutig  genommen  wird*). 


V.  Die  Integrale  asynektisoher  Functionen. 

Das  Fundamentaltheorem  des  vorigen  Abschnittes  gilt  zwar  nicht 
mehr,  wenn  der  Integrationsweg  des  js  durch  einen  Punkt  geht  oder 
einen  Punkt  einschliesst,  in  welchem  f(z)  mehrdeutig,  unendlich  oder 
discontinuirlich  wird,  es  kann  aber  dazu  dienen,  um  gewisse,  im 
Folgenden  näher  bezeichnete  Punkte  dieser  Art  zu  umgehen.  Die 
Eindeutigkeit  einer  Function  /  (;6r)  wird  nämlich  dadurch  nicht  ge- 
stört, dass/(;er)  sich  an  irgend  einer  Stelle  sprungweis  ändert  oder 
unendlich  wird,  wie   z.  B.  der  Bruch  1  :  (c  —  if),  bei  welchem  für 


♦)  Die  Formeln  21),  24)  und  eine  Reihe  ähnlicher  sind  zuerst 
von  Cauchy  entwickelt  worden.  Siehe  dessen  Memoire  sur  les  inte- 
grales definies  (Memoires  presentes  ä  l'academie  des  sciences.  Tome  I, 
1827),  sowie  die  Abhandlung  Recherche  d'une  formule  generale  qui  four- 
nit  la  yaleur  de  la  plupart  des  integrales  definies  connues  et  celle  d'un 
grand  nombre  d'autres  (Annales  de  Gergonne,  T.  XVI  et  XVII). 
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z  =  c  beide  Fälle  zugleich  eintreten.  Wir  wollen  dajjer  künftig  vor- 
aussetzen, dass  /(jßf)  innerhalb  bekannter  Grenzen  eindeutig  bleibe, 
aber  innerhalb  derselben  Grenzen  beliebig  vielmal  discontinuirlich 
oder  unendlich,  oder  beides  zugleich  werden  könne;  die  Punkte,  in 
denen  solche  Fälle  eintreten,  mögen  Ausnahmepunkte  heissen. 

Wie  die  Integrale  solcher  asynektischer  Functionen  zu  behan- 
deln sind,  wird  die  folgende  Untersuchung  zeigen;  sie  theilt  sich  in 
zwei  verschiedene  Discussionen ,  je  nachdem  die  vorkommenden 
Ausnahmepunkte  auf  dem  Integrationswege,  oder  innerhalb  eines 
geschlossenen  Integrationsweges  liegen. 

A.     In  Fig.  16  sei  ABGA  ein  in  sich  zurücklaufender  Inte- 


Fig.  16. 


ein 
grationsweg ,  auf  welchem  ein  ein- 
ziger '  Ausnahmepunkt  T»  liegen 
möge;  mittelst  einer  beliebigen,  in- 
nerhalb des  Contours  A  B  CA  gezo- 
genen Linie  UYW  lässt  sich  nun 
leicht  ein  neuer  Integrationsweg 
ABCWVTJ herstellen,  bei  welchem 
der  Punkt  T  so  umgangen  wird, 
dass  derselbe  ausgeschlossen  bleibt. 

Für  diesen   neuen   Integrationsweg 

gilt    das   Fundamentaltheorem    des 
Abschnittes  IV,  es  ist  also 

I{üABCW)  +  I^WVir)  =  0 

I{11ABGW)  =  1{ÜYW), 
Man  kann  nun  den  Integi-ationsweg  JJVW  dem  Ausnahmepunkte  T 


oder 


Fig.  17. 


beliebig  nahe  kommen  lassen ,  und 
dann  nähert  sich  der  Integrations- 
weg UA B  CW  mehr  und  mehr 
dem  gegebenen  Integrationswege 
TABCT\  das  gesuchte  Integraler- 
scheint jetzt  als  der  Grenz werth,  ge- 
gen welchen  das  Integral  1{UVW) 
convergirt,  sobald  der  Weg  UVW, 
wofür  man  einen  aus  dem  Mittel- 
punkte T  beschriebenen  Kreisbogen 
wählen  kann,  unendlich  abnimmt. 

Als  Beispiel   diene    das  Integral 
(Fig.  17) 

dz, 


f^, 
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und  zwar  bestehe  der  Integrationsweg  aas  einem  mit  dem  Radius 
OB  =  h  aus  dem  Coordinatenanfange  beschriebenen,  nur  positive 
X  enthaltenden  Halbkreise  ABC  nebst  dem   zugehörigen  Burch- 

messer  CA.     Da  die  Function  für  £r  >  0  und  beliebige  posi- 

£f 

tiye  X  synektisch  bleibt,  dagegen  für  js  z=:  0  unendlich  und  zu- 
gleich discontinnirlich  wird,  so  ist  der  Coordinatenanfang  der  einzig 
vorhandene,  auf  dem  Integrationswege  liegende  Ausnahmepunkt. 
Zur  Umgehung  desselben  wählen  wir  einen  mit  demKadius  Oü=r 
beschriebenen  Halbkreis  und  erhalten 

I(ABC)  4-  liCW)  +  I(WVÜ)  +  I(UA)  =  0 
oder 

I{ABC)  +  I(ÖW)  +  I(UA)  =  I(üVW). 
Im   ersten   Integrale  substituiren  wir  £f  =  bc*^,  im   zweiten  und 
dritten  ß  =  iy,  im  vierten  z  =  rc*'^;  dies  giebt 

und  bei  verschwindenden  r 


2  "'  "^ 


2  ' 


womit  der  Werth  des  Integrales,  bezogen  auf  den  gegebenen  Inte- 
grationswieg,  bestimmt  ist  Durch  Yergleichung  der  imaginären  Be- 
standtheile  findet  man  noch 

J  e-^^*^cos{hsind)ds  ^    C  ^üüll.  dy  =  ^  n, 

oder,  wie  leicht  zu  sehen  ist 

b  \% 

2   f  ^^!^dy  =  n  —  2  J    e-'^'0'^cos(hsine)de. 

o  o 

Lässt  man  h  unendlich  wachsen  und  berücksichtigt  die  für  positive 
u  geltende  Relation 
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*   "  "~  «•  ^1  +  I«»' 
■0  gelangt  man  zn  der  Formel 


27) 


f^"=r 


Fig.  18. 


r  anwen- 


Die  an  dem  yorstehenden  Beispiele  gezeigte  Operation  l&sst 

sich  folgendermaassen    anf  das  all- 

gemeine  Integral    /  f{e)  de  i 

den.  In  Fig.  18  bedeute  T  den 
einzigen ,  auf  dem  Integrations- 
wege AB  CA  liegenden  Ausnahme- 
punkt,  dessen  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  {  und  ri  heissen  mögen;  in 
T  sei  eine  Tangente  ST  an  den 
Integrationsweg  gelegt  und  ^TSX 
=  r,  endlich  sei  mit  dem  Radius 
TF=r  nm  T  ein  Halbkreis  be- 
schrieben ,  welcher  die  Tangente 
S  T  in  F  und  D  schneidet.  Zieht 
man  noch  die  Linien  AF  und  JDC, 
so  erhält  man  einen  neuen  Contour  ABGJDEFA  j  welcher  den 
Punkt  T  ausschliesst  und  mittelst  hinreichend  kleiner  r  immer  so 
construirt  werden  kann,  dass  er  keinen  etwa  sonst  noch  vorhandenen 
Ausnahmepunkt  enthält.     Wie  früher  ist  nun 

I(FABCD)  =  IiFED) 

oder,  wenn  für  irgend  einen  Punkt  des  Halbkreises 

oj  =  I  4-  rcosd-f     y  z=  ri  ■\'  rsind"^ 
mithin 

iP  =  a?  4-  ty  =  I  -f  f  1^  -f  re*^  =  S  +  re*^ 
gesetzt  wird, 

T 

IiFABCD)=  iffil  +  rc'^)rc'^  d^, 
r+  n 
Bei  unendlich  abnehmenden  r  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  das 
Product 

einer  bestimmten  Grenze  nähern,  welche  k  heissen  möge;  die  vorige 
Gleichung  geht  dann  in  die  folgende  über 
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I(TÄBOT)  =  iJ  Xdd' 


t-\-n 


und  wenn  überdiess  l  unabhängig  von  ^  ist,  so  wird 

I(TÄBCT)z=i^ink. 

Um  dieses  Resultat  in  einer  Formel  darstellen  za  können,  wollen 
wir  mit 


(»i) 


mde 


ein  Integral  bezeichnen,  auf  dessen  geschlossenem  Integrationswege 
ein  einziger  Ausnahmepunkt  vorkommt;  wir  haben  dann  die  Formel 


(*i) 


f(z)de  =  —  inX,     X  =  itm[d/(J;  -f  «)], 


worin  zur  Abkürzung  re^^  =  8  gesetzt  worden  ist. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo 
mehrere  Ausnahmepunkte  Ti,  T2, . . .  T«  auf  dem  Integrationswege 
liegen.     Bezeichnet  man  das  betreffende  Integral  mit 


f(z)dg 


und  wiederholt  die  vorige  Betrachtung    für  jeden    einzelnen  Aus- 
nahmepunkt,  so  erhält  man 


l 


f{z)dz  =  -   t«(Ai  +  A,  +  ...  +  An), 

wonn  die  einzelnen  Grenzwerthe  durch  die  Formel 

h  =  JW»»[Ä/(S*  +  «)] 

bestimmt  werden. 

B.    Ist  Zweitens  T  in  Fig.  19  ein  Ausnahmepunkt,  AB  CD  ein 
Fig.  19.  um  denselben  herumgehender  Inte- 

grationsweg von  der  Beschaffen- 
heit, dass  weder  im  Inneren  noch 
auf  der  Peripherie  von  AB  CD  ein 
zweiter  Ausnahmepunkt  und  eben 
so  wenig  ein  Verzweigungspunkt 
liegt,  ist  ferner  A'B'C'D'  ein  an- 
derer Integrationsweg  von  derselben 
^  Eigenschaft,  so  kann  man  mittelst 
der  beiden  Verbindungslinien  ÄA' 
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neue    geschlossene    Curven     ABCC'B'A'    und 


und     C  C    zwei 

ABCCB' A*  herstellen,  von  denen  keine  den  Ausnahmepunkt  T 
enthält.  Es  gilt  daher,  wenn  diese  beiden  Curven  als  Integrations- 
wege genommen  werden,  die  Gleichung 

I{ABGG'B'A')  =  liADCG'n'A'), 
aus  welcher  durch  Zerlegung  folgt 

l(ABC)  +  I(CC/)  +  l(C'B'A')  +  I(A'A) 
=  I(ADC)  +  I(CC')  +  I(C'D'A')  +  I(A'A); 
nach  Hebung  der  beiderseits  vorkommenden  Integrale  l(CC')  und 
I(A'  A)  hat  man  auch 

I{ABC)  —  I(ADC)  =  —  I(G'B'A')  +  I{C'D*A) 

oder,  wenn  im  zweiten  Integrale  links  und  im  ersten  rechts  die 
Richtung  des  Weges  entgegengesetzt  genommen  wird, 

I{ABG)  +  I{GDÄ)  =  I(A'B'C')  +  K^G'B'A!) 
d.  i. 

I{AB  CDA)  =  I(A'B'  G'B'A'). 


Fig.  20. 


Die  Integration  längs  ABGBA  liefert  also  den  nämlichen  Werth, 

wie  die  Integration  längs  A* B*  G'B'A\ 
falls  f{js)  auf  und  zwischen  beiden 
Wegen  synektisch  bleibt. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man 
einen  gegebenen  Integrationsweg  auf 
einen  kleineren,  z.  B.  auf  einen  unend- 
lich kleinen ,  aus  dem  Mittelpunkte  T 
beschriebenen  Kreis  zurückführen. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


fi^ 


dz^ 


worin  a  eine   reelle  positive  Constante 
bezeichnen  möge.  Der  Ausnahmepunkt 
T  liegt  hier   auf  der  a;- Achse    in  der 
Entfernung  OT  =  a  (Fig.  20);     für 
alle  übsigen  positiven  x  und  beliebige 
y  bleibt  die  unter  dem  Integralzeichen 
stehende  Function  synektisch ;  das  In- 
tegral   erhält   also    denselben    Werth, 
wenn  man  erst  einen  aus  dem  Mittelpunkte  0  mit  einem  beliebigen 
Radius  fe  >  a  construirten  geschlossenen  Halbkreis  als  Integrations- 
weg nimmt ,    und  nachher  s  einen  vollen ,  aus  dem  Mittelpunkte  T 
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beschriebenen  Kreis  durchlaufen  lässt,  dessen  Halbmesser  r<^h — a 
sein  muss^  Dies  giebt  zunächst 

liÄB)  +  I(BCA)  =  K^A'B'C'Ay, 

im  ersten  Integrale  setzen  wir  z  =  iy^  im  zweiten  e  =  he*^,  im 

dritten  e  =  a  —  re~*^  und  erhalten 

1 
h 

i 


T-dy  ^    \ — — ___-.b(--sm0  +  «cosÖ)d[0 

a  —  %y    "^        ./  a-— fe  (cosö +  «smö/  ^ 

271 


Dividirt  man  mit  i  und  vergleicht  dann  beiderseits  die  reellen  Theile, 
so  findet  man 


b 

/acosy  +  ysiny 
a^  +  y'         ^ 


^  rbe'-^'''^[ia—hcose)cos(e—b8ind)—J>sinesin(e—J>sind)] 


-I- 


2n 

0 

und  hieraus  wird  für  5  =  a>   und  r  =  0 

28)  /^c.sy+-,;.iny^ 

J       a2  -f-  y2         ^ 


Bezieht  man  in  dem  analogen  Integrale 


/: 


»— * 


a  +  e 


dz 


die  Integration  auf  denselben  Halbkreis  wie  vorhin,  so  ergiebt  sich, 
weil  hier  kein  Ausnahmepunkt  vorkommt,  dass  der  Integral werth 
verschwindet;  es  ist  daher  auch  für  fe  =  od  der  reelle  Theil 


29)  J—WT 

—  00 

Schlömilch,  Aualysis.    IL 


/acosy  — ysiny 
a»  +  tt»        ^ 
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Ans  den  Gleichungen  28)  und  29)  folgt  Doch 

J  a^  +  y'^         2a  ^      '  J  a'^  J\r  y^^        2        ' 

0  0 

worin  a  eine  positive,  die  Null  übersteigende  Constante  sein  muss. 
Die  zweite  Formel  giebt  übrigens,  wie  man  aus  Nr.  27)  ersieht,  auch 
für  a  =  0  ein  richtiges  Resultat. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  an  dem  vorigen  Beispiele  ge- 
zeigte Operation    zu  verallgemeinem.      Ist  nämlich    T  der  einzige 
Fig.  21.  Ausnahmepunkt    innerhalb    der    beiden   ge- 

schlossenen  Integrationswege   AB  CD  und 
A'B'C'J)'  (Fig.  21),  mithin 

liABCD)  =  I(A'B'G'iy), 
so  nehme  man  für  letzteren  einen  aus  T  mit 
dem  Radius  r  beschriebenen  Kreis  von  hin- 
reichender Kleinheit,  und  transformire  das 
zweite  Integral  in  Polarcoordinaten.  Die 
rechtwinkligen  Coordinaten  von  T  mögen  ^ 
und  ri  heissen;  für  alle  Punkte  des  Kreises 
ii'^' CD' ist  dann 

ic  =  I  +  rcosd',    y  =  1^  +  rsinO' 
oder,  wenn  a;-f«y  =  jer,  |  +  ii?  =  g  gesetzt  wird, 

e  =  t  +  re*^y 
mithin 

I(ABG1))  =  ifnt  +  r^^)re'^d&, 

worin  9'q  den  Anfangswerth  von  d"  bezeichnet.  Bei  unendlich  ab- 
nehmenden r  wird  hieraus,  wenn  man  die  in  A  eingeführte  Be- 
zeichnung beibehält 

^0  +  271 

I(ABCD)^=  ifldd^  =  ».2«A. 

Um  dieses  Resultat  durch  eine  Formel  darstellen  zu  können,  wollen 
wir  ein  Integral,  welches  sich  auf  einen  geschlossenen,  nur  einen 
Ausnahmepunkt  enthaltenden  Integrationsweg  bezieht,  mit 


ß 

(Ol) 


(Ol) 


f(g)de 

die  Gleic 
f{g)  de  =  2ink,        X  =  Um  [«/(g  +  Ä)]. 


(Ol) 

bezeichnen;  wir  haben  dann  die  Gleichung 
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Dieses  Ergebniss  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  auf  den  Fall  aus- 
p,-„  22.  dehnen,   wo    innerhalb    des   ge- 

schlossenen Integrationsweges 
zwei  Ausnahmepiinkte  Ti  und  T2 
vorkommen,    welche    durch     die 
Coordinatencomplexe  £1  =  |i  -f  « »?i 
und    f j  =  I2   +  *^2    bestimmt 
sein  mögen.     Eine  Querlinie  Ä  C 
iheilt      nämlich      den      Umfang 
ÄBCBÄ  (Fig.  22)  in  zwei  ge- 
.X       schlossene  Curven,  und  es  ist  da- 
bei  immer    möglich,  ÄC  so   zu 
legen,  dass  der  eine  Theil  AB  CA  nur  den  einen  Ausnahmepunkt  Ti, 
der  andere  CDAG  nur  den  Punkt  Tg  enthält.     Für  die  einzelnen 
Theile  ist  nun  nach  Nro.  32) 

I(ABCA)  =  2i7tXi,      I(GDAC)  =  2i7tl2; 
andererseits  hat  man  durch  Zerlegung 

I(ABCDA)  =  I(ABCÄ)  +  I(ACDA) 

=  I(ABG)  +  1(0  A)  +  1(40)  +  I(CDA); 
das  zweite  und  dritte  Integral  rechter  Hand  heben  sich,  und  für  die 
übrigen  kann  man  ihre   vorhin  bestimmten  Werthe  setzen,   wodurch 
entsteht 


ß 


f{z)de  =  2i7t(Xi  +  A2). 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  die  allgemeine  Formel  '*') 
f(g)de  =  2tjr(A,  +A2  + +  K) 

(On) 

kjt  =  Lim[Sf(ti^+6)l 
Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  das  Integral 


/i 


-dz. 


1  4-  z^^ 

worin  j>  und  g  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  und  z  einen 
über  der  o;- Achse  liegenden  geschlossenen  Halbkreis  durchlaufen  soll, 
dessen  Mittelpunkt  der  Goordinatenanfang  und  dessen  Radius  72  >>1 
ist.    Die  eindeutige  Function 


•)  Diesen  Satz  hat  Cauchy  gefunden  und  unter  etwas  anderer  Form 
in  dem  schon  erwähnten  Memoire  sur  les  integrales  definies  dargostellt* 

5* 
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wird  Bo  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  existiren  demnach  2g  Aus- 
nahmepunkte, deren  z  die  Werthe  von  *^^—  1  sind,  nämlich  (Theil  I., 
Seite  257) 

3t     ...     «        «,  33r  .    3ä 

^1  =  "^-2i  +  *'*"2i"'    ^'  ="  '"*  27  +  *^H'  '  '  ••' 

(2ä— 1)«    ,     .   .   (2a  —  l)a: 
i,^cos^      2g         +*^^         2i ' 

(2g  — 1)«         .   .   (23—1)« 

Von   diesen   2  g   Ausnahmepunkten    liegen    die  q  ersten    über,    die 

q  übrigen  unter  der 
Abscissenachse;  die 
letzteren  fallen  ausser- 
halb des  vorhin  ange- 
gebenen Integrations- 
weges und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  23  zeigt 
die  oberen  Ausnahme- 
punkte für  den  Fall 
__  g  =  4).  Das  Inte- 
gral besteht  nun  aus 
den    beiden    Theilen 

I(äOB)  und  I(BCA)\  im  ersten  schreiben  wir  x  für  jp,  im  zweiten 

Bubstituiren  wir  g  =  Be*^  und  erhalten 

— Ä  0 

=  2»ä(Ai+A3  +  A3  +•  ••  +  ^,). 
Nennen  wir  f    irgend  eine  der  Wurzeln  J;i,  ^21  •  •  •  S^?.  so  gehört 
dnzu  der  Grenzwerth 

i_r-   J(i±i)Ü_— r-    ^(£  +  '^)''' 

*-' ^'"l+(e  +  d)'«~H-g»+(2g)ig«-iÖ  +  (2<ö,e»-»ö»4-- 
oder  wegen  £'  =  —  1  und  nach  Hebung  von  8  im  Zähler  und 
Nenner 

.    ^"^(2ä)ig«-^~"~27" 
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Dies  giebt,  wenn  zur  Abkürzung  ^ — —  =  ß  gesetzt  wird, 

^l    +    ^2    +    ^3    +-'    +    K 

_        ^     1  —  e^^^ß 
~  '^   2q    '  1  —  e^iß  ' 

d&i'miste^9*'ß=cos2qß-{-isin2qß=cos(2p+  l)7C  +  isin(2p-\-  \)7t 
=  —  1,  folglich 

^1    +    ^2    +    ^3    +    •   •  •    +    ^5 

!_  cosß  -\-  isinß       1  cosß  +  isinß 

a       l—cos2ß  —  isin2ß  q    '  2  8inß(sinß^icosß) 

1_  ^       i i 

q      2sinß'^        ^      .   (2p  +  l)x' 
2qstn  ' — — 

2q 

Man  hat  demnach  die  Integralformel 

7t 


,   (2p  +  l)jt 
qstn-        '  ^  ^— 


2q 

Lässt  man  R  ins  Unendliche  wachsen  und  setzt  2p  -|-  1  <^  ^Q.  vo**- 
aus,  so  convergirt  das  zweite  Integral  linker  Hand  gegen  die  Null, 
und  es  bleibt 


7 


-ax  = 


1  +  «2?  ,   (2p  +  l)n 

--  qstn- — T — — 

oder  2  g 


/ 


0  2qstn^        ' — ^— 

2q 


Mittelst  der  Substitutionen 

wobei  ^^^  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,  erhält  man  noch  die 
Formel 
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//?-,«= 


0 

welche  in  Tbl.  I,  S.  429,  anf  anderem  Wege  entwickelt  wurde. 

Besondere  Aufmerksamkeit    verdient  noch  der  Fall,    wo    das 
Product 

bei  verschwindenden  d"  unendlich  wird;  das  Integral,  bezogen  auf 
den  mit  r  beschriebenen  Kreis,  erhält  dann  die  Form 

00  .  d^, 

die  ebenso  vieldeutig  und  unbestimmt  ist,  wie  z.  B.  die  Ausdrücke 
^ ,  0  .  00  n.  dergl.  *).  In  solchen  Fällen  mnss  man  das  bisherige 
Verfahren  auf  passende  Weise  modiüciren ;  wir  wollen  dies  an  Bei- 
spielen zeigen,  da  sich  eine  allgemeine  Regel  nicht  geben  lässt. 

Bezeichnet  p  eine  ganze  positive  Zahl,  so  führt  die  gewöhnliche 
Substitution  is  =  t  -{-  re^^  zn  der  Gleichung 


deren  rechte  Seite  für  r  =  0  die  oben  erwähnte  unbestimmte  Form 
erhalten  würde;   dagegen  ist  nach  dem  binomischen  Satze 

jsPdz 


(5  -  5)-^ 

1^0  4-271 


/ö 


=  if[^e'^^  +  ip)ii^'  +  (p,)t^'re^^  +  -']i 


\dd- 
und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 


*)  So  ist  z.  B. 

^0+271 


I     T  r 

bei  verschwindenden  r.    Dagegen  hat  man  für  jedes  endliche  r 

^0+27r  ^0+271 

/-i^  d»  =z  —  I  (cosS-  —  i8in»)dS^  =  0, 
und  dies  bleibt  auch  far  beliebig  kleine  r  richtig. 
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Die  Grösse  von  r  bleibt  hier  ganz  willkürlich;  das  Resultat  gilt  da- 
her auch  für  verschwindende  r. ' 

Wegen  einer  späteren  sehr  wichtigen  Anwendung  betrachten  wir 
noch  die  Integrale 

wobei  der  Integrationsweg  eine  geschlossene  Curve  sein  möge,  auf 
und  innerhalb  welcher  F{z)  synektisch  bleibt.  Das  erste  Integral 
bietet  keine  Schwierigkeit,  weil  sich  hier 

der  endlichen  bestimmten  Grenze  F{^)  nähert;  es  ist  daher 

32)  fj^t  ^^  =  2  ^^F(i). 

Im  zweiten  Integrale  tritt  der  vorhin  erw&hnte  Ausnahmefall 
ein;  man  kann  ihn  aber  leicht  dadurch  vermeiden,  dass  man  erst  das 
Integral 


fl 


:de 


betrachtet  und  nachher  fj  in  g  übergehen  lässt.  Als  Werth  des  vor- 
stehenden Integrales  findet  man  nach  der  bisherigen  Methode  oder 
durch  Zerlegung  in  Partialbrüche 

bl   —  b 

also  für  gl  =  g  +  Ä 


fl 


m ,,=  2i«m±j^^^im 


und  bei  verschwindenden  h 

Fi») 


A 


■de  =  2ixF'a). 


Dieses  Verfahren  lässt  sich  ohne  Mühe  verallgemeinem  und 
zwar  giebt  dasselbe,  falls  £,  Si,  52»  •  •  •  5»  von  einander  verschieden 
sind, 
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r  F(z)de 


_.ij m 

~        l(£ -  tiHt  -  tM  -  W  •••  (S  -  tn) 

,  EM 

"^  (?i  - 1)  (Si  -  eo  (Si  -  fs) . .  •  (5i  -  w 

,  1X5^ 

"^  (S2  -  e)  (S2  -  g.)  (5*  -  W . . .  (S2  -  S») 

.  U IM i. 

^  iL  -  gl)  (?» -  ?,)  (£»-  Sa)"  -(en-g^oJ 

Nimmt  man  specieller  J,  =  g  -|-  Ä,  gj  =  5  +  2Ä,  gj  =  g  -j-  3Ä 
u.  B.  w.,  80  erhält  man  hieraus 

r Fie)de 

J  (g-^)(e—t-h)(0-i-2h)...(,g-t-nh) 

(-  1)"  2i«     (»)oF(g)  —  (w),  !■(£  +  fe)  +  (w)2.F'(S  +  2ft) 

1.2,..«'  Ä" 

oder,  wenn  rechter  Hand  die  Anordnung  der  Summanden  umgekehrt 
wird, 

r F(,z)de 

J  (e-^-)(js-^-h)(z-l-2h)  .  .  .  (z  —  t-nh) 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für   unendlich  abnehmende  ^f  =  h 
folgt  noch 

r  F(z)dz    _  2i« 

33)  J  (^_g)»  +  .  -  1.2.3...»  ^  ^^^- 

Der  hier  vorkommende  Ausnahmepnnkt  ist  gewissermaassen  als 
ein  (*i+  l)facher  zu  betrachten,  weil  sich  in  ihm  die  w  +  1  vor- 
herigen Ausnahmepunkte  vereinigt  haben. 

VI.  Die  vieldeutigen  Integrale. 

Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  stillschweigend  ange- 
nommen, dasB  der  Integrationsweg  eine  einfache  geschlossene  Curve 
sei,  welche  einen  gegebenen  Ausnahmepunkt  nur  einmal  umläuft; 
diese  Beschränkung  wollen  wir  jetzt  aufheben,  also  eine  mehrmalige 
Umkreisung  eines  Ausnahmepunktes  zulassen. 
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Als  Integrationsweg  nehmen  wir  zuerst  die  Curve  A  B  CDECFA, 
welche  sich  in  G  selber  schneidet  und  den 
Ausnahmepunkt  T  zweimal  umkreist  (Fig.  24). 
Zieht  man  die  beiden  Verbindungslinien  AD 
und  AE  so,  dass  der  Raum  ADE  den  Aus- 
nahmepunkt T  nicht  enthält,  was  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich  ist,  so  lasst  sich  der 
von  D  bis  E  reichende  Theil  des  ganzen  In- 
tegrationsweges durch  den  Weg  DAE  er- 
setzen, man  erhält  daher  als  gesammten  neuen 
Integrationsweg  die  Curve  ABCDAECFA, 
welche  in  die  beiden  einfachen  Curven  AB  CDA  und  AECFA  zer- 
fällt    Nun  isi 

liABGDAEOFA)  =  I(ABCDA)  +  liAECFA)-, 

jedes  der  Integrale  rechter  Hand  reducirt  sich  wie  früher  auf  das 
Integral  längs  eines  unendlich  kleinen  um  T  beschriebenen  Kreises, 
und  hat  den  Werth  2tJrA;  der  Werth  des  ganzen  Integrales  ist  da- 
her =  4t9rA,  da  beide  Umläufe  nach  derselben  Richtung  vor  sich 
gehen. 

Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  ein  dreimaliger  Umgang  ABCDEFG 
(Fig.  25)  in  den  Doppelumgang  ABCDEA  und   in  den  einfachen 
Fig.  26.  Umgang  AFGA  zerlegen;   der  Werth 

des  Integrales  ist  dann  6i7tX.  Ueber- 
haupt  entspricht  einem  n- maligen  Um- 
gange der  Integralwerth  2ni7tX  oder 
—  2nt9rA,  jenachdem  der  Umgang  in 
der  positiven  oder  negativen  Drehungs- 
richtung erfolgt  ist. 

Hieran  knüpft  sich  eine  allgemeine 
Bemerkung  rücksichtlich   des  zwischen 
gegebenen  Grenzen  z  •=  e^  und  z  z=.  Zi  jfenommenen  Integrales 


/. 


f{z)dz 


für  den  Fall,  dass /(;?)  bei  irgend  welchen  Werthen  von  z  discon- 
tinuirlich  oder  unendlich  werden  kann.  Ist  nämlich  nur  ein  Aus- 
nahmepunkt für  Ä  =  £  vorhanden  und  sind  die  Punkte  J.,  H,  Tdie 
Repräsentanten  der  Werthe  z  =  Zq,  z  =  Zu  z=l  (Fig.  26  a.f.S.),  so 
besteht  die  allgemeinste  Art  des  Ueberganges  von  A  nach  H  in  der 
Verfolgung  einer  Curve,  welche  von  A  ausgeht,  den  Punkt  T  mehrfach, 
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etwa  n-inal,  umkreist  und  in  H  endigt     Der  Specialfall,  wo  keine 


Fig.  26. 


0 


€V 


Umkreisung  des  Ausnahmepunktes 
stattfindet,  ist  hierin  mit  enthalten, 
weil  es  freisteht,  n  =  0  zu  nehmen. 
Man  kann  nun  von  A  aus  nach  einem 
gegen  das  Ende  des  Weges  hin  lie- 
genden Punkte  G  die  Verbindungs- 
linie AG  %o  ziehen,  dass  der  von 
den  Linien  AG^  GH  und  von 
der  Geraden  AH  begrenzte  Raum 
AGH  den  Ausnahmepunkt  T  nicht 
enthält  Der  Integrationsweg  GH 
lässt  sich  dann  durch  den  Weg  GAH  ersetzen.  Der  gesammte 
Weg  des  e  zerfallt  hiermit  in  die  geschlossene,  von  A  ausgehende 
und  nach  n  Umläufen  wieder  in  A  anlangende  Curve  ABGA  und 
in  die  Gerade  AH  Berücksichtigt  man  noch,  dass  die  Curve  ABGA 
dem  n*  maligen  Umlaufe  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  äquiva- 
lent ist,  so  hat  man  den  Satz:  alle  möglichen  Integrationswege  zwi- 
schen A  und  H  reduciren  sich  zuletzt  auf  eine  beliebig  vielfache 
Durchlaufung  eines  um  T  beschriebenen  Elementarkreises  und  auf 
den  geradlinigen  Weg  AH  Dieses  Theorem  ist  leicht  in  einer  For- 
mel darzustellen,  wenn  man  mit 


/ 


f{e)dz 


denjenigen  Werth  bezeichnet,  welchen  das  obige  Integral  bei  der 
Integration  längs  der  Geraden  AH  erreicht;  es  ist  dann 

i  f(e)dß  =    Sf{z)äz  ±  2ni7tX, 

wobei  die  verschiedenen  '^^rzeichen  den  verschiedenen  Drehungsrich- 
tungen  entsprechen.  Wie  man  sieht,  ist  ein  Integral  unendlich  viel- 
deutig, sobald  ein  Ausnahmepunkt  vorkommt. 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die 
Function  f{js)  zwei  Ausnahmepunkte  besitzt  Als  Integrationsweg  zwi- 
schen A  und  H  nehmen  wir  zunächst  eine  Curve,  die  von  A  ausgeht, 
erst  den  einen,  dann  den  anderen  Ausnahmepunkt  mehrmals  umwin- 
det und  in  H  endigt  (Fig.  27).  Ersetzt  man  den  Bogen  EF  durch 
EAF  und  analog  G^ IT  durch  GAH,  so  zerfallt  der  gesammte  Integra- 
tionsweg in  zwei  geschlossene  Curven,  von  denen  die  eine  den  ersten, 
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die  andere  den  zweiten  Ausnahmepunkt  mehrfach  umkreist,  und  in  die 


Fig.  27. 


gerade  Linie  AH,  Das  all- 
gemeine '  Integral  besteht 
daher  aus  dreiXheilen;  die 
beiden  ersten  Theile  ent- 
sprechen beliebig  vielen  Um- 
läufen in  Elementarkreisen 
um  die  Ausnahmepunkte; 
der  letzte  Theil  ist  das  ge- 
radlinige Integral  zwischen 
den  gegebenen  Grenzen.  Bei 
umgekehrter  Anordnung  hat 
man  demnach,  wenn  %  und 
W2  die  Umlaufszahlen. bedeuten, 

Jf{z)dß  =  jimdz  +  2in{±n^X,±n^k,). 

Man  kann  sich  auch  vorstellen,  dass  der  Integrationsweg,  von  A  aus- 
gehend, zunächst  den  ersten  Ausnahmepunkt  j9-mal  umkreise,  dann 
den  zweit-en  Ausnahmepunkt  n>-mal,  hierauf  wieder  den  ersten  g-mal 
und  nun  erst  dem  Punkte  H  zulaufe.  Dies  ändert  aber  nichts  an  der 
obigen  Formel.  Wie  leicht  zu  sehen  ist,  besteht  das  Integral  in  die- 
sem Falle  aus  vier  Theilen;  die  ersten  drei  sind  +  2t;r|)Ai,  +2inn2^i 
+  2i7cqXiy  den  letzten  bildet  wieder  das  geradlinige  Integral.  Durch 
Zusammenziehung  von  +  i?  i  2  in  +  Wi  erhält  man  wieder  die  vo- 
rige Gleichung. 

Sind  überhaupt  Je  Ausnahmepunkte  vorhanden,  so  gilt  die  allge- 
meine Formel 

f(e) dz  —    ([/{z) dz  4-  2t3r(+  wi Aj  +  ng Aj  ±  •  •  •  ±»aA»), 

und  es  ist  dabei  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  die  Umläufe  um 
die  Ausnahmepunkte  gedacht  werden.  Nur  mag  noch  einmal  daran 
erinnert  sein,  dass  die  ganze  Betrachtung  eine  monodrome  Function 
.'(js)  voraussetzt,  weil  im  Gegenfalle  die  vorgenommenen  Wegever- 
legungen (z.  B.  EAF  statt  EF  in  Fig.  23)  nicht  erlaubt  sein  würden. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  die  Function 


Digitized  by 


Google 


76  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

welche  nur  einen  Ausnahmepunkt  für  a  =  0  besitzt.  Hier  ist  A  =  l 
mithin  f ur  ^e^o  =  1  und  Zi  =  z 

z  t 

J  —  dz  =    11 — dz  +  2tn3r. 
1  1 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  der  eindeutige  Logarithmus  von  j?, 
d.  h.  derjenige  Logarithmus  von  Zy  welcher  für  j?  =  1  verschwindet; 
das  Integral  linker  Hand  ist  der  allgemeine  Logarithmus  von  ier,  den 
wir  mit  Lz  bezeichnen  und  durch  die  Gleichung  e^'  =  z  definiren. 
Die  Formel  lautet  demnach 
35)  Lz  ^=lz  +  2in7t, 

■  und  enthält  den  bekannten  Satz  von  der  unendlichen  Vieldeutigkeit 
des  allgemeinen  Logarithmus.  Wäre  diese  Function  nicht  schon  aus 
der  Algebra  bekannt,  so  würde  man  sie  durch  die  Integralrechnung 
kennen  g'^lernt  und  mittelst  der  Gleichung 

Lz  =   I  — dz 
1 
deünirt  haben;  diese  Definition  hätte  dann  auch   die  Vieldeutigkeit 
von  Lz  gezeigt,  sobald  nur  alle  möglichen  Integrationswege  zwischen 
£?  =  1  und  z  ■=^  z  berücksichtigt  wurden. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

welche  zwei  Ausnahmepunkte  an  den  Stellen  z  =  -^  i  tmd  z  =  —  i 
besitzt.     Es  ist  hier 

,  j.  d ^.  1  1 

1  +  ( —  t  +  0)2  —  2t -\-  0  2% 

mithin  für  ;?o  =  0,  ;e?i  =  ;?, 


/i 


^^=  /t— r^^-^  +  ^(i**i±^)» 


1   +  ;er2  ^/  1   +  ;^2 

0  0  ' 

wobei  +  ih  +  W2  zu  einer  beliebigen  ganzen  positiven  oder  nega* 
tiven  Zahl  n  zusammengezogen  werden  kann.  Das  Integral  rechter 
Hand  ist  =  arctan  ;8f  in  dem  gewöhnlichen  eindeutigen  Sinne,  wonach 
arctanO  verschwindet;  das  Integral  linker  Hand  bezeichnen  wir  mit 
Arctan  z  und  verstehen  darunter  irgend  einen  Bogen,  der  z  zur  Tan- 
gente hat.     Die  Gleichung 
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36)  Arctanz  =  arctane  +  «sr 

enthält  nun  den  bekannten  Satz,  daes  einer  gegebenen  Tangente  un- 
endlich viele  Bögen  entsprechen,  die  um  je  n  von  einander  difFe- 
riren. 

Eine  etwas  andere  Behandlung  verlangt  die  Function 

1 


m  = 


Fig.  28. 


weil  dieselbe  nicht  mono« 
drom  ist  imd  für  jer  =  + 1 
sowie  für  z  -=:  —  1  gleich- 
zeitig Ausnahmepunkte  und 

Yerzweigungspunkte  be- 
sitzt, welche  in  Fig.  28  mit 
Fl  und  ^2  bezeichnet  sind. 
Analog  dem  vorigen  Bei- 
spiele soll  hier  der  Werth 
des  allgemeinen  Integrales 


* 


■de 


für  einen  ganz  beliebigen  Integrationsweg  untersucht  werden,  oder, 
was  dasselbe  ist,  man  verlangt  alle  möglichen  Werthe  von  Aresin  z^ 
wenn  unter  diesem  Zeichen  irgend  ein  Bogen  verstanden  wird,  der  e 
zum  Sinus  hat. 

Dem  Werthe  z  =z  0  entsprit^ht  der  Anfangswerth  /(O)  =  i  I ; 
um  diese  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  wollen  wir  /(O)  =  -f"  ^ 
nehmen,  also  nur  den  einen  Zweig  der  Curve  beachten.  Ferner  sei 
der  Punkt  P  der  Repräsentant  der  oberen  Integrationsgrenze  z\  wir 
haben  dann  wieder  zu  untersuchen,  welche  Werthe  das  vorige  Inte- 
gral annimmt,  wenn  der  Integrationsweg,  von  0  ausgehend,  die  Punkte 
Fl  und  F^  mehrfach  umwindet  und  in  P  endigt. 

Lassen  wir  zunächst  die  Yariabele  z  von  0  aus  die  geschlos- 
sene Curve  OMiNiO  durchlaufen,  welche  den  Punkt  Fi  einmal  um- 
kreist, so  können  wir  wie  früher  diesen  Weg  mittelst  zweier  Hülfs- 
linien  auf  die  Gerade  OJ.i,  den  Kreis  ÄiBi  Gi  und  die  Gerade  AiO 
zurückführen.  5ei  einer  monodromen  Function  würde  der  Werth, 
den  f{z)  im  Anfangspunkte  Ai  des  Kreises  hat,  derselbe  sein,  wie  der 
Endwerth,  den  f{z)  nach  Durchlaufung  des  Kreises  bei  der  Rückkehr 
in  Ai  erhält;  bei  der  vorliegenden  ^nction  verhält  sich  aber  die 
Sache  gerade  umgekehrt,  weil  Vi  —  z^  beim  Umlaufe  um  den  Yer- 
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zweiguugspunkt  sein  Vorzeichen  ändert  (Seite  45).  Die  Function 
ist  daher  positiv  auf  dem  Hinwege  OÄi,  negativ  auf  dem  Rückwege 
Äi  0,  und  wenn  z  wieder  nach  0  zurückgelangt  ist,  hat  f(e)  den 
Werth  —  1  angenommen.  Dieser  Umstand  influirt  wesentlich  auf 
das  Integral  ff(js)dz^  wenn  dasselbe  längs  der  Curve  OMiNiO  ge- 
nommen wird;  in  der  Gleichung 

1(0 M,N^  0)  =  J(O^i)  +  I{A^B^  GiAi)  +  I{A,  0) 
heben  sich  nämlich  die  Integrale  I{OAi)  und  I{Ai  0)  nicht  auf, 
vielmehr  geben  sie  zusammen  2I{0A{).  Setzen  wir  AiFi  =  r, 
schreiben  im  ersten  und  letzten  Integrale  x  statt  z,  substituiren  im 
zweiten  Integrale  jer  =  1  —  r  e*ö  und  bezeichnen  den  absoluten  Werth 
von  Vi  —  if3  mit  (Vi  —  e^),  so  haben  wir 

I(OMiNiO) 

yl—r  2n  0 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  r  wird 
hieraus 

I(OMiNiO)  =  7C. 
Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi  bleibt  diese  Betrachtung  im  We- 
sentlichen dieselbe,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen,  weil  jetzt  f(z) 
mit  dem  vorhin  erwähnten  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
werthe  +  1  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also  der  In- 
tegralwerth  —  ar.  Bezeichnet  i«(J^i)  den  Werth,  welchen  das  In- 
tegral nach  n  Umläufen  um  i^i  erhält,  so  ist 

MF0  =  O,    MFi)  =  n,    J4(fi)  =  0,    MFi)  =  :>t 

Eine  gerade  Anzahl  von  Umläufen  giebt  demnach  Dasselbe  wie  kein 
Umlauf,  und  wenn  daher,  überhaupt  von  Umkreisungen  des  Punktes 
Fl  die  Hede  sein  soll,  so  muss  deren  Anzahl  eine  ungerade  Zahl  aus» 
machen. 

Nach  einer  solchen  Reihe  von  Umläufen  ist  z  wieder  zu  Null, 
f(z)  zu  —  1  geworden,  und  man  kann  jetzt  zu  Umläufen  um  F2 
übergehen.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  er- 
giebt  sich  hierbei,  wenn  für  das  Integral  längs  des  Kreises  A2B2  G2A2 
die  Substitution  z  =  —  1  +  rc'^  benutzt  wird, 

— (1— r)  27r  0 

**  "   %  -d-r) 

und  bei  verschwindenden  r 
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Nach  diesem  Umgänge  hat  die  Function  den  Werth  +  1  erhalten, 
welcher  dem  Anfangswerthe  entgegengesetzt  ist.  Geht  man  wieder 
von  diesem  Werthe  aus,  so  findet  man  für  den  zweiten  Umlauf  den 
Integral  werth  —  ar,  folglich 

1,{F2)  =  0,    Is(F,)  =  ^.    J4(JP2)  =  0,    I,(F2)  =  n, 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  zwischen  jer  =  0  und  s  rzz  g 
besteht  nun  darin,  dass  man  erst  a-mal  den  Punkt  l^i  umkreist,  dann 
/3-mal  den  Punkt  F2,  hierauf  wieder  y-mal  um  Fi,  Ä-mal  um  F2 
u.  8.  f.  und  zuletzt  längs  der  Geraden  von  0  nach  P  geht.  Der 
Werth  des  allgemeinen  Integrales  ist  hiernach  gleich  der  Summe  von 

Ia{F,)  +  Jß{F,)  +  Iy{F^)  +  Ii{F^)  4-  •  •  •  • 
vermehrt  um  das  geradlinige  Integral  zwischen  0  und  z.  Hierbei  sind 
aber  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Hört  man  mit  Umkreisungen  des 
Punktes  F2  auf,  so  enthält  die  vorstehende  Beihe  der  I  eine  gerade 
Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  /^(Fs)  ist  und  wobei  ce,  /3, 
7^,  .  .  .  ft  ungerade  Zahlen  bedeuten,  weil  sonst  die  betreffenden  Um- 
läufe gar  nicht  zu  rechnen  wären;  als  Summe  der  obigen  Beihe  hat 
man  jetzt  2n9r,  wo  9»  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Nach  diesen 
Umläufen  kommt  f{z)  mit  dem  Werthe  /(O)  =  +  1  in  0  an,  mit- 
hin ist 

Hört  man  dagegen  mit  Umgängen  um  F\  auf,  so  enthält  die  Beihe 
der  J  eine  ungerade  Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  lyiF^ 
ist;  die  Summe  beträgt  daher  (2w  +  l)a:.  Dann  kommt  aber  f{z) 
mit  dem  Werthe /(O)  =  —  1  in  0  an  und  es  wird 

r      1-,    e?;er  =  (2n+l)gr4-  /     ,,/         .dz. 
jyVl_^2  VT/         Jl  _{yi^gi) 

Zu  untersuchen  ist  nur  noch,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
man  umgekehrt  verfahrt,  d.  h.  mit  /(O)  ==  -|-  1  anfangend ,  zuerst 
F2 ,  dann  F\^  dann  wieder  F2  u.  s.  w.  umkreist,  so  dass  die  Beihe 
der  I  lautet 

J«(FO  +  lß{F,)  +  Iy{F,)  +  Jcf(FO  +  •  •  •  • 
Man  findet  nun  leicht  l^OM^NiO)  =  ly  (F2)  =  —  ;r  und  ersieht 
daraus  ohne  Bechnung,  dass  es  in  den  obigen  Gleichungen  nur  einer 
Vorzeichenänderung  bedarf,  um  sie  dem  jetzigen  Falle  anzupassen. 

Alles  Bisherige  zusammen  führt  zu  deh  zwei  Formeln 
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37)  Aresin  e  =  +  2«3r  +  aresin  z^ 

38)  Aresin  z  =  +  (2«+  l)jr  —  arcsingj 
welche  sich  in  die  eine  Gleichung 

39)  Aresin g  r=r  |ä  qp  (Ja  —  aresin z)  +  2m3t 
zusammenziehen  lassen. 

An  diese  Beispiele  knüpft  sich  noch  eine  allgemeine  Bemerkung. 
Man  sieht  nämlich,  dass  das  Integral  einer  Function,  die  Ausnahme- 
punkte oder  Yerzweigungspunkte  enthält,  im  Allgemeinen  unendlich 
vieldeutig  ist  und  dass  sich  die  verschiedenen  Werthe  desselben  um 
Vielfache  einer  gewissen  Constanten  unterscheiden.  Bei  Lz  ist  2  ix 
diese  Constante,  bei  Ardan  z  ist  sie  n^  bei  Aresin  z  beträgt  sie  2  x. 
Betrachten  wir  überhaupt  das  Integral 


/■ 


f{e)de 
als  Function  seiner  oberen  Grenze  z  und  setzen  demgemäss 

X 

f(z)de=  <p(e), 


ß 


nennen  wir  femer  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  und  y 
jene  Constante,  so  ist  bei  geradliniger  Integration 

q)(z)  =  «7, 
dagegen  hat  man  als  allgemeinen  Werth  des  Integrales 

(p(g)  =  w  +  ny. 
Hieraus  folgt  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  inversen  Func- 
tion von  9),  d.  h.  deijenigen  Function  1^,  welche  entsteht,  wenn  man 
die  Gleichung  (p(z)  =  t  nach  z  auflöst,  was  ein  Besultat  von  der 
Form  z  =  ilf(t)  giebt  Man  erhält  nämlich  für  den  Fall  der  gerad- 
linigen Integration 

z  =  rlf(iv) 
dagegen  im  Allgemeinen 

z  =  rlf(io  +  ny), 
mithin ,   weil  z  als  obere  Integrationsgrenze  in  beiden  Gleichungen 
dasselbe  ist, 

^(to  +  ny)  =  flf(w). 
Diese  Relation  zeigt,  dass  die  Function  ^  immer  wieder  dieselben 
Werthe  bekommt,  sobald  die  Yariabele  w  nm  y,  2y,  3y,  etc.  zu- 
oder  abnimmt,  dass  also  ^  eine  periodische  Function  von  w  ist. 
Die  Constante  y  heisst  dann  der  Index  (auch  Modulus)  derPeriodi- 
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cität.  Demnacli  muss  z.  B.,  wenn  Lz  =  w  gesetzt  wird,  die  inverse 
Function  z  =  e'*  als  periodificli  gelten,  und  zwar  ist  hier  der  Perio- 
dicitatsindex  y  imaginär  -=2%%,  Ebenso  fuhrt  die  Gleichung 
Ärdanz  =  w  zu  der  inversen  Function  tanw  mit  der  Periode  9r, 
endlich  giebt  Aresin  e  =  w  die  Function  sinw^  defen  Penodicitäts- 
index  =  2  sr  ist.  Wir  kommen  später  auf  diese  Betrachtungen  zur&ok. 

VIL    Die  Potenzenreilien. 

Eine  unendliche,  nach  Potenzen  der  complexen  Variabelen 
z  =.  X  '\-  iy  fortschreitende  Reihe,  also  eine  Reihe  von  der  allge- 
meinen Form 

40)  Co  +  Ci^  +  C^z'^  +  C?3^8  + 

nennen  wir  convergent,  wenn  sowohl  ihr  reeller  als  imaginärer  Theil 
für  sich  eine  convergirende  Reihe  bildet.  Diese  beiden  Bestandtheile 
sind  leicht  zu  sondern  mittelst  der  Substitutionen 

Gn  =  ^«(cösy„-t-«^^yn)»    ^  =  r(cos0  +«s«n0), 
von  welchen  die  erste  selbstverständlich  nur  für  den  Fall  gilt,  dass 
die  Coefficienten  complexe  Zahlen  sind;  die  erwähnte  Reihe  wird  dann 
zur  folgenden 

Zi  +  Äir  cös(yi  +  ö)  +  K^r'^cosiy^  +  2Ö)  + 

4-  f  {JEir5m(yi  +Ö)  +  K^r^sm{y^  +  2Ö)  + }. 

"Wie  man  leicht  bemerken  wird  (vergL  Bd.  I,  §.  40),  convergirt  jede 
dieser  Reihen  unter  der  Bedingung  2/im(Än*'**)  =  0,  welche  sicher 
erfüllt  ist,  wenn  die  Reihe 

Äi  +  KxT  +  K^r^  + 

convergirt*).    Dazu  gehört  nach  Bd.  1,  Seite  173,  dass 


*)  Es  möge  hier  folgende  allgemeinere  Bemerkung  Platz  finden. 
Bezeichnen  ^q,  t-^^  t^^  .  .  .  reelle  positive  Zahlen,  welche  eine  conver- 
girende  Reihe 

r=to  +  «i  +  *2  +  *8  + 

bilden,  sind  femer  ^^  ^,  ^2,  •  •  •  positive  echte  Brüche,  so  bildet  der 
Ausdruck 

eine  Function  von  n,  welche  gleichzeitig  mit  n  fortwährend  wächst,  aber 
immer  kleiner  als  T  bleibt;  dies  beweist,  dass  die  Reihe 

^>*o  +  Äi*i  +  A3fa  + 

mit  der  vorigen  zugleich  convergirt.  Sind  ferner  ^0,  /u,,  /"a»*«"  irgend 
welche  theils  positive,  theils  negative  echte  Brüche,  so  bilden  nach  dem 
Vorigen  die  positiven  Glieder  der  Reihe 

SohlSmilch,  AnalyBis.    IL  ($ 
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r  <  Lim—^ 

ist;  die  aofangs  erwähnte  Reihe  convergirt  demnach  unzweifelhaft, 
und  zwar  stärker  als  eine  geometrische  Progression,  wenn 

modz  <^  mod  (  Lim -p^-^] 

genommen  wird.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

mod  [Lim  7^-^ )  =  B, 

so  kann  man  auch  sagen:  die  fragliche  Reihe  convergirt  für  alle  £r, 
deren  entsprechende  Punkte  innerhalb  eines  mit  dem  Halbmesser  H 
beschriebenen  Kreises  liegen.  Diesen  Kreis  pflegt  man  den  Conver- 
genzkreis  der  Reihe  zu  nennen. 

Mittelst  der  soeben  benutzten  Schlussweise  ergiebt  sich  auch, 
dass  die  Reihen 

IGi   +  2  02^  +  SCsJS^  +  4C4£r3  ^ , 


^^^    [  1. 2  C2  +  2.3  Osier  +  3.4  ^4^2  ^ 

u.  s.  w. 
convergiren,  sobald  die  entsprechenden  Reihen 

lÄi  +  2Äir  +  SKzT^  +  AK^r^  + , 

1.2Äi  +  2,3K,r^  +  3.4Ä4r2  H , 

u.  s.  w. 
die  nämliche  Eigenschaft  besitzen;  nach  einer  bekannten  Convergenz- 
regel  ist  dies  unter  der  gleichen  Bedingung 

r  <  Lim-^ 

der  Fall,  mithin  convergiren  die  Reihen  40)  und  41)  innerhalb  eines 
und  desselben  Convergenzkreises. 

Definirt  man  die  Functionen /(;8r),  /i(^),  /a(^),  etc.  als  Summen 
der  vorigen  Reihen,  nämlich 

far  sich  genommen  eine  convergirende  Reihe;  dasselbe  gilt  von  den 
negativen  Gliedern,  mithin  convergirt  auch  die  ganze  Reihe  und  zwar 
unbedingt,  weil  die  Convergenz  ungestört  bleibt,  wenn  statt  der  Facto- 
ren  /io,  ^1,  ff2  ^^-  ibre  absoluten  Werthe  genommen  werden.  Endlich 
folgt  noch,  dass  die  Convergenz  der  aus  positiven  Gliedern  bestehenden 
Reihe 

to.+  ti  +  h  +  h  + 

die  Convergenz  der  complexen  Reihe 

nach  sich  zieht,  falls  alle  ^  und  y  zwischen  —  1  und  -f- 1  enthalten  sind. 
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f{z)  =r  Co  +   C,z  +    C,;er2  ^        G,gz  ^ 

/2(;^)=  1.202       +2.3a3£r    -f- 


Bo  sind  dieselben  innerhalb  des  Gonvergenzkreises  endliche  Functio- 
nen von  z\  dass  sie  auch  eindeutig  sind,  versteht  sich  von  selbst, 
weil  eine  convergirende  Beihe  nicht  zwei  verschiedene  Summen  haben 
kann.  Wohl  aber  bedarf  es  einer  speciellen  Untersuchung,  ob  jene 
Functionen  stetig  und  monogen  sind.  Dieser  Discussiou  wollen  wir 
erst  eine  Bemerkung  voranschicken. 

Bei  ganzen  positiven  m  hat  man  nach  dem  binomischen  Satze 

(z-^^z)"^  —  z"^  =  mz^^-'^^z  +  \m(m  —  \)z'^-^  ^  e^'S, 
worin  zur  Abkürzung 

S  =  1  _^.  ^~  ^  ^  ^  (m~2)(m-3)  /^V  ^  _  _ 
3         z  3.4  \  ^  / 

gesetzt  worden  ist.     Nennt  man  p  den  Modul us  von ,  wonach 

z 

^:iz 

=  p  {cos  ^  -\-i  sin  d") 

z  • 

sein  möge,  so  erhält  S  die  Form 

S  =  ü  +  iV=  JP(cos6  +  isinö) 

nnd  zwar  ist 

U=  1   -\ QCOSd'  +  ^^ -^-4 'Q'^C0S2d'  +  ••••, 

o  o  •  4 

^  m  --  2      .   cv   ,    (w  —  2)  (m  —  3)    _  .    -  ^    , 

F=  — - — Qstnd^  +  ^ -^ ^-Q^stn2d'  + 

o  o  .  4 

Der  absolute  Werth  von  U  beträgt  weniger  als 

man  hat  folglich 

Femer  beträgt  der  absolute  Werth  von  F  woniger  als  (1  +  p)"»'"^ — 1 
oder  es  ist 

^»  <[(!+ (•)•»-" -1?. 
und  mit  der  vorigen  Ungleichung  zusammen 

ü^  +  F2  <  2(1  +  9)2»«-*  —  2(1  +  p)»»-»  4.  1. 
Wie  man  leicht  bemerkt,  gilt  für  jede  reelle  Zahl  g,  wenn  sie  mehr 
als  l  beträgt,  die  Ungleichung  6'" 
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daher  ist 

TP  +  72  <  f  (1  +  9)2"»-* 
oder,  wenn  die  Wurzel  ausgezogen  wird, 

i'<  1(1  +  9)»-'. 
Man  darf  daher 

setzen,  wo  X  einen  positiven,  weniger  als  i  betragenden  echten  Bruch 
bezeichnet.     Hiernach  ist 

S  =  2  A(l  +  p)«»-2  (cosö  +  isinc) 
und 

43)  (Är  +  -^;er)"»--;e?»»=m;er"'--l^£r-f  »i(m--l);er'"-2^^2A(l-fp)»»-2e«ff 

In  der  Gleichung 

44)  f(z)  =  Co  +  C,z  +  02^2  +  03^3  + 

ertheilen  wir  nun  der  Variabelen  JS  einen  Zuwachs  ^js  von  solcher 
Kleinheit,  dass 

mod —  =  o  < 1 

ß  T 

ist,  was  immer  geschehen  kann,  weil  r  <^  B  vorausgesetzt  wird  und 

B 

daher 1  einen  positiven   die  Null  übersteigenden  Werth  hat. 

Es  ist  dann 
mod{z  +  ^z)  =  mod\z(l  -| jl  =  modz  •  mod(l  -| ^ j 

=  rVl  4-  2Qcosd'  +  ^^  <  r(l  +  q) 
mithin  um  so  mehr 

mod  (js  +  dz)  <  B-, 
demzufolge  liegt  z  -{-  dz  noch  innerhalb  des  Convergenzkreises,  und 
es  gilt  daher  die  Gleichung 

f{z-^dz)=  Co  +  (\{z  +  dz)  +  (k{z-\'dzy  + 

Diese  giebt  in  Verbindung  mit  Nro.  44)  und  unter  Anwendung  des 
Hülfssatzes  in  Nro.  43) 

=  ^e[lCi  +  2 Oj«  +  3 Cgüi  -I-  4 Ci;?'  + ] 

worin  ki,  Xj, ,  .  ,  positive  echte  BrQche,  0) ,  0: ,  .  .  .  ii^end  welche 
Bögen  bedeuten.     Die  erste  der  obigen  Reihen  convergirt  und  hat 
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eine  bestimmte  endliche  Summe,  die  schon  mit  fi(/si)  bezeichnet  wor- 
den ist     In  der  zweiten  Reihe  kann  man  den  allgemeinen  Term 

n(n  +  1)  C„  +  2A«^'*(1  +  QYicosö^  +  isin0„) 
durch  Einführung  der  Werthe 

Cn-^2  =  Kn  +  2icosy„^2  +  isinyn-\-2),    e  =  ricosd  +  isine) 
umformen;  derselbe  erhSltfdaun  die  Gestalt 

w  (n  +  1)  j^„  +  2  [r  (1  +  Q)yK  (cos  r„  +  i  sin  t„)  , 
iRfobei  es  auf  den  Winkel  r„  nicht  weiter  ankommt.  Die  zweite  Reihe 
wird  jetzt 

C2  +  2 . 3  Äi  r(l  +  q)  ^1  (costi  +  isinvi) 

4-  3 .  4Kz[r(l  +  Q)]^k2(co8t2  +  «sin Tg)  -|-  •  .  . 
Wegen  r(l  -\-  q)  <^  R  convergirt  die  Reihe 

2  .  3Ksr(l  +  ^)  +  3  .  4Kdr(i  +  Q)V  +  •  •  •  • 
und  da  sich  die  vorhergehende  nur  durch  die  echt  gebrochenen  Fao- 
toren 

Ai  cos  Vi ,     Xi  sin  t^ ,     A2  cos  Tq  ,     A3  sin  r2 ,  .  •  •  . 
davon   unterscheidet,  so  convergirt  auch  jene  Reihe.     Nach  diesen 
ErörteiTingeu  kann  man 

45)  f(z  +  ^z)  —  f(z)  =  fi  (z)  ^z  +  W^z'^ 

setzen ,  wo  /i  {£)  und  W  endliche  Grössen  sipd,  so  lange  z  +  ^z 
innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt. 

Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  Zweierlei.  Einmal  folgt  dar- 
aus für  unendlich  abnehmende  d  und  € 

Um\_f(z^S)  -/(^-«)]  =  0; 
die  Function  f(z)  ändert  sich  demnach   stetig  für  alle  innerhalb  des 
Convergenzkreises  liegenden  z.     Zweitens  ergiebt  sich  bei  unendlich 
abnehmenden  ^z 

die  Function  besitzt  demnach  einen  eindeutigen  Differentialquotien- 
ten, d.  h.  sie  ist  monogen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  beweisen  zusammen,  dass  die 
Summe  einer  unendlichen  Potenzenreihe  eine  synektische  Function 
ihrer  Variabelen  ist,  so  lange  die  letztere  innerhalb  des  Convergenz* 
kreises  bleibt. 

Hieran  knüpfen  sich  noch  zwei  andere  Bemerkungen.  Die  Reihe 
für  /i  {z)  war  aus  den  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  von 
f{z)  gebildet;  nachher  fand  sich,  dass  /i(^)  der  Differentialquotient 
von/(^),  also  =f(z)  ist,  mithin  besteht  der  Differentialquotient  von 
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der  Summe  einer  Potenzenreihe  aus  der  Summe  von  den  DiflFerential- 
quotienten  der  einzelnen  Glieder.  Kürzer  heisst  dies,  eine  Gleichung 
von  der  Form 

f{z)  =  Oe  +  C^z  +  G^z^  +  C3;er3  4-  .  .  .  . 
darf  ohne  Weiteres  difiPerenzirt  werden,  und  es  ist 

f{z)=      lCi4-      2  03jer+      ^C^z'^  ■\- . 

dann  wieder 

f\z)  =  1.2  02  +2.SCsZ  +3.4  04^2  + , 

U.  B.  W. 

Geht  man  umgekehrt  vom  Differentialquotienten  f(z)  zu  f(z)  zu- 
rück, so  folgt,  dass  eine  Potenzenreihe  ohne  Weiteres  zwischen  sol- 
chen Grenzen  integrirt  werden  darf,  die  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises  liegen;  der  Integrationsweg  bleibt  dabei  willkürlich  inner- 
halb des  Convergenzkreises. 

Wir  discutiren  noch  die  verwandte  Frage,  ob  ein  Integral   von 
der  Form 


F(z)(Go  +  Ciz  +  C2^^  +  Czz^  H )dz, 


worin  F{z)  eine  synektische  Function  bedeuten  möge,  auf  die  Summe 
von  den  Integralen  der  einzelnen  Glieder  zurückkommt,  ob  es  also 
der  Reihe 

CofFiz)dz  +  CijF{z)zdz  +  a2jF(z)z^dz  H 

Zq  '0  «0 

gleich  gesetzt  werden  darf;  wobei  natürlich  anzunehmen  ist,  dass  der 
Integrationsweg  innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt.  Noch  allge- 
meiner wird  diese  Untersuchung,  wenn  man  sich  statt  der  Potenzen- 
reihe irgend  eine  andere  Reihe  denkt,  etwa 

Zo  +  Zi  +  Zi  +  Z3  +.....  - 

welche  innerhalb  eines,  den  Integrationsweg  einschliessenden  Raumes 
convergiren  möge.     Zerlegt  man  die  vorliegende  Reihe  in 

Zo  +  Zi  4-  ^  +  ^3  +  •  •  •  • 

=  Zo    +   Zi    +   Z2    +   .   .  .    +   Zn^i   +   Bn, 

worin  selbstverständlich  Bn  ^=  Zn  -\'  Z„^i  +  etc.  ist,  so  erhält  man 
durch  Integration  der  einzelnen  Ausdrücke  rechter  Hand 
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fF(z){Z,>  +  2i  +  Z,  H }de-  jF(e)Rnde 

=  J F(z)Zodz  +  jF{z)Zidz  -\ +  jF{z)Zn^idz. 

za  «0  «0 

Aus  der  Gleichung 

J?„  =  Zo  +  Z,  +  Z2  + (Zo  +Zi  +  .  .  .  +  Z^^r) 

folgt  nun,  weil  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Subtrahend  densel- 
ben und  zwar  endlichen  Werth  erlangt,  welchen  der  Minuend  schon 
besitzt,  LimBn  =  0;  es  kann  daher  auch  das  Product  aus  der  end- 
lich bleibenden  Function  F{z)  und  der  unendlich  abnehmenden  Grösse 
Bn  beliebig  klein  gemacht  werden.  In  Folge  dieses  Umstandes  ist 
wieder  *) 

Umlj  F{z)Endz\  =  0, 


*)  Um  jedem  etwaigen  Zweifel  an  diesem  Schlüsse  zu  hegegnen,  fö« 
gen  wir  noch  folgende  Erläuterung  bei.  Es  sei  ^r  =  o?  +  ty,  F(z)Bn 
=  u«  +  tv«,  so  wird 

/  F(z)  Bn  dz  =    Hun  +ivn)  {dx  +  i  dy) 

«0 

=    /  Undx  +  i  I  Vndx 

+  i  j  Undy  -  j  Vndy, 

und  hierin  sind  m„,  t?«  Functionen  von  rc,  y,  n,  welche  für  unendliche 
n  gegen  die  Null  convergiren.  Zufolge  des  gegebenen  oder  willkürlich 
gewählten  Integrationsweges  kann  man  sich  ferner  y  als  Function  von 
X  vorstellen,  etwa  y  =  5p(a:),  und  diesen  Werth  im  ersten  Integrale  rech« 
ter  Iland  substituiren;  letzteres  erhält  dann  die  Form 


J 


Undx 


*0 

und  darin  ist  u«  nur  von  x  und  n  abhängig.  Dass  nun  dieses  Integral 
gleichzeitig  mit  Un  gegen  die  Null  convergirt,  folgt  sehr  leicht,  namentlich 
wenn  man  sich  das  Integral  als  Fläche  einer  Curve  denkt.  Für  das  nächste 
Integral  gelten  genau  dieselben  Schlüsse.  Bei  den  letzten  zwei  Integra- 
len bedarf  es  nur  der  kleinen  Modification,  dass  man  umgekehrt  x  durch 
y  ausdruckt,  also  auch  u»  und  Vn  als  Functionen  von  y  und  n  darstellt. 
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und  es  gilt  demnach  die  Gleichung 

46)              fF(z){Zo  +  Z,+  Z,  +  Z,  +  "  ']dz 
=  jF(e)Zo  de  +  jFiz)Z,  de  +  jF(,e)Zi  de  -\- 

«0  *0  '0 

vorausgesetzt,  dass  der  Integratiousweg  innerhalb  des  Convergenz- 
raumes  der  Beihe  Zo  +  Zi  +  etc.  liegt,  und  dass  F(js)  innerhalb 
des  Integrationswcges  synektisch  bleibt 

Die  vorigen  Betrachtungen  lassen  sich  mit  geringen  Modifica- 
tionen  auf  solche  Reihen  ausdehnen,  welche  nach  absteigenden  Po- 
tenzen von  z  fortschreiten,  d.  h.  auf  Reihen  von  der  Form 

^«  +  —  +  1^  +  1^  + 

Zunächst  findet  man  leicht,  dass  die  vorliegende  Reihe  unter  der  Be- 
dingung 

mod  z  >>  mod  ( lAm      "*    j 

conVergirt,  dass  sie   also  ausserhalb  des  Kreises  convergent  bleibt, 

innerhalb  dessen  die  frühere  Reihe  convergirte.  Setzt  man  —  =  w, 

z 

sind  Fi  —  j  für  jer  >  E,   sowie  F(u)  für  w  <;  JB   gleichzeitig 

synektisch,  und  es  reicht  diese  Bemerkung  aus,  um  die  früheren 
Sätze  auf  den  gegenwärtigen  Fall  zu  übertragen. 

Um  nun  die  allgemeinen  Bedingungen  zu  erhalten,  unter  wel- 
chen eine  Function  F(j})  in  einer  Potenzenreihe  entwickelbar  ist,  er- 
innern wir  an  die  am  Ende  des  Abschnittes  V.  bewiesenen  Formeln 
22)  und  24).  Bleibt  nämlich  die  Function  F{z)  synektisch  innerhalb 
eines  bestimmten  Raumes  und  wählt  man  femer  als  Integrationsweg 
für  z  eine  innerhalb  desselben  Raumes  liegende  geschlossene  Curve, 
welche  den  Punkt  f  einmal  umkreist,  so  hat  man  die  beiden  Formeln 

F^'^Ht)      _  j_  r    F(z) 

1  .  2  .  3  .  .  .  M~  2i7cJ  (^  —  g)«+i      ' 

und  wie  leicht  zu  sehen  ist,  enthalten  die  Gültigkeitsbedingungen  der^ 
selben  keine  überflüssige  Einschränkung.  Wenn  nun  F(z)  synektisch 


so 
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bleibt  für  jedes  z ,  desBen  Modulus  weniger  als  eine  bekannte  Grösse 
i2  beträgt,  und  wenn  zugleich  mod^  <!^  22  ist,  so  kann  man  als  In- 
tegrationsweg einen  um  den  Coerdinatenanfang  beschriebenen  Kreis 
wählen,  dessen  Badius  ^  mod^  aber  <i  B  ist;  dieser  Kreis  um- 
schliesst  den  Punkt  £,  und  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  ist 
mod0  >>  niod^.  Zufolge  des  letzferen  Umstandes  gilt  die  Reihen- 
entwickelung *) 

1  1  1       _    1  5  j:^ 

und  man  hat  daher  nach  der  ersten  der  vorigen  Formeln 

+  JLrm,,  + 

oder,  wenn  man  beide  Formeln  für  £  =  0  anwendet, 

nt)=w)  +  ia5)+i^  + 

Durch  diese  Formel  wird  der  Satz  von  Mac  Laurin  auf  complexe 
Yariabele  ausgedehnt,  und  zwar  unter  der  Bedingung,  dass  der  Mo- 
dulus von  £  kleiner  als  der  Badius  des  Kreises  ist,  innerhalb  dessen 
die  zu  entwickelnde  Function  synektisch  bleibt.  Die  Convergenz  der 
erhaltenen  Beihe  versteht  sich  von  selbst,  weil  die  Beihe  einer  end- 
lichen Grösse  F(5)  gleich  ist**). 

Dieses  einfache  Theorem  gewährt  dadurch  einen  wesentlichen 
Yortheil,  dass  es  die  Untersuchung  über  den  Best  der  Mac  Laurin '- 


*)  Als  identische  Gleichung  gilt  die  Formel 

^^  =  1  +  2  +  2«  +  •  •  •  +  «•-' 

ebenso  für  complexe  wie  für  reelle  q.    Setzt  man 

2  =  r  (cos  e  +  i  sind) , 
so  ist  bei  echt  gebrochenen  r  und  unendlich  wachsenden  n 

Lim  (r»)  =  0, 
mithin  auch 

Lim{q'')  =  JWm[r«(co«nö  +  »«nnö)]  =  0, 
und  man  erhält  die  Formel 

i4-^  =  i +  «  +  «»  + «»  +  ••••, 

deren  Gültigkeit  hiernach  an  die  Bedingung  modq  <  1  gebunden  ist. 

*♦)  Ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  rühren  diese  Betrachtungen  von 
Cauchy^her  (Considerations  nouvelles  sur  la  theorie  des  suites  et  sur 
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Bclien  Keihe  yöl]ig  erspart  und  unmittelbar  aus  der  Natur  einer  ge- 
gebenen Function  die  Bedingungen  ihrer  Entwiekelbarkeit  erkennen 
lässt.  Ist  z.  B..  [i  keine  ganze  positive  Zahl,  so  bleibt  die  Function 
(1  +  jp)."  eindeutig,  endlich  und  stetig,  wenn  man  von  dem  Anfangs* 
werthe  lf*  =  l  ausgeht  und  den  Modulus  von  e  die  Einheit  nicht  er- 
reichen lässt,  während  fürwoi;8f  =  l  ein  Verzweigungspunkt  auftritt. 
Der  allgemeine  binomische  Satz  gilt  daher  für  jedes  JS,  dessen  Modulus 
unter  der  Einheit  liegt.     Ein  anderes  BeispieMiefert  die  Function 


welche  für  z  =  i  ,  2n  discontinuirlich  und  zugleich  unendlich  wird, 
aber  für  jedes  e,  dessen  Modulus  weniger  als  27C  betragt,  synektisch 
bleibt;  die  Entwickelung  dieser  Function  ist  daher  an  die  Bedingung 
modis  <^27C  gebunden. 

Wir  kehren  noch  einmal  zu  den  vorigen  allgemeinen  Formeln 
zurück,  um  mit  wenigen  Worten  zu  zeigen,  wie  sich  auf  ähnliche 
Weise  die  Taylor' sehe  Reihe  entwickeln  lässt.  Hält  man  nämlich  die 
früheren  Bedingungen  fest  und  ersetzt  den  Nenner  e  —  £  durch  z  —  y 
—  ^  —  y\  80  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

^      1      rF{z)dz        £~y  rF{z)dz       (£~y)^  rF{z)dz 
2inJ  z  —  y   '^    2i7t  J  (z  —  y)^'^     2iJt  J  (z  —  yy'^'" 

=  Fiy)  +  ^-^F\y)  +  ^l^r\y)  +  .••., 

welche  fär  g  =  y  -f  Ä  den  Taylor'schen  Satz  darstellt.  Zur  Gül- 
tigkeit der  Entwickelung  gehört,  dass  modh  weniger  beträgt  als  der 
Modulus  desjenigen  £r,  für  welches  F(y  +  z)  aufhört  synektisch  zu 
sein. 

Die  vorigen  Betrachtungen,  welche  auf  der  Voraussetzung  be- 
ruhten, dass  F{z)  innerhalb  einer  Kreisfläche  synektisch  bleibe,  ge- 
statten noch  eine  wesentliche  Verallgemeinerung,  sobald  man  sich 
eine  Function  F{z)  denkt,  die  innerhalb  eines  ringförmigen  Raumes 
synektisch  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  um  den  Ooordinatenanfang 
zwei  Kreise  von  der  Beschaffenheit  construiren,  dass  F{z)  sowohl  auf 


les  lois  de  leur  convergence  in  den  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique 
mathematique;  livraison  9,  Paris  1840).  Den  Herleitungen  von  Caucby 
und  seinen  Nachfolgern  (Puiseux,  Briot  und  Bouquet)  fehlt  indes- 
sen der  jedenfalls  erforderliche  Nachweis,  dass  man  unendliche  complexe 
Reihen  ohne  Weiteres  integriren  darf. 
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als  zwischen  beiden  Kreisumfängen  synektisch  bleibt;  innerhalb  des 
entstandenen  Ereisringes  möge  wieder  der  Punkt  t  liegen.  Bezeich- 
net ro  den  Badius  des  inneren  Kreises  und  wird  die  Peripherie  des 
letzteren  als  Integrationsweg  des  e  genommen,  so  hat.  das  Integral 


L 


(ro) 


dz 


einen  gewissen  Werth  TF,  welcher  nur  von  den  etwaigen  innerhalb 
des  Kreises  (ro)  liegenden  Ausnahmepunkten,  nicht  aber  von  £  ab- 
hängt, weil  dieser  Punkt  ausserhalb  des  genannten  Kreises  liegt. 
Nimmt  man  dagegen  den  grösseren,  mit  dem  Radius  ti  beschriebe- 
nen Kreis  zum  Integrationsweg,  so  enthält  das  Integral 

nicht  nur  alle  vorherigen  Ausnahmepunkte,  sondern  auch  den  Aus- 
nahm epuukt  £  und  zwar  nur  diesen  einen  mehr,  weil  F{z)  innerhalb 
des  Kreisringes  synektisch  ist  und  daher  F{z)  :  {e  —  5)  innerhalb 
dieses  Raumes  nur  für  /s  =  ^  unendlich  wird.  Zufolge  dieser  Be- 
merkungen gelten  die  beiden  Formeln 

■FW 


/-. 


1-t 

(ro) 


de=  W, 


—^^de=  W  +  2inF{t), 


rr.)'-^ 

und  man  erhält  daraus  durch  Subtraction 
F(z) 


dg  -  Jl^d»  =  2ixF(t) 


oder 


n)  (ro) 


Im  ersten  Integrale  ist  fi  =  modjs  >>  woJf ,  also  wie  früher 

1       _    1  S  g^ 

7^  "T  +  l^  +  li""'  ' 

im  zweiten  Integrale  ist  ro  =  mode  <  wodf ,  mithin 


1  z  ß^ 


g-^~  e  ^  e^  ^  £8 

und  nach  Substitution  dieser  Reihen  erhält  man  durch  Integration 
der  einzelnen  Glieder  ein  Resultat  von  der  Form 
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F(i)  =  oo  +  a,g  +  ojg»  +  Oäg»  +  •  .  • . 

Ist  also  F(js)  synektißch  innerhalb  eines  Kreißringes  und  liegt  5  in- 
nerhalb desselben  Ringes,  so  lässt  sich  F(^)  in  eine  Doppelreihe  ver- 
wandeln, die  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von  f  fort- 
schreitet*). Die  Coefficienten  a©,  «i,  0-2  etc.  sind  die  nämlichen  wie 
in  der  Mac  Laurin'schen  Reihe;  die  Coefficienten  6^,  h^  etc.  be- 
stimmen sich  mittelst  der  Formel 


MtcJ 

(ro) 


Zn-lFi8)dS. 


Als  Beispiel  kann  man  die  Function 


nehmen,  wenn  man  fnoda  <^  mod^  <^  modß  voraussetzt;  es  ist  dann  ro 
zwischen  moda  und  modtt  ri  zwischen  mod^  und  modß  zu  wählen. 

Wir  betrachten  schliesslich  noch  den  Fall,  wo  F(jsi)  ausserhalb 
eines  mit  dem  Radius  ro  beschriebenen  Kreises  synektisch  bleibt,  so 
dass  Ti  beliebig  gross  genommen  werden  darf.  Das  erste  Integral 
in  Nro.  47)  lässt  sich  dann  durch  Einführung  von  J3  =  riC*^  folgen- 
dermaassen  darstellen: 

in)  Ol e   *^ 

und  wenn  F(rie*^  bei  unendlich  wachsenden  ri  die  Null  zur  Grenze 
hat,  so  convergirt  der  Werth  des  vorstehenden  Integrales  ebenfalls 
gegen  die  NulL     Die  Formel  47)  reducirt  sich  dann  auf 

48)  m  =  ^f:^/^ 


(ro) 


und  giebt  die  Entwickelung 

F(0  =  ^  +  ^  +  ^  +  ---- 

Letztere  gilt  demnach,  wenn  F(/)  ausserhalb  eines  bestimmten  Krei- 
ses (ro)  synektisch  bleibt,  wenn  zweitens  F(ri&^)  f ür  ri  =  00   ver- 
schwindet, und  wenn  drittens  mod^  >  modr^  ist. 
Ein  Beispiel  hierzu  liefert  wieder  die  Function 


♦)  Das  obige  Theorem  ist  von  Laurent  gefunden  worden;  s.  Briot 
und  Bouquet,  Theorie  d.  period.  Funct.  Nro.  30. 
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wenn  moda  <;  modß  <  mod^  genommen  wird,  in  welchem  Falle 
ro  einen  beliebigen,  zwischen  modß  nnd  modi  einzuschaltenden  Werth 
besitzt. 


VUL    Die  Facultätenreihen. 

Bereits  in  Thl.  I,  S.  169  wurde  für  einen  speciellen  Zweck  eine 
Heihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder  Quotienten  aus  je  zwei 
Facult&ten  sind;  wir  betrachten  hier  diese  Reihe  noch  einmal  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  vorkommenden  Grössen  complexe  Zahlen 
sind,  und  wollen  nachher  die  allgemeinere  Frage  erörtern,  unter  wel- 
chen Umständen  eine  gegebene  Function  in  eine  solche  Facultäten- 
reihe  entwickelbar  ist. 

Aus  der  früheren  Formel 

_  1      r^. _  ß(ß  +  l)(ß  +  2)...iß  +  n-l)-] 

u  —  ßla        a(a  +  l){a  +  2)...ia  +  n—l)} 

_       ß  ß(ß  +  l)         ,  ß(ß+l)...(ß  +  n-2) 

~~  a(a+l)^a(a  +  l)(a  +  2)'^"'^a(a-\-l)  .  .  .  (a+n—l) 

folgt  {ür  a  =  l,  ß  =:  t  und  durch  Addition  der  Gleichung 

x  —  t\        k)~  k 

die  neue  Formel 

4Q^  _1_  Fl  _  ^A±  l)(<+2)...(<+n-l)1 
*«^  X-tV  A(A+"l)(A  +  2)...(A+»»-l)J 
_   1    ,         t  <«  +  !)  <(f+l)...(<+n-2) 

k  ■^A(A  +  l)'''A(A  +  l)(A  +  2)"^         '"A(A  +  l)...(A+w— 1)* 
nnd  darin  sei 

t  =  «  -\-  iv,     X  ^  ft  -f-  «V. 
Um  den  Grenzwerth  zu  ermitteln,  welchem  sich  das  Product 

^»  —  A(A  +  i)(A  +  2) (A  4-n-  1) 

bei  unendlich  wachsenden  n  nähert,  denken  wir  uns  n  als  die  Summe 
einer  constanten,  nachher  zu  bestimmenden  Zahl  k  und  einer  ver- 
änderlichen Zahl  m,  nnd  zerlegen  P„  in  zwei  Producte,  von  denen 
Pk  das  erste  ist,  während  das  zweite  nach  Substitution  der  vorigen 
Werthe  von  t  und  A  folgende  Form  erhält: 
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VI 


wobei  68  auf  den  Werth  von  o  nicht  weiter  ankommt.  Der  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Ausdruck  heisse  Qm\  ei  ist  dann 

50)  P^  =  P,Vq'^,&^ 

und  femer,  wenn  t*^  _^  t;^  =  r»,  ft^  +  v«  =  pS  gesetzt  wird, 

1+  — +—      1+— — ^ 1-1__-L_ 

^    Ä;   ^  Ä;2        ^  Ä  +  1  ^  (Ä  +  1)2  ^   w  ^  w2 

Man  kann  nun  Ä;  so  gross  w&hlen,  dass  der  absolute  Werth  jedeö  der 
beiden  Ausdrücke 

2m    ,     r2         .    ^l^    ,     Q^ 

weniger  als  |  beträgt,  und  dann  lässt  sich  l  Q^  mittelst  der  Formel 

Z(l +a;)  =  aj  —  «a;2,         0<€<1, 
entwickeln,  welche  bei  positiven  und  negativen  x  gilt,  wenn  x'^  <C\ 
ist  *),     Hiemach  erhält  man 

'«■  =  2(— rt(i  +  FTT  +  »Tä  +  •  ■  •  +  i) 

worin  os^,  .  .  .  oCm  und  ßi^  >  .  .  ßm  nicht  näher  bestimmte  positive 
echte  Brüche  bedeuten.  Bei  unendlich  wachsenden  m  divergirt  die 
erste  der  obigen  vier  Reihen;  die  übrigen  convergiren,  mithin  ist 


*)  Bezeichnet  nämlich  (den  absoluten  Werth  von  Xf  so  ist  bei  echt 
gebrochenen  ( 

1(1+5)  =  «- $»a-H+i«' — ) 

und  die    Summe   der    eingeklammerten  Reihe  <  |  oder  gleich  einem 
echten  Bruche  «.    Ferner  hat  man 

i(i_$)  =  _  $  -  {!»eä+M+H» +•  •  •  •). 

und  für  I  <C  i  ist  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe 

<  I  +  (!)=•  +  a)"  +  •••  • 

d.  h.  <  1.    Beides  zusammen  giebt  die  obige  Formel. 
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ZCao=2(t*-^)(+oo) 
nnd  hieraus  folgt,  dass  Q^  die  Null  zur  Grenze  hat,  sobald  u  —  fi 
negativ  ist.     Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  die  Gleichung  50) 

LimPn  =  0, 
wofern  nicht  Pjt  unendlich  ist,    was  nur   dann  vorkommen  könnte, 
wenn  v  =  0  und  f*  eine  negative  ganze  Zahl  wäre.     Schliessen  Mrir 
diesen  Fall  aus,  so  haben  wir  nach  Nro.  49)  die  Gleichung 

^     A  —  <  ~   A   "^  A(A  +  1)  "^  A(A  +  1)(A  -f  2)  "^ 
und  zwar  unter  der  doppelten  Bedingung,  dass  der  reelle  Theil  von 
k,  vermindert  um  den  reellen  Theil  von  f,  einen  positiven  die  Null 
übersteigenden  Best  giebt,  und  dass  keine  der  Grössen  A,  A  -|~  l, 
A  +  2,  etc.  verschwindet. 

Nach  dieser  Voruntersuchung  erinnern  wir  wieder  an  die  unter 
Nro.  47)  bewiesene  Formel 

worin  sich  die  erste  Integration  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  ri, 
die  zweite  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  Tq  beschriebenen  Kreis  be- 
zieht, während  F(ß)  auf  und  zwischen  beiden  Integrationswegen  syn- 
ektisch  bleiben  muss.  Das  erste  Integral  lässt  sich  nach  Formel  51) 
für  k  =  e  =  ri  e*^  und  ^  =  J;  =  |-f"*^  nicht  entwickeln,  weil 
der  Punkt  ^  zwischen  beiden  Kreisen  liegt  und  ebendeshalb  die  Be- 
dingungen rj2  >  |2  _|_  ^2  und  TiCOsO  —  S  >  0  innerhalb  des  In- 
tervalles  ö  =  0  bis  ö  =  23r  mit  einander  unverträglich  sind.  Viel 
günstiger  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  dem  zweiten  Integrale, 
wenn  in  Nro.  51)  A  =  g  =  |  -}"  •^i  *  =  ^  =  **o^*^  genommen 
wird;  die  Bedingungen 

fe«  <  S*  +  ^^  <  fi«    und    I  —  roCosO  >  0 
lassen  sich  nämlich  dadurch  erfüllen,  dass  man  |  positiv  und  grösser 
als  ro  wählt,  womit  die  Möglichkeit,  dass  eine  der  Grössen  S,  S  -|-  1, 
5  +  2,  etc.  verschwindet,  von  selber  ausgeschlossen  ist    Man  erhält 
Jetzt  ein  Resultat  von  der  Form 


»^>    ^«>  =  il?/r^t^' 


und  zwar  gilt  dasselbe  so  lange,  als  ro  <  Vf^  -{-  ^'  <C  **!  ^^^  ^^' 
gleich  £  !>  ro    ist,   d.  h.  wenn  der  Punkt  g  innerhalb   des  Kreis- 


l 
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abschnittes  liegt,  der  einerseits  von  dem  mit  dem  Radins  ri  beschrie- 
benen Kreise,  andererseits  von  der  im  Abstände  Yq  parallel  zur 
y- Achse  gezogenen  Geraden  begrenzt  wird.  Die  Coefficienten  Ci,  C2, 
etc.  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel 

(ro) 

nnd  können  leicht  auf  die  Coefficienten  5i,  1)2^  h^  etc.  zurückgeführt 
werden,  welche  bei  der  Entwickelung  von  F(^)  nach  absteigenden 
Potenzen  von  ^  vorkommen.  Setzt  man  nämlich  gemäss  einer  frühe- 
ren Bezeichnung 

z(g  +  l)(e  +  2)(ß  +  8)  .  .  .  (;er  +  w  —  1) 

fn  m  fn  tu 

so  erhält  man  durch  Entwickelung  der  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Facultät 

« — 1              n  — 1  n  — 1 

Cn  =   Cohn   +    Cihn-i   + +    C«-2^>. 

Die  vorige  Entwickelung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  F(2f)  für 
jedes  ausserhalb  des  Kreises  (ro)  liegende  z  synektisch  bleibt  und 
wenn  zugleich  F(rie^^  für  ri  =  00  verschwindet;  das  Anfangsinte- 
gral fallt  dann  weg  und  es  bleibt 

63)         ^(ö  =  -|  +  ^^g^  +  gg^;;(g_^  2)  +  ...., 

wobei  der  reelle  Bestandtheil  von  ^  grösser  als  ro  sein  muss.     Die 
Coefficienten  (Ji ,  Ca ,  etc.  behalten  dieselben  Werthe  wie  vorhin  *). 
Ein  passendes  Beispiel  hierzu  liefert  die  Function 


Fi.)  =  1(1  +  i.) 


falls  der  Logarithmus  eindeutig,  d.  h.  so  genommen  wird,  dass  71  =  0 
ist,  und  wenn  man  dem  ro  einen,  die  Null  übersteigenden  sonst  aber 
beliebig  kleinen  Werth  ertheilt.  Die  Bedingungen  für  F(z)  sind 
dann  erfüllt,  auch  kennt  man  unmittelbar  die  Werthe  von  2)i,  ^2, 
etc.  zufolge  der  Entwickelung 

\    ^    zj         l    z  2    z^  ^    d    z^ 

modz  >  1 , 


♦)  Der  Verfasser  hat  die  obige  Untersuchung  zuerst  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  mit^etheilt. 
(Bericht  vom  1.  November  1868.) 
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nnd  es  ist  daher  für  jedes  ^,  dessen  reeller  Theil  einen  positiven 
Werth  besitzt, 

V  '^u^^f'^  W+T)  +  g(g+i)(e+2)  + '  •  *  • 

Für  die  Coefficienten  hat  man  Ci  =  1  und 

oder  in  kürzerer  Fassung 
1 


)dt. 
ö 
Setzt  man  den  positiven  Ausdruck 
1 

0 

80  wird  «c^^.!  =  —  a„,  mithin 

«8 


/' 


">'('  +  T)=T-«rF 


£(S  +  i)      ?(£  +  !)« +  2) 

und  die  Werthe  der  Coefficienten  sind: 

«1=1,     «2=1.     «3=1»      a4=ü,     «5  =  1» 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Function 

welche  den  Bedingungen    für  die  Gleichung  53)    ebenfalls  genügt, 
wenn  der  Logarithmus  eindeutig  wie  vorhin  genommen  wird.    Setzt 
man  zur  Abkürzung 
1 


ftHi. 


■t)i2  —  t)...(n-l-{)dt  =  ß„, 

0 

80  findet  man,  immer  vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  ^  po- 
sitiv und  von  Null  verschieden  ist, 

ßi  A 


55)l-f.(l  +  i)  =  ii 


und  zwar  sind  die  Werthe  der  Coefficienten: 

ßl  =  |.      ft  =  Ä»      A  =  iä,      Ä  =  60»      i^5  =  g, 

Gelegentlich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  Entwickelun- 
gen  dieser  Art  zu  einer  vortheilhaften  Transformation  mancher  endli- 
chen Reihen  benutzen  lassen.  Ertheilt  man  nämlich  in  dem  Ausdrucke 

Bchlömilch,  Analyfifl.    II,  7 
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1 '__ 

?(g  +  l)(&  +  2)...(g+Ä-l) 
dem  S  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  p  und  addirt  alle 
entstehenden  Brüche,  so  erhält  man 

1      + l ,+     •  1 


1  .2  ...k    •    2  .  3.  .  .(Ä+l)   •  ^i?(i>  +  l)...(i?  +  ÄJ  — 1) 

~  1  ...(Ä;--1)U   "^  Ä;(Ä;+  1)  "^  Ä(Ä;  +  1)(A;  + 2)  "• 


1.2.3...(p~l)         \ 
"^Ä(Ä+l)(Ä  +  2)...(Ä;+i>-l)j 


und  hier  lässt  sich  die  in  Parenthese  stehende  Reihe  nach  Formel  49) 
für  A  =  Ä,  <  ==  1,  n  =  !>  Summiren;  dies  giebt 

^^^  1.2...Ä  "^  2.3...(Ä;  +  1)  +  •  •  •  +  i>(p+l)...(jP  +  A;-l) 

=  Ä^n:ll.2...(Ä~l)~  (l>  +  l)(l>  +  2)...(i>  +  Ä;-l)r 

wobei  selbstverständlich  X;  }>  1  sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  in  der 
Gleichung  54)  g  =  1,  2,  .  .  .  i?  und  addiren  alle  Ergebnisse,  so  kön- 
nen wir  rechter  Hand  die  Formel  56)  anwenden  und  erhalten 

z(P  +  i)  =  j  +  |  +  i  +  ---+} 

_  «1.11 i\  _  «S.U 1  ] 

1  ll        p+lj         2  U.2        (j)  +  l)(l>  +  2)| 
oder,  wenn  die  von  p  unabhängige  Summe 

1       1^21.2^31.2.3^ 
gesetzt  wird, 

^'^  T+2   +   3   +-"  +  F 


lp  +  1         2(p  +  l)(p  +  2) 
Mittelst  der  vorhin  angegebenen  Werthe  der  Goefficienten  ^i,  a^,  etc. 
findet  man 

A  =  0,6772156649  •  .  . 
Die  Gleichung  57)  bietet  den  Yortheil,   dass  die  vorkommende  Fa* 
cultätenreihe  immer  convergirt  und  zwar  um  so  stärker,  je  grösser  p 
ist  Eine  Summe  wie  z.  B.  |  +  |  -J-  •  •  •  +  j^  lässt  sich  hiernach 
mit  grosser  Leichtigkeit  berechnen. 
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Multiplicirt  man  die  Gleichung  54)  mit  |,  subtrahirt  davon  die 
Gleichung  55)  und  setzt  zur  Abkürzung 

J«n  -  ßn 


■ß 


(l-t)til  -t)(2-t)  .  .  .  (n-l  ~{)ät  =  ■3'n 

Ö 

80  kann  man  dem  Resultate  folgende  Form  ertheilen 

_       Vi  n  n 


sa  +  i)    5(e  +  i)(s+2)    g(e+i)(s+2)(g+3) 

Durch  Addition  aller  der  Gleichungen,  welche  hieraus  für  g  =  1 , 
2 ,  .  .  .  j)  hervorgehen,  erhält  man 

'=  _  ^L  /i L_l  _  Zl  f  J 1  I  _ 

1    11        i»+l/         2   \1.2        (p  +  l)(p  +  2)| 

oder,  wenn  die  von  $  unabhängige  Summe 

A .  1  .  i:L .  JL  .  i^i .  _i_  .  . . .  =  p 

1        1^2       1.2^3       1.2.3  ^ 
gesetzt  wird, 

58)      i(1.2.3...i>)  =  5  +  (l.+i)?(p  +  l)-l> 
1      yi  1  y, 


Ijp+l         2(i>+l)(p  +  2) 
Die  Werthe  der  Coefficienten  sind 

yi  =  —  Ä»  y2  =  or  7/3  =  liö»  r*  =  ^»  rs  =  ^,  — 

und  mittelst  derselben  findet  sich 

£  =  —  0,0810614668  .  .  . 
Eine  etwas  bessere  Gestalt   bekommt  die  Formel  58),  wenn  man 
p  =  3  —  1,  femer 

1  +  £  =  0,9189385332  =  C 
setzt  und  beiderseits  lq_  addirt;  es  wird  dann 
59)      Z(1.2.3...g)=  0  +  (ä  +  D^Ö  —  g. 

1  yi       1       72  1  n 

1    3       2  2(3  +  1)       3  3(g+l)3+2) 
Mittelst  der  auf  Seite  437  des  ersten  Theiles  ausgeführten  Betrach- 
tung kann  man  sich  übrigens  leicht  überzeugen,  dass  C  hier  densel- 
ben Werth  besitzt,  wie  dort,  nämlich  C  =  \l(2%)*). 


*)  Von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehend,  hat  der  Verfasser 
die  Facultätenreihen  behandelt  im  Jahrgänge  1859  der  Sitzungsberichte 
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IX.  Die  Reihen  von  Bürmann  und  Lagrange. 

I.    Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Reihenentwickelang 

60)  F(t)  =z  C^  +  dt  +  C^P  +  C3<8  H 

zurück,  deren  Convergenzkreis  oder  Gültigkeitskreis  durch  die  eine 
Bedingung  bestimmt  ist,  dass  F(i)  innerhalb  desselben  synektisch 
bleiben  muss.  Die  Flfiche  dieses  Kreises,  also  den  Spielraum  der 
complexen  Variabelen  t,  denken  wir  uns  auf  die  Weise  entstanden, 
dass  zunächst  modt  von  Null  an  bis  zu  dem  grössten  erlaubten 
Werthe  wächst  und  dass  nachher  der  so  erhaltene  Radius  des  Con- 
yergenzkreises  eine  volle  Umdrehung  um  den  Mittelpunkt  ausführt. 
Demzufolge  ist  modt  eine  endliche  und  eindeutige  Yariabele,  weU 
che  von  Null  bis  zu  einem,  durch  die  Natur  von  F(t)  bestimmten 
Maximum  continuirlich  zunimmt.  —  Setzen  wir  nun 

t  =  g>(z),     Fit)  =  Flq>(e)]=f(z), 
so  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  60)  die  folgende 

61)  f(z)  =  Co  +  Ci(p(z)  +  G,q>(z)^  +  G,q>(isy  +  ••••, 
und  für  diese  sind  noch  die  Bedingungen  der  Gültigkeit  zu  ermit- 
teln. In  dieser  Beziehung  erinnern  wir  erstens  an  den  Umstand, 
dass  t  und  F(t)  endliche,  eindeutige  und  stetige  Yariabele  waren;  es 
müssen  daher  auch  (p(js)  vLudf(/)  innerhalb  eines  gemeinschaftlichen 
Spielraumes  synektische  Functionen  sein.  Weil  ferner  in  Nro.  60) 
modt  sein  Wachsthum  mit  dem  Werthe  ^ull  auffingt,  so  muss  es 
wenigstens  einen  speciellen  Werth  z  ^=  Zq  geben,  für  welchen 
mod(f{z)  den  Anfangs  werth  Null  erhält,  mithin  auch  9>(;er)  =  0  wird; 
die  Auflösung  dieser  Gleichung  liefert  die  verschiedenen  Werthe  von 
Zq,  Lassen  wir  jetzt  die  Yariabele  xr,  von  z  =^  z^  ausgehend,  irgend 
einen  Weg  in  der  d;^-£bene  durchlaufen,  so  muss  die  immer  positive 
Grösse  modq)(z)  von  Null  an  eine  Zeit  lang  wachsen  (denn  eine  mit 
Null  beginnende  Abnahme  würde  in's  Gebiet  des  Negativen  führen), 
wohl  aber  kann  es  geschehen,  dass  mod  q>  (z)  späterhin  wieder  abnimmt, 
dann  nochmals  wächst  u.  s.  w.  Die  verschiedenen  Maxima  und  Minima, 
welche  modt  =  modq){z)  erreichen  kann,  lassen  sich  auf  gewöhnli- 
chem Wege  ermitteln,  indem  man  modt  =  modq)(x  +  iy)  »Is  Func- 
tion der  beiden  unabhängigen  Yariabelend?  und  y  ansieht;  sie  mögen 
Jßo>  -Kif  -Kü  •  •  .  heissen  und  nach  ihrer  Grösse  geordnet  sein,  so  dass 


der  Eönigl.-  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  wovon  ein  Abdruck 
in  der  Zeitschrift  for  Mathematik  und  Physik.  Bd.  lY,  S.  390. 
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Bq  das  kleinste  jener  Maxima  und  Minima  ist.  Da  nun  modt  in 
Nro.  60)  nur  wächst,  so  muss  der  Weg  des  is  an  die  Bedingung 
mod(p(z)  <  Bq  geknüpft  werden,  denn  in  jedem  anderen  Falle,  z.  R 
inodq>(£)<:^B2i  könnte  man  den  Weg  des  z  so  wählen,  dass  modq>{s) 
anfangs  zwar  zunähme,  zuletzt  aber  bis  Bq  abnähme,  was  dem  steti- 
gen Wachsthume  von  modt  widerspräche.  Indem  man  mod(p{s)  = 
mod(p{x-\-iy)  durch  x  und  y  ausdrückt,  erhält  man  statt  der  Be- 
dingung wof?  9?  (^)  <C^  eine  Ungleichung  von  der  Form  0  <;  ^  (x,y)  <C-Ro» 
und  diese  bestimmt  denjenigen  Raum  der  d?^- Ebene,  innerhalb  des- 
sen der  Punkt  xy  bleiben  und  auch  der  Anfangspunkt  e^^  liegen 
muss. 

Um  diese  Betrachtungen  zu  vervollständigen,  untersuchen  wir 
die  Maxima  und  Minima  von  mod(p{e)  etwas  genauer.  Es  sei  zu 
diesem  Zwecke 

q>{is)  =  9>(rc  -\- iy)  =z  u  -{-  iv 
mithin 


modtpiz)  =  Vtt«  +  v\ 
so  haben  wir  als  Bedingungen   für   die  Maxima  und  Minima  von 

du    .       dv        ^  du    .       dv        ^ 

dx  dx  oy  dy 

oder  kürzer  die  eine  Gleichung 

du    ,       dv         ./  du    ,       dv\ 

dx  dx  \  dy  dy J 

Weil  femer  u  ^  iv  eine  (monogene)  Function  von  x  ■\-  iy  ist 
(Seite  47),  so  gelten  die  Beziehungen 

du  dv         dv_ du 

'dx~'dy*      'dx  ~        dy 
und  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  üb«r  in 

.         , ./dv         .du\        ^ 

Dies  giebt,  weil  u  —  iv  nicht  =  0  ist, 

^^         2^^         n      ^   k    ^y(^)  _  n. 
•^ t^—  =  0,    d.  n.  —j- —  =  ü; 

dy  dy  dz 

mit  anderen  Worten:  diejenigen  Werthe  von  z,  welche  mod<p{z)  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  Wurzeln  der  Gleichung 
q>\z)  —  0. 

Alles  Bisherige  zusammen  liefert  folgende  Regel  zur  Beurthei« 


Digitized  by 


Google 


102  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

lung  der  Gültigkeit  von  Nro.  61):  man  bestimme  zuerst  die  Wurzeln 
der  GleiehuDg  q>(£)  =  0,  von  denen  £o  eine  sein  möge;  man  löse 
ferner  die  Gleichung  (p'(£()  =  0  auf,  deren  Wurzeln  Zq,  Zi,  Z2,  .  .  • 
heissen  sollen,  berechne  hieraus  die  Moduli 

Bo  =  fnodg)(Zo)j    Bi  =  modg)(Zi),    -R2  =  mod<p(Z2),  .... 
und  ordne  dieselben  nach  ihrer  Grösse;  die  Ungleichung 

mod(p(/3)  <i  Bq, 
verbunden  mit  dem  Anfangswerthe  z  =  z^^  bestimmt  dann  alle  zu- 
lässigen Wege  des  z^  vorausgesetzt,  dass  auf  jedem  derselben /(£r) 
und  (p[z)  synektisch  bleiben. 

Um  endlich  noch  die  Coefficienten  der  Reihe  in  Nro.  61)  zu  be- 
stimmen, geben  wir  letzterer  die  bequemere  Form 

62)  m  =  K  +  ^  9i^)  +  i^  9- W'  +  rilrä  "p w*  +  •  •  •  • 

Daraus  folgt  zunächst  tär  e  =  Zd 

63)  Ao  =/(;er„); 

femer  ist 

und  nach  der  Lehre  von  der  Yertauschnng  der  unabhängigen  Varia- 
belen (Seite  19,  Formel  34) 

wobei  die  angehangene  Gleichung  z  ^=-  Zq  bedeutet,  dass  nach  ge- 
schehener Differentiation  z  =:  Zq  z\x  setzen  ist*). 

•)  Die  Formeln  62),  63)  und  64)  wurden  1796  von  Bürmann  (in 
Mannheim)  auf  anderem  Wege  entwickelt  (Memoires  de  Tlnstitut,  tome 
II,  pag.  14)  jedoch,  dem  damaligen  Standpunkte  der  Wissenschaft  gemäss, 
ohne  Angabe  der  Gültigkeitsbedingungen  für  die  Gleichung  62).  Neuer, 
dings  ist  Fuiseux  (Liouville's  Journal  Bd.  15)  von  der  leicht  be< 
weisbaren  Formel 

ausgegangen,  worin  sich  die  Integration  auf  eine  geschlossene  Curve  be- 
zieht, innerhalb  deren  f*(z)  und  g)(js)  synektisch  bleiben  und  wobei  g)(z) 
80  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Gleichung  g)(z)  —  ^(0  =  0  nur  durch 
ez=z^  eriüillt  werden  kann.   Unter  der  Voraussetzung  modq>{^)  <  mod  g>{z) 


h 


Digitized  by 


Google 


Die  Functionen  complexer  Variabelen.  103 

Wir  geben  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Beispielen  zu  diesen 
allgemeinen  Erörterungen. 

a.  Es  sei  q>{z)  =  z(c  —  z)  und  Zq  =  0.  Die  Gleichung  q)\z)  =  0 
hat  dann  nur  die  eine  Wurzel  Zq  =  |c,  welcher  9(Zo)  =  Jc^  ent- 
spricht Denken  wir  uns  der  Allgemeinheit  wegen  c  als  complexe 
Zahl,  nämlich 

c  =  a  -f-  i6  =  h(coss  +  isins)^ 
so  ist 

Bo  =  mod<p(Zo)  =  \(a^  +  h^)  =  Ja», 
und  als  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  Entwickelung 

65)    f(,)  =  X,  +  h,(c-^z)+yf^z^(c^zy  +  ^..., 

Ao=/(0),     A„  =  Dp^fÄ^) 

erhalten  wir 

moc?[^(c  — je?)]  <  iÄ2, 

vorausgesetzt,  dass  f(z)  innerhalb  des  so  bestimmten  Baumes  synek- 
tisch  bleibt.  Der  geometrische  Sinn  hiervon  tritt  am  deutlichsten 
hervor,  wenn  man  statt  rechtwinkeliger  Coordinaten  Polarcoordinaten 
benutzt,  also 

z  =  X  +  iy  =  r(cosd  -i-isind) 
setzt;  es  ergiebt  sich  nämlich 

r  Vä2  —  2hrcos(d^s)  +  r»  <  jÄ«. 


Fig.  29. 


kann  man  linker  Hand  nach  Potenzen  von 


Ist  nun  (Fig.  29)  OP=r,  ^POX 
=  ö,  OG  =zh,  z.  GOX  =  6, 
OD  =  JÄ,  so  muss  hiernach  der 
Punkt  P  im  Innern  der  halben  Lem- 
niscate  DEF  liegen,  und  f(z)  für 
alle  solche  Punkte  synektisch  bleiben. 
Statt  der  Wurzel  Zo:=0  könnte  man 
auch  Zq  =  c  nehmen,  doch  erhält 
man  dabei  kein  wesentlich  neues  Re- 
sultat. 


9.(g) 


entwickeln  und  erhält 


ein  Resultat  von  der  Form 

/'(ö  =  <p'(t)  [n  +  72  <p(C)  +  78  95(C)2  +  •  •  •  •], 

welches,  wenn  z  für  C  geschrieben  wird,  den  Differentialquotienten  der 
Gleichung  62)  darstellt  Die  Bedingungen  für  die  Entwickelung  stimmen 
mit  den  eben  angegebenen  überein;  die  Coefficienten  yj,  y^,  etc.  be- 
stimmt Puiseux  nur  als  sogenannte  Residuen,  ohne  sie  auf  Differential- 
quotienten zurückzuführen. 
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Die  oben  angegebene  Bedingung  läset  eich  in  speciellen  Fällen 
mittelst  der  gewöhnlichen  Convergenzregeln  leicht  verificiren.  So 
erh&lt  man  z.  B.  aus  Nro.  65)  f ür  c  =  1  und/(jef)  =  (1  — je^y*,  wo- 
bei diese  Potenz  eindeutig  und  zwar  so  genommen  werden  möge, 
dass  dem  Werthe  z  =  0  der  Anfangswerth  1^  =  1  entspricht, 

_ft(ft-4)0*-5)     ; 

1.2.3  *•         ' 

ft(ft-5)0t-6)0t-7)  ,.. 

^  1.2.3.4)  ^         -' 

Eb  sei  ferner  e(l  —  e)  =  t(cosa  -\-  ismai),  so  convergirt  diese  Reihe 
gleichzeiiäg  mit  der  folgenden 

1      ^       1.2  1.2.3  ^ 

und  in  dieser  n&hert  sich  der  Quotient  ans .  dem  (n  -4-  l)ten  Gliede, 
dividirt  durch  das  nte,  der  Grenze 

\       (n+l)  (ji  —  n  —  l)  i 
woraus  die  Gonvergenzbedingung 

t  <  J    oder    mod[g(l—z)]  <  J 
folgt,  welche  mit  der  früheren  Angabe  übereinstimmt.   Bei  Beschrän- 
kung auf  reelle  z  ist  hiernach  0  ^  jer  <^  |  zu  nehmen. 

b.  Für  eine  zweite  Anwendung  der  Formel  62)  sei  q)(e)  = 
is(l  +  z^)  und  Zo  =  0.  Die  Gleichung  q>\z)  =  0,  d.h.  1  +  3z^=0 
giebt  in  diesem  Falle  Zo  =  -\-i.  | ^3»  ^i  =  —  »  •  i  Vs,  und  es  ist 
modtp^Z^)  =  mod(p{Zi)  =  fVs.     Die  Reihenentwickelung 

66)     f{z)  =  ^  +  ^^(1  +xr3)  +  -^z^il  +£r2)3  +  .  .  .  . 

gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

tiioe?[^(l+£r3)]<|V3, 
vorausgesetzt,  dass  f{ßs)  innerhalb  der  so  bestimmten  Grenzen  lEiynek« 
tisch  bleibt. 

Als  speciellen  Fall  betrachten  wir  die  Annahme /(i^)=arcfanjer, 
wobei  der  Einfachheit  wegen  z  reell  sein  möge.     Dies  giebt 
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1  13  "^  1.2  5 

9.9.10  ei (l+e»y'*, 
1.2.3  7  ^  ' 

und  aus  der  Bedingung,  dass  der  absolute  Werth  von  e(l  +^')  w^ 
niger  als  fVo  betragen  muss,  folgt  danu 

—  0,34401  •  •  <  xf  <  +  0,34401  .  .  . 

Auch  hier  ist  die  Yerification  mittelst  der  gewöhnlichen  Gonvergenz- 
regeln  sehr  leicht.  Als  Grenzwerth  des  Verhältnisses  zweier  aufein- 
ander folgenden  Glieder  findet  man  nämlich  (dem  absoluten  Werthe 
nach)  • 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  obige  Reihe,  je  nachdem 
is^(l  -f-  js^y  weniger  oder  mehr  als  ^  beträgt,  was  mit  dem  Früheren 
übereinstimmt 

c.  Fürg?(£f)=jBfer-«undjero  =  OwirdJZi  =  l,  mod(p(Zo)z=€r^i 
die  Reihenentwiokelung 

67)  f(z)  =  Ao  +  i^^er-'  +  j^^^^"'  +  •  '  •  • 

Ao=/(0),       A„  =  Dp^{c-/w! 

'         l  i(*-0) 

gilt  daher  unter  der  Bedingung 

mod(ß€r')<:—, 

falls  f(ß)  für  alle  solche  e  synektisch  bleibt 
Hieraus  folgen  z.  B.  die  speciellen  Formeln 
1«  21  3^ 

'  =  T"~'  +  O^'^"  +  ITITI"''^"  +  ••••' 

^    ,    a  ,  a(a  +  2)  ,     ,,  ,  a(a  +  3)3  ,     _^ 

,  g(g  +  4)3 


1.2.3.4 


jer*^*«  + 


wobei  sich  die  unter  der  vorigen  Bedingung  stattfindende  Conver- 
genz  der  Reihen  auf  gewöhnliche  Weise  verificiren  lässt  Bei  reellen 
0  geht  jene  Bedingung  in  0  ^  jer  <[  1  über« 
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d.    Wir  betrachten  noch  den  sehr  bemerkenewerthen  Fall 

tp{z)  == ,  ..       Zq  =  0. 

^^  cosz 

Die  Gleichung  q>'{z)  =  0  wird  jetzt 

!— =  0,    oder    cosz  +  zstnz  =  0 

cos^z 

welche  man,  weil  sinz  nicht  ==  0  sein  kann,  durch  sinz  dividiren 

darf.     Um  die  complexen  Wurzeln  der  nunmehrigen  Gleichung 

cotz  +  ^  =  0 

zu  finden,  snbstituiren  wir  z  =  x  -|-  iy  und  erhalten  dadurch  die 

beiden  Gleichungen 

2sin2x 

^^^  -^  +  (^v  +  e-^y  —  2cos2x  —  ^' 

^^^  ^~  e^y  +  e-'r^  —  2cos2x  —  ^' 

aus  denen  durch  Elimination  des  gemeinschaftlichen  Nenners  folgt 
x(e^v  —  e-^y)  4-  2ysin2x  =  0. 

Vorausgesetzt,  dass  weder  o;  =  0  noch  ^  =  0  ist,  giebt  die  Division 
mit  AiXy 

e^y  —  g-^y        sin2x  _ 
4y  "^     2x    ~ 

oder  nach  bekannten  Reihen 

«m2a;       _(2j01    ,       (2y)«  _ 

Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich,  weil  sowohl  1  +  — als 

die  nachfolgende  Reihe  nur  positive,  die  Null  übersteigende  Werthe 
annehmen  kann;  die  Gleichungen  68)  und  69)  besitzen  daher  keine 
Auflösungen,  bei  denen  x  und  y  gleichzeitig  von  Null  verschieden 
sind.     Ist  nun  erstens  ^  =  0,  so  wird  aus  Nro.  68) 

X  4"  cotx  =  0, 
und  diese  Gleichung  hat  unendlich  viele  positive  und  negative  Wur- 
zeln, deren  absolute  Werthe  zwischen  \7t  und  ;r,  \7C  und  2;r,  \% 
und  d%  etc.  enthalten  sind;  man  kann  also  die  Wurzeln  unter   der 
Form 

darstellen,  worin  «,  /3,  y,  .  .  .  gewisse  Bögen  des  ersten  Quadranten 
bezeichnen.     Ist  zweitens  o;  =  0,  so  folgt  aus  Nro.  69) 
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eff  +  e-tf  2 

und  dieser  Gleichung  genügt  nur  der  eine  Werth  y  =  1,199678, 
80  dass 

z  =  i.  1,199678 
die  einzige  imaginäre  Wurzel  von  z  +  cotz  =^  0  ist.     Die  mit  JSoi 
22i,  Jßj,  .  .  bezeichneten  Werthe  von  mod(p{z)  sind  hiernach 

|^  +  «       i^  +  <3       \n  +  y 

sina  .  '        sew/3    '        siny    ' 

und 

_    7.1,199678  1,199  .  .  .  ^^««^.« 

^^'00.(^.1,199678)==  l(ei,i3o..  +  a-M33..)  =  ^'«^2742, 

wobei  man  gleich  bemerkt,  dass  der  letzte  Modulus  der  kleinste  ist. 
Die  Reihenentwickelung 

70)       J{z)  =  Ao  +  ^  (-^  +  -^  f-^y  +  .  .  .  . 
J       J\/  0  -r    1    \^  cos -er/  ^  1.2  Vcos;?/    ^ 

Ao  =/(0),       A„  =  d;-'  [/Wcos«;er](,»o) 

gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

modf--^^  <  0,662742, 
\coszJ 

falls  /(£r)  für  derartige  ^er  synektisch  bleibt. 

Die  zur  Bestimmung  von  A„  dienende  Differentiation  ist  u.  A. 
in  dem  YbXüq  f{z)  =  z  leicht  ausführbar,  wenn  man  die  auf  Seite  261 
des  ersten  Theiles  angegebenen  Formeln  9)  und  10)  benutzt  Bei 
geraden  n  findet  man  A„  =  0,  bei  ungeraden  n 

A„  =  ^    ^;_,       (Wo n«-i  +  (n)i  (n  ^  2)»-^  +  (n),  (n  -^  4)'-^  +  - 
mithin 

Ai  =  + 1." 

A3  =  -  i(3»  +  4.1«)  =  -3. 

^5=  +  ^(5*  +  5.3«  +  10.1*)=+  65, 

A7  =  —  i(7«  +  7  .  5«  +  21 .  3«  +  35  . 1«)  =  —  3787, 

U.  8.  W. 

die  vollständige  Entwickelang  ist  also 
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f_L.y +_«i.(^_L.Y_iZ8L('_L.y +... 


C08Z,      1.2.3\cosJS/        1.2.,6\cose/       1.2..7\cosz/ 

mod(-^\<:  0,662742. 
\cosz/ 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  in  dem  Falle  f(z)  =  sinz^ 
dass  A„  bei  geraden  n  yerschwindet  und  bei  ungeraden  n  durch  die 
Formel 

^»  =  ^^ 2' 1^"  +  ^^^  ^"  +  ^^"~'  +  ^"  +  ^^'  ^**  ~  ^^~' 

+  (n+l),(n-3)«-»  +  ...  +  (n  +  l)i^^_^j2»j 

bestimmt  wird;  es  ist  daher 

cosjer      1.2,B\coszJ  ^  l,2..6\coszJ       1.2. .7\cos/sJ 

Beschränkt  man  z  auf  reelle  Werthe,  so  darf  zsecz  höchstens  = 
0,662742  werden,  woraus  folgt,  dass  der  absolute  Werth  von  z  we- 
niger als  0,561118  =  arc  3^0  8' 68"  8  betragen  muss. 

IL  Unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet,  enthalten 
Beihenverwandlungen  der  yorigen  Art  zugleich  die  Lösung  eines 
Problemes,  welches  die  Umkehrung  gegebener  Functionen 
genannt  wird.  Besteht  nämlich  zwischen  den  beiden  Variabelen  u 
und  z  eine  Gleichung  von  der  Form 

tt  =  (p(z), 
so  ist  auch  umgekehrt  z  eine  Function  Yon  u,  etwa 

z  =  x(u), 

und  es  entspringt  hieraus  die  Aufgabe,  z  durch  u  auszudrücken,  oder 
allgemeiner,  irgend  eine  vorgeschriebene  Function  von  z,  etwa /(-?), 
durch  u  auszudrücken.  In  so  weit  nun  f(z)  nach  Potenzen  von  u 
entwickelbar  ist,  ergiebt  sich/(;e!)  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

/(5)  =  A,  +  ii  9W  +  i^<pW»  +  •  •  •  • 

und  zwar  durch  Substitution  von  u  für  ^(^e^);  man  hat  also 

/(.)  =  Ao  +  ii«  +  i^«*  +  ^«3  +  ..... 

wobei  die  Gültigkeitsgrenzen  und  CoefQcienten  ebenso  wie  früher  be- 
stimmt werden. 

Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  u  =  (p(z) 
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mehrere  Umkebningen  haben  kann.*),  dass  also  entschieden  werden 
muss,  welche  dieser  Umkehrungen  durch  die  obige  Keihenentwicke- 
lung  geliefert  wird.  Aus  der  Untersuchung  über  die  Gültigkeits- 
grenzen weiss  man  aber,  welche  Wurzel  der  Gleichung  <p(z)  =  0 
den  Anfangswerth  des  s  bildet,  man  kennt  also  dasjenige  z  =  jPo, 
welches  dem  Falle  u  =z  0  entspricht,  und  damit  ist  a  eindeutig  be- 
stimmt (Geometrisch  heisst  dies:  von  den  möglichen  verschiedenen 
Zweigen  des  ß  ist  derjenige  zu  nehmen,  welcher  durch  den  Punkt  Zq 
geht).  Dasselbe  gilt  von  der  Function  /(z),  weil  diese  synektisch 
sein  muss. 

a.  Beispielsweis  betrachten  wir  die  Gleichung 
u  =  £re~' 
und  beschränken  der  Einfachheit  wegen  u  und  a  auf  reelle  Werthe. 
Da  u,  als  Function  von  £  angesehen,  fiir  jer  =  0  verschwindet,  fOr 

jBT  r=  1  sein  Maximum —  erreicht  und  fiir  z  =z  oo  gegen  die  Null 
convergirt ,  so  entsprechen  umgekehrt  jedem  u  <^  —  zwei  positive 

6 

ss^  von  denen  das  eine  kleiner,  das  andere  grösser  als  die  Einheit  ist. 

pig  30,  Die  nebenstehende  Figur 

(Fig.  30)  wird  dies  ver- 

^  ^  anschaulichen;  in  ihr  ist 

0^=1,  OB=AG= 
bL .^^  ^ 1 

— ,  und  zu  einer  gege^ 
e 

benen  Ordinate  ON=u 

gehören  die  beiden  Ab- 

scissen  NP  und  NPi.     Nach  den  in  I,  c  gegebenen  Entwickelungen 

hat  man  nun  für  f(e)  =  je?,  ge-'  =  w, 

1       ^  1.2       ^  1.2.3       ^ 

0  <w<  — 
—  c 

wobei  jj?  =  0  als  Anfangswerth  des  z  genommen  ist.  Die  Formel  giebt 

daher  dasjenige  z,  welches  für  u  =  0  verschwindet,  sie  liefert  also 

von  den  beiden  vorhandenen  Umkehrungen  nur  die  kleinere  z  =  NP- 


N 


*)  Aus  der  Gleichung  z.  B. 

tt  = 


2z 


folgen  die  beiden  Ümkehrungen 


^  =  «I  +  Vi  +  ti2  und    *r  =  ti  -  Vi  +  «a. 
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b.    Als  zweites  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  sinz  aus  der  Glei- 
chung 

z 
u 


COS0 

zu  berechnen.  Nach  den  in  I,  d.  gegebenen  Entwickelungen  hat 
man  sofort 

4         ,    ,         96        ^  5888      ,    , 

1.2.3       ^  1.2. .5  1.2. .7       ^ 

modu  <  0,662742, 
und  dabei  ist  unter  £f  diejenige  Umkehrung  zu  verstehen,  welche  für 
u  =  0  verschwindet. 

III.    Mit  einer  geringen  Modification  führen  die  Betrachtungen 
in  I.  auch  zur  Lösung  des  Problemes,  eine  Gleichung  von  der  Form 

e  =  uil^(/s)  +  c 
umzukehren,  d.  h.  aus  ihr  jer,  oder  allgemeiner /(^r),  als  Function  von 
u  herzuleiten.     Schreibt  man  nämlich  statt  dieser  Gleichung  die  mit 
ihr  identische 

u  =     ,  ,  .      oder  kurz  w  =  wiisi). 

so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  es  sich  eigentlich  um  dasselbe 
Problem  wie  in  Nro.  II.  handelt,  dass  also  eine  Reihenentwickelung 
von  der  Form 

/«='«+4(w)  +  Ä(w)'+- 

herzustellen  ist.     Der  Ausdruck 

''(">  =  1^ 

verschwindet  nun  für  jer  =  c,  wobei  jedoch  vorausgesetzt  werden 
muss,  dass  ^(c)  nicht  =  0  sei;  es  ist  daher  Zq  =  c.     Wenn  ferner 


in  Null  übergehen  soll,  so  muss,  falls  der  Nenner  endlich  bleibt,  die 
Gleichung 

stattfinden,  deren  Wurzeln  Z^,  Zi,  etc.   heissen  mögen.     Die  gefor- 
derte Entwickelung  besteht  dann  unter  der  Bedingung,  dass 

jg /» 

mod    ,  .  .  ,    d.  h.    modu 
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weniger  beträgt,  als  die  kleinste  der  Grössen 

Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  unter  dem  kleinsten  te  dasjenige 
verstellen,  welches  den  kleinsten  Modulus  besitzt;  ausserdem  möge 
zur  Ersparung  der  Anhangsgleichung  ß  =  c  statt  c  der  Buchstabe  v 
geschrieben  werden;  man  hat  dann  folgenden  Satz :  aus  der  Gleichung 

71)  £(  =  uif(ii;)  +  V 
folgt  durch  Umkehrung 

72)  /(«)  =  Ao  +  ^«  +  j^«»  +  j^«'  +  ---- 

und  zwar  gilt  diese  Formel  unter  der  dreifachen  Voraussetzung,  dass 
erstens  ^(t;)  weder  Null  noch  unendlich  wird,  dass  zweitens  der  Mo- 
dulus von  u  weniger  beträgt  als  der  Modulus  des  kleinsten  u^  wel- 
ches durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

73)  H^)  =  (0-'V)  xl;\z),       u  =  1=^ 

gefunden  wird,  und  dass  endlich  /(«r)  innerhalb  der  hiermit  bestimm- 
ten Grenzen  synektisch  bleibt*). 

a.  Ein  einfaches  Beispiel  liefert  die  Annahme /(^f)  =  Xf,  ilf(e) 
=  z^,  wobei  p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge.  Die  Glei- 
chungen 73)  geben  dann 

p  —  1 '  pPvP'-^ 

und  als  Wurzel  der  algebraischen  Gleichung 

£f  =  U0P   +  v 
erhält  man 

g  =z  V  +  l(p)oUvP  +  J(2i>)i«*VP-i 

.+  |(3l>)2t*3t;8p-2^.....^ 

modu  <C  fnod^ /  .    * 


*)  Die  obige  Umkehmngsformel  findet  man,  jedoch  ohne  die  zu- 
gehörigen Bedingungen,  zuerst  bei  Lagrahge  (Memoiresde  l'Academie 
de  Berlin,  an.  1768,  p.  275);  die  Grenzen  der  Gültigkeit  hat  auf  etwas 
anderem  Wege  Cauchy  entwickelt  (Moigno,  Legons  de  calcul  differen- 
tiel  et  de  calcul  integral,  tome  I,  le^on  18,  p.  162). 
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Für  u  =  — ,  V  =  —  liegt  hierin  eine  Anflösnng  der  trinomischen 

Gleichung  p-ten  Grades  ^  ' 

zP  —  aj8  +  h  =  0, 
nämlich 

a    "^     1     aP  +  i  "^     2     a«P  +  i 

■^     3     a^P-^^  "^  ' 

und  zwar  muss  bei  reellen  a  und  b  der  absolute  Werth  von 


sein.     Nach  der  gewöhnlichen  Conyergenzregel  und  mit  Hülfe  der 
leicht  beweisbaren  Formel 

kann  man  sich  auch  a  posteriori  leicht  überzeugen ,  dass  die  Eeihe 
jenseit  der  angegebenen  Grenze  diyergirt. 

In  dem  speciellen  Falle  p  £=  2  wird  die  obige  trinomische  Glei- 
chung quadratisch,  mithin  ihre  kleinste  Wurzel 


if  =  |(a  — Va*  — 45); 
man  kommt  dann  auf  eine  binomische  Entwickelnng  zurück. 

b.    Nimmt  man  in  der  Gleichung  71) 

und  nachher  f{z)=.e^  so  lässt  sich  die  Gleichung  71)  direct  auf- 
lösen und  es  entsteht 

1  --  V  1  —  2^t;  +  u* 
74)  ** 

'^o-T     1^^1.2        ^1.2.3        ^  ' 

wobei  die  Coefficienten  durch  folgende  Formeln  bestimmt  sind 

Die  Gleichnngen  73)  werden 


J(**-l) 
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und  liefern  unter  Voraussetzung  eines  positiven  v  die  Bedingung 

mod  z  <i  mod  (v  —  Vv^  —  1). 
Differenzirt  man  die  Gleichung  74)  in  Beziehung  auf  v  und  setzt 
nachher 


dv    -  2-'         t*-Ä(. 


V  = 


1    +   Ä?« 

2k     ' 


so  entsteht  die  folgende,  unter  der  Bedingung  modt  <^  1  gültige 
Entwickelung 

1 


V(l— <2)(i_A;«<») 
2.4 


=  l  +  ^^.  +  f^v  +  ±L^,e  + 


und  darin  ist 


2.4.6 


1    +    ÄJ2 

wenn  nach  ausgeführter  Differentiation  v  =  — — —  gesetzt  wird. 

c.    In  mancher  Hinsicht  bemerkenswerth  ist  die  Auflösung  der 
transcendenten  Gleichung 

75)  z  =  usinz  +  i;, 

welche  bei  geometrischen  und  mechanischen  Problemen  vorkommt  ♦). 
Die  erste  der  Gleichungen  73)  wird  hier 

76)  sinz  =■  (z—'V)  cos  z  oder    z  —  tanz  =  v, 

welche  iür  z  =  X  -{-  iy  und  bei  reellen  v  in  die  beiden  Gleichungen 
zerfällt : 


Fig.  31. 


lii — 'A 


Sohlömiloh,  Analysis.    n. 


♦)  Soll  Z.B.  in  einer  Ellipse  AOB 
der  Radiusvectop  FP  so  gelegt 
werden,  dass  derSector  AFP  eine 
gegebene  Grösse  S  hat,  so  ist 
Zl^OÖ=a)  mittelst  der  Gleichung 

28 
ah 

zu  bestimmen  (Theil  I,  Seite  375, 
Formel  2).  In  der  Theorie  der 
Planetenbewegung  heisst  diese  Auf- 
gabe das  Kepler' sehe  Problem. 
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2sin2x 


X  — 


2cos2x  +  ß2y  -f.  e-2y 


77)  V  -  '"  ~  ""''  -  0 

Man  übersiebt  sofort,  dass  x  und  y  von  t;  abbängen,  und  dass  eben- 
deshalb eine  vollständige  Auflösung  der  vorigen  zwei  Gleichungen 
nur  dann  möglich  ist,  wenn  v  einen  gegebenen  Zahlwerth  hat.  Um 
aber  hierbei  nicht  stehen  zu  bleiben,  wollen  wir  auf  die  genaue  An- 
gabe des  kleinsten  Modulus  von  u  verzichten  und  dagegen  unter- 
suchen, wie  viel  modu  wenigstens  betragen  muss,  gleichgültig,  wel- 
chen Werth  V  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Glei- 
chung 76)  die  Form 

C0S2X  =  r 

2y  2 

und  ziehen  hieraus 

stn^x  =  \ '- 

4ty  4 

oder  nach  bekannten  Reihen 

^•.  =  8-i)?f +.8 -SyfL +  ••••■ 

worin  rechter  Hand  alle  Glieder  positiv  sind.  Diese  Gleichung  lehrt, 
dass  jedem  y  unendlich  viele  x  entsprechen,  ausgenommen  in  dem 
Falle,  wo  die  Summe  der  Reihe  (ganz  abgesehen  von  der  linken  Seite) 
mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Weil  ferner  jene  Summe  gleichzeitig 
mit  y  wächst,  so  ist  der  grösstmögliche  Werth  von  y  derjenige,  bei 
welchem  die  erwähnte  Summe  =  1  wird;  der  Maximal  werth  von 
^,  welcher  T  heissen  möge,  bestimmt  sich  daher  durch  die  Gleichung 


5 ir—"^        '■        -^ 


5  ""  4r         + 

oder 
78)  Y^er^e-y  _  2 

Wie  in  I,  d.  folgt  hieraus 

r=  1,199678. 
Auf  u  zurückgehend,  können  wir  die  Gleichung 

z  — V 

u  =  —, 

stnz 
mittelst  Nro.  75)  einfacher  schreiben: 
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u  =  8ee/g  =  $ec(x  +  iy) 

^(ev  -{'e~v)cosx  +  *(^  —  €ry)$inx ^ 

~  2co82x  4-  e^y  +  e-^y  » 

wir  erhalten  hieraus  für  den  Modulus  yon  u^  welcher  B  heissen  möge, 

V2cos2x  +  e^y  +  (r-2y 
oder,  unter  Zuhülfenah9ie  von  Nro.  76), 

1  1 


Ä  = 


Der  Nenner  dieses  Bruches  wächst  gleichzeitig  mit  y  und  wird  am 
grössten  fttr  y  =  T;  es  ist  daher 

^^^  1 


Y- 


«r  _  ^-2r' 


4r 

wofür  man  wegen  Nro.  78)  schreiben  darf 

B  ^  ,.  y    ^ =r,    d.  i.  22  ^  0,662742. 

—  |(ei'  _  e-J)  —    ' 

Das  kleinste  <«,  welches  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

sme  =  {ß  —  v)cos0,         w  =  — : — 

finden  könnte,  besitzt  demnach  einen  Modulus  von  wenigstens 
0,662742;  die  gesuchte  Reihenentwickelung  gilt  daher  ohne  Zweifel, 
sobald  modu  <[  0,662742  genommen  wird*).     Aus  der  Gleichung 

IS  —  usin0  =  V 
folgt  nunmehr  für  jedes  reelle  v 

modu  <  0,662742, 
wobei  die  Coefficienten  mittelst  der  Formeln 


*)  Die  Üebereinstimmung  der  obigen  Bedingung  mit  den  Bedingungen 
in  I,  d.  und  II,  b.  erklärt  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  Gleichung 

e  —  usinz  z=i  V 
für  ©  =  1»  und  ;er  =  1»  +  C  mit  der  dortigen  Gleichung 

C  —  ucosC  =  0 
identisch  wird.    Der  Modulus  des  kleinsten,  den  Bedinguugsgleichungen 
genügenden  u  erreicht  dann  gerade  die  untere  Grenze  0,662742. 

8* 
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A,  =  /(») ,        a.  =  J)-- 1  {/(»)«»«•«-} 
ZU  beBtimmen  sind. 

Die  Ausführung  der  aogedeuieten  Differentiationen  hat  z.  B.  in 
dem  Falle /(j?)  =  e  keine  Schwierigkeit;  sie  giebt 

jBT  =  t;  -|-  usinv  +  5tt*«n2t; 

+  g|itt*(125stwöf;  —  81sw3«?  +  2siwi;)  +  •  •  • . 
und  bei  reellen  u  ist  0  ^  u  <;  0,662742  zu. nehmen*). 


*)  Die  Bedingungen  für  die  Convergenz  der  obigen  nnd  einer 
ähnlichen  Reihe  sind  zuerst  von  Laplace  mittelst  eines  ziemlich  weit- 
läufigen Verfahrens  entwickelt  worden  (Memoires  de  TAcademie  des 
sciences,  tome  VI,  an.  1823,  p.  61),  welches  auf  einer  bei  grossen  n  ange- 
näherten Bestimmung  des  Werthes  von  ^^4.1  :  (nA.)  beruht.  Eine  ge- 
nauere, von  der  Theorie  complexer  Variabelen  ausgehende  Untersuchung 
hatCauchy  geliefert  (Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathematique, 
1841);  sie  ist  später  von  Puiseux  vervollständigt  worden  (Liouville, 
Journal  de  Mathem.  tome  XJY). 
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I.    Einleitende  Betrachtungen. 

Wenn  eine  Function  der  Variabelen  z  in  eine  Potenzenreihe  ver- 
wandelbar ist,  wenn  demnach  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  Glei- 
<;hung  Yon  der  Form 

/W  =  Co  +  Ci^  +  Cg;er2  +  CgXrS  H 

existirt,  bo  bietet  die  Substitution  e  =  r(cosu  +  V —  Isinu)  ein 
Mittel,  um  zwei  neue  Gleichungen  abzuleiten;  in  denen  die  vorkom- 
menden Reihen  nicht  nur  die  successiven  Potenzen  von  r,  sondern  auch 
die  Cosinus  und  Sinus  der  aufeinander  folgenden  Multipla  von  u  ent- 
halten.    Es  ergeben  sich  nämlich,  wenn  ^ 

/(rcosu  +  V  — 1  rsinu)  =  (p(r,u)  +  V— l^(r,u) 
gesetzt  wird,    durch    Yergleichung    der  beiderseitigen  reellen  und 
imaginären  Bestandtheile  die  neuen  Formeln 

y(r,w)  =  Co  +  Circosu  +  C3r^eo82u  +  Csr^cosSu  +  •  •  • 
^  (r,w)  =  Ci  rsinu  +  C}  r^sin2u  +  C3  r*sm  3 1*  +  •  •  • 
So  erhält  man  z.  B.  aus  der  bekannten  Reihe  für  1(1 — si)  die 
Gleichungen 

—  4^1  — 2rcosfi+-r2) 
=  -r-rco8u  '\"T-r^co82u  +  -^r^cosSu  + , 

\  ji  o 
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^     /     rsinu     \ 

arctan  ( ) 

\1  —  rcosuj 

wobei  jedoch  der  absolute  Werth  von  r  ein  echter  Bruch  sein  muss*). 
Gleichungen  dieser  Formen  gestatten  eine  doppelte  Ansicht ,  je- 
nachdem  man  nämlich  r  oder  u  als  die  Hauptvariabele  ansieht.  Im 
ersten  Falle  handelt  es  edch  nur  um  Potenzenreihen,  und  dann  müssen 
selbstverständlich  die  Goefficienten  derselben  nach  der  für  den 
Mac- Laur  in 'sehen  Satz  geltenden  Regel  gebildet  sein,  also 

1  8"9(r,w) 

CnCOSnU  =  r— r •  öTIzr—  , 

1.2...n         8r* 
1  8»*(r,w) 

1.2...n         8r" 
wobei  nach  Ausführung  der  Differentiationen  r  =  0  zu  setzen  ist. 
Während  man  hier  auf  Bekanntes  zurückkommt  ^  bietet  dagegen  der 
zweite  Fall  Gelegenheit  zu  einer  neuen  Untersuchung;    denn  schreibt 
man  zur  Vereinfachung 

1)  q)(u)  =  Co  +  AiCosu  +  A2COs2u  +  Ä3COSBU  +•  •  •  •• 

2)  ^(w)  =  BiSinU'\-  B2sin2u-^-  BiSinBu  +  ••••, 

so  kann  die  Frage  nach  dem  Bildungsgesetze  der  Coefficienten  c^, 
^1,  Ä2  etc.,  Bu  B2  etc.  gestellt  werden.  Dieselbe  lässt  sich  mittelst  des 
leicht  beweisbaren  Satzes  beantwoi-ten ,  dass  die  bestimmten  In- 
tegrale 

n  n 

—  /  cosmu  cosnu  du  =  ^  I  [cos(m  —  n)u  +  cos(m  +  n)u]du 

0  0 

und 

n  '  n 

—  /  sinmu  sinnu  du  =  —  I  [cos(m  — w)ti  — cos(m  +  w)tt]c?w 
0  •  0 

den   gemeinschaftlichen   Werth  Null  besitzen,  so  lange  die  beiden 

ganzen  Zahlen  m  und  n  von  einander  verschieden   sind,   ^ss   sie 

hingegen   f ür  m  =  n   den  gemeinschafblichen    Werth   1    erhalten. 

2 
Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  1)  mit  —cosnu du  und  integrirt 

7t 

zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  7t,  so  verschwinden  rechter 


*)  Hinsichtlich der    Bedingungen,    unter    denen    die    Substitution 

g  =2  r(co»u+V— 1  sinu)  erlaubt  ist,  verweisen  wir  auf  den  vorher- 
gehenden Abschnitt. 
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Hand  alle  Integrale  mit  AuBnahme  des  einen,  welches  A^  als  Factor 
enthält,  und  es  ist  bei  umgetkehrter  Schreibweise 

n 

8)  An^^  —  j  g>(u)co8nudtL 


^J'ipiu) 


Für  den  ersten  Coefficienten  Co  findet  man  ähnlich 

n 

4)  Cq  =  -^J  fp{u)du  —  jA^. 

Anf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  Nro.  2)  durch  Multiplioation  mit 

2 

^smnudu  und  Integration  von  u  =  0  bis  te  =  or 


n 
6i  Bn  =  --J^(u)sin 


n 


,  )sinnudu. 

ö 

Hiemach  ist  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  das  yorhin  gegebene  Beispiel 

fürn>  0 

n 

2  ri 

= /  — Z(l — 2rcosU'\'r^)cosnudu 

0 

n 

Diese  Betrachtungen  bedürfen  einer  wesentlichen  Modification, 
sobald  die  Existenz  der  Gleichungen  1)  und  2)  nicht  sicher  ist;  dieser 
Fall  tritt  aber  ein,  wenn  die  Functionen  9  und  ip  nicht  erst  aus  einer 
Function/  mittelst  der  anfangs  erwähnten  Substitution  abgeleitet,  son- 
dern unmittelbar  gegeben  sind.  So  lässt  sich  z.  B.  schon  in  dem  ein- 
fachen Falle  ^  (u)  =  tt  nicht  abgehen,  ob  die  Gleichung 

u  =  Bisinu  -^  B2 sin2u  -^  B^sinZu  '\' •  •  •  • 
überhaupt  bestehen  kann;  gewiss  ist  sogar,  dass  die  etwaige  Gültige 
keit  derselben  auf  bestimmte  Grenzen  eingeschränkt  sein  muss ,  weil 
die  Reihe,  für  sich  betrachtet,  eine  periodische  Function  yon  u  bil- 
det, welche  fürt«=:t;,  tt  =  23r-f*t?,  u  =^  ^n-^v  etc.  dieselben 
Werthe  annimmt,  während  die  linke  Seite  diese  Eigenschaft  nicht 
besitzt  Um  alle  derartigen  Fragen  zu  entscheiden,  wollen  wir  von 
den  linken  Seiten  der  Gleichungen  1)  und  2)  abstrahiren  und  die 
Suinmen  der  vorkommenden  Reihen  direot  aufsuchen,  wobei  wir  den 
Coefficienten  c^,  An^  B^  die  in  Nro.  3),  4)  und  5)  gefundenen  Werthe 
geben.  Schreiben  wir  in  den  letzten  drei  Formeln  t  statt  ti,  so  haben 
wir  unmittelbar 
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Y'^  +  'AiCosu  +  A2Cos2u-] -{-Ancosnu 

n  n  n 

=-{  /  (pit)dt  +  2  I  (p{t)co8ucostdt'{'2  I  q>(t)cos2uco82tdt+»** 

9  9  0 

n 
•  •  •  +  2  /  q>(t)cosnuco$ntdt\ 

0 

Hier  können  wir  alle  Integrale  in  ein  einziges  zusammenziehen  und 
zugleich  jedes  doppelte  Product  zweier  Ck)sinus  in  eine  Summe  zweier 
Cosinus  zerlegen;  die  rechte  Seite  wird  dann 
n 

—  1  (p(f)[l  +  co8(t  —  u)  +  cos2(t  —  u)  -] +cosn(t — u) 

0 

+  COS  (t  +  u)  +  cos2(t  +■«*)  +  •••  +  cosn(t  +  u)]  dt, 
und  wenn  die  Reihen  der  Cosinus   mittelst  der  hekannten  Formel*) 

cosö  +  cos 2(0  4- cos 3 ö  ■\-"*  +  co$nc3  =  —  -~i — ~"t-V^— 
'  '  2  2senjG) 

summirt  werden,  so  erhält  jene  rechte  Seite  die  Form 

nj  '^^^M    2sin\{t-u)     +     28m\{t  +  u)    r' 

FOr  uneDdlich  wachsende  n  ist  daher 

\Ai,-\-Aieo8u-\-  AtCos2u-\-  AiCosZu-\-'  •  •  • 

und  auf  ganz  gleiche  Weise  findet  sich 

BiSinu  +  B28in2u  ■}-  Bs8inSu  +  •  •  •  • 

3rl       J      2s*n|(*  —  u)      ^'  J      2stnl(t-\'u)       ^^    J 

Wie  man  sieht,  kommt  die  Summirung  der  Reihen  in  1)  und  2)  auf 
die  Ermittelung  der  Grenzwerthe  zurück,  welchen  sich  zwei  Integrale 


*)  Von  der  Richtigkeit  derselben  überzeugt  man  sich  leicht  dadurch, 
dasB  man  beide  Seiten  der  Oleichung  mit  2stn|ai  multiplicirt  und  linker 
Hand  die  Formel 

2co8a8inb  =  8in{a  +  &)  —  8in(a  -—  b) 
für  a  =  0»,  2  0),  3  w, . . .  na  und  6  =  |ai  in  Anwendung  bringt 
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von  ähnlicher  ZusammenBetznng  hei  anendlich  wachsenden  n  nähern. 
Setzt  man  im  ersten  Integrale  \(t  —  u)  =  0,  im  zweiten 
|(^  -h  tt)  =  d,  so  erhalten  heide  Integrale  die  gemeinschaftliche 
Form 


/ 


8tnd 


und  es  bleiht  demnach  unsere  Aufgabe,  den  Grenzwerth  zu  finden, 
gegen  welchen  der  vorliegende  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden 
n  convergirt.  Dieses  Problem  steht  übrigens,  ¥rie  sich  nachher 
zeigen  wird,  mit  einem  anderen  und  etwas  einfacheren  in  nahem 
Zusammenhange;  wir  werden  uns  daher  zunächst  mit  dem  letzteren 
beschäftigen. 


n,    Bestinunung  von  Lim  rfl^F(e)dd  für  p  =  «, 


Wir  betrachten  zunächst  das  Integral 

1)  Sp=ßj^Fie)de 


0 


und  setzen  dabei  voraus,  dass  y  wid  p  beliebige  positive  Grössen 
sind,  und  dass  die  Function  F(d)  von  0  =  0  bis  6  =  y  eindeutig, 
endlich  und  stetig  bleibt  und  fortwährend  abnimmt ,  ohne  jedoch 
negativ  zu  werden. 

Mittelst  der  Substitution  pd  =  X  ergiebt  sich  zunächst 


^=/¥KI> 


a        "         ^»^ 
Das  Product  py  kann   man  in  ein  Vielfaches  von  n  und  in   einen 
Rest  zerlegen,  der  weniger  als  «  beträgt,  man  darf  also 

i?y  =  3»  +  9,  0  <  9  <  ar 

setzen,  wo  c[  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  welche,  beiläufig 
bemerkt,  gleichzeitig  mit  der  beliebigen  positiven  Zahl  p  ins  Unend- 
liche wächst.    Das  Integral 
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gestattet  nun  eine  Zerlegung  nach  folgendem  Schema 

7I+P  n  2n  371  qn  9^+P 

0  0  TT  271  (7-1)71        qn 

es  besteht  also  aus  g  Integralen  von  gleichem  Integrationsintervalle 
und  aus  einem  Restintegrale,  welches  wir  mit  Bq  bezeichnen  woUen. 
Da  sinx  von  0  bis  n  positiv,  von  nhiü  2n  negativ,  von  2  ä  bis  3  TT 

wieder  positiv  ist  u.  s.  w.,  da  femer  der  Factor  —  F  ( —  j  immer 

positiv  bleibt,  so  hat  das  erste  jener  q  Integrale  einen  positiven,  das 
zweite  einen  negativen  Werth  und  so  alternirend  weiter;  man  darf 
hiemach  schreiben 

3)  Sp=  üi  -  ITa  +  ü^  -  üi  +  ..••  +  (-1)^+^  ü,  +  Ä„ 
wobei  selbstverständlich  Ui,  t/^,  Ca  etc.  die  absoluten  Werthe  der 
einzelnen  Integrale  bezeichnen.  So  ist  z.  B.  ün  gleich  dem  abso- 
luten Werthe  von 

(n-l)7I  ^  ^ 

oder,  wie  die  Substitution  x  =^  {^%  —  1)  «  -}-  |  zeigt, 

J  (n— 1)  n  +  l     \         i?  J    "" 

Vergleicht  man  hiermit  das  nächstfolgende  Integral 

und  beachtet,  dass  die  Fanction  f^  abnimmt,  ohne  negativ  zu  werden, 
so  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

««I         p  /(n  — l)jr  +  |\  wnl  /n  ar  + 1\ 

woraus  folgt 

Die  Werthe  der  IT  bilden  hiernach  eine  fallende  Reihe,  der  Art 
dass  üi  >  1^2  >  ^3  •  •  •  ißt» 
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Sehr  anschaulicli  werden  diese  Schlüsse,  wenn  man  sich  8p  als 
die  von  x  =  0  his  x  =  qn  -|-  g  gehende  Fläche  derjenigen  Curve 
denkt,  welche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  durch  die  Gleichung 

sinx 


y  = 


X        \pj 


bestimmt  ist  (Fig.  32).     Die  Curve  beginnt  mit  der  Ordinate  OB 
=  JP(0),  durchschneidet  die  Abscissenachse  an  den  Stellen  Oili=^, 

Fig.  32. 


OÄ2  =  2  3r,  OAz  =  3  3r,  •  •  •  •  OAq  =  a^r,  und  bildet  demnach 
eine  Reihe  von  Zügen  JB-4i,  A1B1A2,  A^B^A^i  etc.,  welche  ab- 
wechselnd über  und  unter  der  Abscissenachse  liegen.  Abgesehen 
vom  Vorzeichen  ist  die  Maximalordinate  jedes  Zuges  grösser  als 
die  Maximalördinate  des  nächsten  Zuges,  so  dass  die  einzelnen  Züge 
sich  mehr  und  mehr  der  Abscissenachse  nähern.  Die  Grössen  Ui, 
U'2 ,  Us  etc.  sind  die  absoluten  Werthe  der  Flächen  der  einzelnen 
Züge  und  zwar  beträgt  jede  solche  Fläche  mehr  als  die  folgende ; 
das  Restintegral  Eq  bedeutet  die  über  AqC  =  Q  stehende  Fläche 

AqGR 

Wenn  in  einer,  aus  beliebig  vielen  alternirenden  Gliedern  ge- 
bildeten Reihe 

ITi    ^    üi    +    üi    +    174    +    ....    +    (^   l)g+l    üq 

jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  so  beträgt  die  Summe 
der  Reihe  bekanntlich  mehr,  als  irgend  eine  gerade,  dagegen  weniger, 
als  irgend  eine  ungerade  Anzahl  von  Gliedern;  bezeichnet  demnach 
2Ä  +  1  eine  ungerade  Zahl  <  g,  so  ist  nach  Nr.  3) 

Ui  --  Ui  +  Us  —  U^  + Ulk 

<:Sp  —  Bq< 

^1    —    t72    +    C^3    —    ^4    + h    ^2*+l 

oder,  vermöge  der  Bedeutung  der  U, 
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%kn  (2ii+i)7r 

Bequemer  ist  es,  statt  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  zu  schrei- 
hen,  indem  man  den  Satz  henutzt,  dass  irgend  eine  Ungleichung 
Ä  <i  M  <i  B  durch  die  Gleichung  M  =  A  +  b(B  —  Ä)  ersetzt 
werden  kann,  worin  £  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
Bruch  bezeichnet;  man  hat  daher 

2kn  i2k-\-l)n 

Wendet  man  auf  das  Restintegral 

qn  ^^ 

die  bekannte  Formel  an 


ß 


'/(x)dx  =  0>—a)f(a  +  »lb  —  ä]\       0<  *  <  1, 


80  erhalt  man 


*        *^      3»  +  *p  \       P       J 


und  auf  gleiche  Weise  findet  man 

(2*+!)  71 


fsmx^     /£\       _  sin  ^jc      (2h%  -f  ^Q\ 
Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zur  folgenden 

lässt  man  hier  h  constant  bleiben,  dagegen  jp,  mithin  auch  $,  un- 

X        2k7t 
endlich  wachsen  und  beachtet,  dass  —  <; gegen  die  Null  con- 

P  P 

vergirt,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
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sind'jc, 


0 

wobei  das  Product  der  drei  echten  Brüche 

2h 

kurz  mit  St  bezeichnet  worden  ist.     Aus  der  vorigen  Gleichung  er- 
hellt nun  unmittelbar,  dass  die  Differenz 

0 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann,   wenn    man  die  willkürliche 
ganze  Zahl  h  gross  genug  wählt;  es  ist  daher  für  h  =  co 

0 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  S» 

0  0 

Im  Folgenden  sei  zur  Abkürzung 


; 


X 
0 


stnx   .  _ 

dx  =  K\ 


man  kennt  zwar  diesen  Integralwerth  aus  anderen  Untersuchungen 
jedoch  ist  diese  Kenntniss  vorläufig  nicht  erforderlich,  vielmehr  ge- 
nügt die  Bemerkung,  dass  K  einen  endlichen  Werth  hat,  wie  sich 
leicht  ergiebt,  wenn  man  die  vorige  Untersuchung  für  den  Fall 
F(ß)  =  l  wiederholt  und  dabei  berücksichtigt,  dass  K  einer  fallenden 
Reihe  gleichkommt,  deren  Glieder  alternirende  Vorzeichen  besitzen. 
In  der  bis  jetzt  entwickelten  Formel 

6)  Um  pJ^  Fi6)de  =  KF(0) 

0 

ist  die  Function  F(d)  an  die  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnten 
Bedingungen  gebunden;  es  gilt  nun,  jene  Bedingungen  so  weit  als 
möglich  wegzuschaffen. 

Wenn  die  Function  F(d)  bei   ihrer  continuirlichen  Abnahme 
negative  endliche  Werthe  annimmt,  so  lässt  sich  immer  eine  positive 
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endliche  Constante  A  der  Art  wählen,  dass  A  +  F(f))  nur  posiiivd 
Werthe  erhält.  Die  Formel  5)  ist  dann  auf  die  positiv  abnehmende 
Function  Ä  +  F(ff)  anwendbar  und  giebt 

Li»^J  '^^^[A  +  Fmdd  =  KU  -h  FiO)l 

0 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 
A.  Limf'JMidö  +  LimJ^  F^de  =  SA  +  F Jr(0). 

0  0 

Man  bemerkt  nun  leicht,  dass  die  Formel  5)  noch  för  den  Fall 
F(ö)  =  1  gilt,  dass  also 


Lim 


J?^de  =  K 


ist,  was  man  übrigens  auch  mittelst  der  Substitution  pß  =  x  finden 
kann;  die  vorhergehende  Gleichung  reducirt  sich  daher  auf 

r  , 

LimJ^^  F(e)dd  =  KF(0), 

d.  h.  die  Gleichung  5)  bleibt  auch  für  solche  continuirlich  abneh- 
mende F(0)  richtig,  welche  das  Gebiet  des  Negativen  betreten. 

Wenn  die  Function  F(0)  von  ö  =  0  bis  ö  =  y  continuirlich 
zunimmt,  ohne  jedoch  unendlich  zu  werden,  so  ist  J^  —  F(d)  eine 
abnehmende  Function,  wobei  B  eine  beliebige  Constante  bezeichnet. 
Die  Formel  5)  kann  nun  auf  die  Function  B  —  F(d)  angewendet 
werden  und  liefert 

lAmj'?^  [B-F(e)]de  =  K[B--F(0)l 

0 

Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  gelangt  man  analog  dem 
Vorigen  zu  dem  Satze,  dass  die  Formel  5)  auch  fär  zunehmende 
Functionen  richtig  bleibt,  dass  sie  also  überhaupt  für  solche  F(6) 
gilt,  welche  von  6  =  0  bis  0  =  y  eindeutig,  endlich  und  stetig 
bleiben  und  entweder  nur  abnehmen  oder  nur  wachsen. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  der  Betrag  von 


•ß 


lAmf^Fme, 
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für  jJ  >  a  >  0  bestimmen,  falls  F(0)  von  Ö  =  «  bis  ö  =  /J  die- 
selben Eigenschaften  besitzt,  die  soeben  für  das  Intervall  0  =  0  bis 
Ö^=y  vorausgesetzt  wurden.  Wenn  JP(fl)  von  ö  =  0  bis  Ö=a=OA 
in  Fig.  33  einen  beliebigen  Verlauf  FG  hat,    dagegen  von  ö  =  « 


Fig.  33. 


Fig.  84. 


bis  ö  =  /J  =  OB  continuirlich  abnimmt  und  demnach  längs  AB 
durch  die  fallende  Curve  GH  repräsentirt  wird,  so  kann  man  sich 
eine  andere  Function  ^i  (ff)  denken ,  welche  auch  von  0  =  0  bis 
0  =  a  nur  abnimmt  und  von  0  =  a  bis  0  =  /J  mit  F(0)  identisch 
ist,  deren  Bild  also  die  immer  fallende  Curve  Fi  GH  ist.  Ebenso 
lässt  sich  einer  von  0  =  0  bis  0  =  a  beliebig  verlaufenden  und 
von  0  =  a  bis  0  =  /J  zunehmenden  Function  F(0)(m  der  Fig.  34 
der  Curve  FGB)  eine  durchaus  wachsende  Function  Fi  (ff)  (die 
Curve  Fl  GH)  substituiren ,  die  von  0  =  «  bis  0  =  /3  mit  F(ff) 
zusammenfallt.  Es  ist  nun 
g 


Lim 


imf. 


a 
a 


sinpO 
^1~ 


Fi(ff)de 


-.     I   rsinpd 


Fi(ef)de 


-f 


sinpO 


Fl  (0)  de    =  KFi  (0)  -  KFi  (0)  =  0, 


mithin,  wenn  im  ersten  Integrale  Fi  (ff)  durch  die  innerhalb  des 
Integrationsintervalles  mit  Fi  (0)  identische  Function  F(ff)  ersetzt 
wird, 


6) 


_.     Psinpß 


Ji'(Ö)dö  =  0,       /3>a>0. 


SoliiOmileb,  Acalyiii.  IL 
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Die  Formeln  5)  und  6)  lassen  sich  durch  folgende  Bemerkungen 
wesentlich  erweitem.  Wenn  die  Function  F(d)  von  0  =  0  his 
0  =  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  bleibt,  im  üebrigen  aber  bald 
wächst,  bald  abnimmt,  so  besitzt  sie  zwischen  0  und  y  etliche 
Maxima  und  Minima,  welche  der  Reihe  nach  an  den  Stellen  /ti, 
fi2,  •  •  •  f^r-i»  f^r  eintreten  mögen.     Das  Integral 


pJ^Fme 


lässt  sich  nun  nach  folgendem  Schema  zerlegen : 

und  dabei  sind  die  einzelnen,  rechter  Hand  vorkommenden  Inte- 
grationsintervalle so  beschaffen,  dass  F{0)  innerhalb  eines  solchen 
Intervalles  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Zufolge  dieses 
Umstandes  convergirt  das  erste  Integral  rechter  Hand  gegen  die 
Grenze  KF{0),  alle  folgenden  Integrale  dagegen  verschwinden  bei 
wachsenden  j?  (nach  Formel  6);  damit  kommt  man  wieder  auf  die 
Gleichung  5)  zurück.  Durch  ganz  dieselben  Schlüsse  überzeugt  man 
sich  leicht,  dass  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionen  ausgedehnt 
werden  kann,  die  zwischen  a  und  ß  bald  wachsen,  bald  abnehmen. 
Um  noch  den  Fall  einer  etwaigen  Discontinuität  von  F(d)  in 
Betracht  zu  ziehen,  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sich  F(0)  an  den 
zwischen  ,0  und  y  liegenden  Stellen  Ai,  A^,  •  •  •  A  ,sprungweis  än- 
dere, ohne  jedoch  unendlich  zu  werden.  Jedem  solchen  A  entsprechen 
dann  zwei  Functionswerthe  F(A  —  0)  und  J'(A -{- 0),  während  im 
üebrigen  zu  jedem  ö  nur  ein  Functionswerth  gehört.  Zerlegt  man 
nun  das  Integral  nach  folgendem  Schema: 

so  ist  F(d)  in  jedem  der  rechts  vorkommenden  Integrationsintervalle, 
für  sich  genommen*  eindeutig,  endlich  und  stetig,  mithin  convergirt 
das  erste  Integral  rechter  Hand  gegen  den  Grenzwerth  KF(0)^ 
während  die  folgenden  Integrale  verschwinden.  Damit  wird  man 
wieder  auf  die  Formel  5)  zurückgeführt.  Mittelst  ganz  derselben 
Zerlegung  lässt  sich  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionen  F(ß) 
ausdehnen,  die  zwischen  a  und  ß  beliebig  oft  discontinuirlich,  aber 
nicht  unendlich  werden. 
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Zar  rollständigen  Erledigung  des  Gegenstandes  gehört  schliess. 
lieh  die  Bestimmnng  der  Constanten  K,  Da  diese  weder  von  p  noch 
von  y,  noch  von  der  Natur  der  Function  ^(0)  abhängt,  so  kann 
irgend  eine  Specialisirung  von  y,  p  und  F{ß)  zur  Ermittelung  von 
K  benutzt  werden. 

Am  besten  eignet  sich  hierzu  die  Wahl 

wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge ,  und  F{0)  inner- 
halb der  Grenzen  0  und  \%  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit  und 
Endlichkeit  genügt.    Es  ist  nun 

J  Sind 

oder,  wenn  man  die  Gleichung 

7)  ^*^^^J  t  ^^^  =  l+2[cos2e  +  cos4.e  +  cos6e  +  '"+cos2ne] 

zur  Ausführung  der  Integration  benutzt 

K  =  Ix. 

Das  Gesammtresultat  der  vorigen  Untersuchung  besteht  in  dem 
Satze,  dass  für  beliebige  positive ,  unendlich  wachsende  p  die  For- 
meln gelten 

r . 

8)  LimJ?^^F(e)de  =  lnF(0\    y  >  0, 


rsin 

V- 


9)  LimJ  ^-^  F(ß)dd  =  0,  /J>«>0, 

•    a 

wenn  F(ß)  innerhalb  des  betreffenden  Integrationsintervalles   ein- 
deutig und  endlich  bleibt. 

Um  hier  gleich  ein  paar  Anwendungen  zu  zeigen,  wollen  wir 
die  vorige  Summenformel  7)  allgemeiner  zwischen  den  Grenzen 
6  =  0  und  0  =  y  integriren ;  diess  giebt 

y  "i"  T s«» 2y  +  ~ stti 4y  -}-  •  •  •  -| —  sin2nY 

/•8m(2«  +  l)0  rsin(2n+l)       0      ,. 

=7  —^0 ^^=7  — 0 'l^e^^^: 

0  0 

9* 
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Unter  der  Voraussetzung  y<C^  bleibt  die  Function  6:  sind  endlich 
von  6  =  0  bis  ö  =  y,  mithin  ist  durch  üebergang  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  n 

y  +■  \sin2y  -}-  |8in4y  +  Isinßy  -f-  •  •  •  •  =  l^t 
0  <  y  <  «r, 
oder  für  y  =  Jm 

\(x  —  u)  =  {sinu  +  \sin2u  +■  l$in3u  +  ••••, 
0  <  M  <  2ä. 
Man  gelangt  zu  einem  analogen  Resultate,  wenn  man  die  leicht 
beweisbare  Gleichung*) 

2[sin2d  +  «m4ö  +  sm6ö  +  •  •  •  +  sin2nd] 
=  cotO  +  8in2nO  —  co8  2ndcotd 

=  cotO  +  stn2nö ^^ " — \  ,  .,    —  cotO 

mit  dO  multiplicirt  und  zwischen  zwei,  vorläufig  noch  nicht  n&her 

bestimmten  Grenzen  d=a  und  0 = j3  integrirt.  Zunächst  ergiebt  sich 

co82a-'Cos2ß  ,  cosia — cos4/J  ,        ,  co82na  —  co82nß 

i + 2 +••'  + n 

co82na  —  cos2nß 


a 


=:zlsinß  —  Isina  . 

2n 


Wn(2n+l)ö     ö       ,n^,i  .    1  /«m(2n— 1)0     0      ,^,^ 
0  8%nd  2J  0  8tn0 


und  wenn  hier  0<^a<C^ß<^7e  genommen  wird,  so  bleibt  die  Function 

endUch  innerhalb  des  Integrationsintervalles.     Nach  Formel  9)  hat 
man  nun  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n 
co82u  —  cos2ß    ,    cos4a — cos4Ä    ,    co86a — cos6ß    , 

-— 1 + 2 + 1 +■•• 

==l8inß  —  Isina,  0  <i  a  <^  ß  <^  n. 

Specieller  für  /J  =  isr,  a  =  Ju  und  unter  Anwendung  der  bekann- 
ten Formel  1  —  J  +  |  —  j  +  etc.  =  ?2  folgt  hieraus 

—l(2sin\u)==i\cosu  +  lcos2u+lco8Su  +  ...,        0<u<3r. 
Die  beiden  erhaltenen  Summenformeln  geben  zu  erkennen,  dass  die 
auf  S.  119  beispielsweis  angeführten  Reihenentwickelungen  auch  in 
dem  Grenzfalle  r  =  1  gelten,  sobald  die  (sonst  beliebige)  Variabele 
u  auf  ein  bestimmtes  Intervall  eingeschränkt  wird. 

*)  Wird  nämlich  beiderseits  mit  sinB  multiplicirt  und  linker  Hand 
jedes  doppelte  Produet  zweier  Sinus  in  die  Differenz  zweier  Cosinus  um- 
.gesetzt,  80  entsteht  eine  identische  Gleichung. 
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r 


m;  Bestimmung  von  ^^f^^^MäO  für  m  =  «. 


Im  Folgenden  wollen  wir  die  Gleichung  9)  auf  den  Fall 


anwenden  und  dabei  voraussetzen,  dass  f(ff)  eine  von  0  =  0  bis 
6  =  y  endlich  bleibende  Function  sei.  Für  0  =  0  erhält  F(0) 
den  endlichen  Werth  F(0)  =/(0),  för  0  =  ä,  2ä,  3ä,  etc.  wird 
dagegen  F(d)  im  Allgemeinen  unendlich;^  um  diese  Fälle  auszu- 
sehliessen ,  müssen  wir  vorläufig  y  <^  n  voraussetzen  und  haben 
dann 

r  • 
^^^  ^V^^^^^  ^^  =  '''•^^^^'        0  <  y  <  «. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache  f ür  j'  =  ;r.  Da  hier  die  Glei- 
chung 9)  nicht  unmittelbar  zur  Anwendung  kommen  darf,  so  be- 
nutzen wir  erst  die  Zerlegung 

f^mäe  =J^fmä,  J^mä, 

und  substituiren  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  0  =  sr  —  i}, 
wodurch 

wird.  Hiemach  ist,  wenn  wir  m  als  ungerade  Zahl  voraussetzen  und 
statt  1}  wieder  0  schreiben 

0  0  0 


■f 


1 
'sinmB 


^g  l/(ö) +/(«-»)] '»ö. 


Das  letzte  Integral  ist  ebenso  gebildet,  als  wenn  in  Nro.  9) 
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gesetzt  worden  wäre,  und  da  diese  Function  von  0=0  bis  0  =  \n 
endlich  bleibt,  so  folgt  * 

n 

0 

Durch  die  genaue  Schreibweise  f(pc  —  0)  wird  hier  angedeutet,  wel- 
chen Werth  von/(ar)  man  in  dem  Falle  zu  nehmen  hat,  wo  etwa 
f(0)  f ür  0  =  Ä  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität  erleidet. 

Mittelst  der  Formel  11)  ist  leicht  zu  entscheiden,  wie  sich  die 
Sache  gestaltet,   sobald    y  ein    Vielfaches    von  7C   ausmacht,   etwa 
y  z=i  hx.     Die  Zerlegung  des  Integrationsinteryalles  giebt  zunächst 
hn  n  27t 

f^mdo  =  f'^/mdB  +  f^fmäB  + . .  • 

J    sind  J    sind  J    sind 


...,f 


hn 
sinmO 


Sine  ^^^''' 


(h-i)n 

und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  0  =  17,  im  zweiten 
0  =  Ä  +  iy,  im  dritten  0  =  2ä  +  fi  etc.  substituiren,  so  erhal- 
ten tirir 

0  ' 

Die  Integrale  rechter  Hand  lassen  sich  in  ein  einziges  zusammen- 
ziehen, wobei  wir  wieder  0  statt  7]  schreiben  wollen.  In  der  so  ent- 
stehenden Gleichung 

hn 


ß 


stnt 


=/ 


n 
^sinmd 

sind 


[/(Ö)+/(^  +  Ö)+/(2^+Ö)  +  -+/(Ä-l^+0)]d0 


Digitized  by 


Google 


Die  periodischen  Reihen.  135 

ist  die  rechte  Seite  ebenso  gebildet,  als  wäre  in  Nro.  11)  statt /(d) 
die  endliche  ^mhe  f(6)+f(x +  6)  +  etc.  gesetat  worden;  der 
Uebergang  zur  Grenze  für  m  =  oo  liefert  demnach 


0 


/(2ar-o)+/(2«+0)  /(h-i„-o)+f(h-lx+0) 

2  I  '•    r  2 

+  l/(Ä«-0)]. 

Wir  haben  endlich  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo  y  zwischen 
zwei  benachbarten  Vielfachen  von  n  liegt,  mithin  y  z=  h%  -^q  und 
0  <[(»<[  9r  ist.   Unter  dieser  Voraussetzung  zerlegen  wir  wie  folgt 

/^V,,  ^f^m»  ^f^m^ 

^  Q  hn 

und  substituiren  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  0  =  ^sr  -f-  ^* 
wobei  wir  zuletzt  wieder  0  statt  1}  schreiben;  diess  giebt 

»71  +  ^  »TT  9. 

0  0  0 

Für  das  erste  der  rechts  verzeichneten  Integrale  benutzen  wir  die 
Formel  12),  für  das  zweite  die  Formel  10),  indem  wir  das  in  letzterer 
vorkommende /(ö)  durch /(Asr  +  Ö)  ersetzen;  wir  erhalten  so*) 

,V(2;r-0)+/(23r  +  0),         . /(A;r- p) +/(;^;r  +  0)1 

+ 2 +  •••  + 2 )• 

0  <  ?  <  «. 
Hiemach  lässt  sich  auch  der  Fall  y  =  oo  behandeln,  indem 
man  sich  h  als  unendlich  wachsende  Zahl  denkt,  also  die  Beihen  in 
12)  und  13)  ins  Unendliehe  fortsetzt  Wenn  diese  Beihen  diver- 
giren,  so  hat  das  Besultat  keine  Bedeutung,  convergiren  sie  aber, 
so  muss  /(/» %)  bei  unendlich  wachsenden  h  ins  Unendliche  abnehmen, 


*)  Die  Formeln  10)  bis  18)  hat  zuerst  Lejeane-Dirichlet  ent- 
wickelt in  Crelle's  Journal  Bd.  IV,  S.  94  und  mit  mehrfachen  Erläu- 
terungen reprodncirt  in  Dove's  Bepertoriam  der  Physik  Bd.  I,  S.  152. 
An  beiden  Orten  transformirt  der  Erfinder  das  oben  betrachtete  Integral 
mittelst  derselben  Methoden,  welche  wir  auf  das  einfachere  Integral  in 
I  angewendet  haben ;  der  hier  eingeschlagene  Weg  dürfte  indessen  be- 
quemer sein. 
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und  dann  ist  es  gleichgültig,  vrelche  von  den  Formeln  12)  und  13) 
in  Anspruch  genommen  wird.     So  erhält  man  z.  B.  fur/(0)  =  e~ö 


J    Sind 


0 


IV.  Summirung  periodischer  Reihen. 

'    Durch  die  vorigen  Untersuchungen  sind  wir  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  Summen  solcher  unendlicher  Reihen  zu  finden,  deren  allge« 
meiner  Term  durch  das  Integral 
n 

J  f(t)co8n(t  +  x)dt 

0 

dargestellt  wird;  zur  Abkürzung  benutzen  wir  hierbei  folgende  Be- 
zeichnungen 

n  n  '    n 

14)  ün=\Jf{t)dt  +Jf(t)m(t'-x)dt+ff(t)cos2(t^x)dt+'' 

0  0  0 

•  •  •  +  I  f(t)cosn(t — x)dtt 

0 

n  n  n 

15)  Vn  =  ljf(t)dt  +  ff{t)cosit  +  x)dt+ffit)€os2(t+x)dt+-* 

0  0  0  . 

TT 

.  •  •  +Jf(t)cosn{t  +  x)dt. 

0 

Was  nun  die  erste  Reihe  betrifft,  so  können  wir  dieselbe  auf 
folgende  Form  bringen 
n 

Ün  = //(Oß  4-  cos(t  ^x)  +  C08  2(<-- a?)  +  •••  +  cosnit'-xyjdt 

0 

und  erhalten  nach  einer  schon  mehrmals  benutzten  Summenformel 


0 

Statt  t  führen  wir  eine  neue  Yariabele  o  ein  mittelst  der  Substitution 
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l(t  —  x)  =  G)  oder  t  =  2g)  -]- x  und  bezeichnen  die  ungerade  Zahl 
2n  -{'  1  kurz  mit  9i» ;  es  ist  dann 


sinma  ..^      ,     .  _ 


Dieses  Integral  lässt  sich  in  die  beiden  Theile 
0  \in~x) 

/sinmcD..     ,   «    v  ,      ,    isinmco..     ,   «    v  , 

-b  " 

zerlegen,  und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  fij  =  —  0,  im  zweiten 
0  =  0  setzen,  so  wird 

0  0 

Mittelst  der  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen  Sätze  können 
jetzt  die  Grenzwerthe  bestimmt  werden,  gegen  welche  die  beiden 
Integrale  convergiren,  sobald  n  und  m  unendlich  wachsen.  Jene 
Grenzwerthe  hängen  aber  von  dem  Betrage  des  x  ab,  und  daher  müs-> 
sen  wir  hinsichtlich  des  letzteren  bestimmte  Voraussetzungen  machen. 
Wir  beschränken  uns  dabei  auf  drei  Fälle,  ob  nämlich  a?  =  0, 
oder  zwischen  0  und  7C  enthalten,  oder  =  n  ist.  Im  ersten  Falle 
verschwindet  das  erste  Integral  wegen  der  gleichen  Integrationsgren- 
zen, und  das  zweite  convergirt  gegen  den  Werth  |jr/(+  0).  Liegt 
zweitens  x  zwischen  0  und  ^,  so  hat  man  gleichzeitig  0  <C\x  <^  Jt 
und  0  ■<  |(jr  —  oc)  <^  TCi  mithin  convergirt  das  erste  Integral  gegen 
den  Grenzwerth  l7tf(x  —  0),  das  zweite  gegen  5^/(0?  +  0).  End- 
lich für  o;  =  ;r  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro«  16)  und 
das  erste  convergirt  gegen  \nf(n:  —  0).     Demnach  ist 

,   x  =  7C,  Ua,  =  In  f(n: —- 0). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  F».  Man  findet  zu- 
nächst 

^-  -J  ^^^     2sm\{t  +  x)    **' 
und  für  |(<  +  x)  =  Ö, 


17) 
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oder  durch  Zerlegung        ^ 

0  0 

Im  Falle  x  =  0  verschwindet  das  zweite  Integral  von  selbst, 
und  das  erste  convergirt  gegen  lxf(-\-  0).  Liegt  x  zwischen  0  und 
«,  so  sind  |(^  +  ^)  und  Ix  gleichzeitig  zwischen  0  und 7C  enthalten; 
dann  convergiren  beide  Integrale  gegen  einen  und  denselben  Grenz- 
werth.  Endlich  f^  x  =  n  convergirt  das  erste  Integral  (nach  Nro. 
11)  gegen  5«/(jr  —  0)  +  |ä/(—  «  +  0),  das  zweite  gegen 
2  ^/( —  ^  "t"  ö)*     Zusammen  giebt  diess 

(för  «  =  0,  F„  =  !»/(+  0), 

18)  „    0  <  a?  <  jr,  Fco  =  0, 

^    X  =  7C,  F„  =1ä/(«— 0). 

Addirt  man  jetzt  die  Gleichungen  14)  und  15)  für  n=  oo,  indem 
man  ihre  unter  Nro.  17)  und  18)  angegebenen  Summen  beachtet,  so 
findet  man  nach  beiderseitiger  Division  mit  ^,  dass  die  Summe  der 
unendlichen  Reihe 

n  71  n 

-jAt)dt+^Jf(t)co8tdt.co8x  +  ^f/it)(m2t 

0  0  0 

durch  ^.        ^x    .     ..,     .    ^v 

/(+o),      /(^-o).+  /(x+o)^      ^(„_,) 

ausgedrückt  wird,  jenachdem  a?  =  0  oder  0  <  ^  <  ^r  oder  x  =  7C 
ist.     Dieses  Resultat  lässt  sich,  wenn 

n 

19)  An=~ff{t)cosntdt 

0 

gesetzt  wird,  zu  folgendem  Theoreme  zusammenfassen: 

Wenn  die  Function  f{x)  von  a?  =  0  bis  a?  =  st  end- 
lich und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f{x)  =  \Äq  -{-  Aicosx  -^^  A2COS2X  -\-  A^cos^x-\"** 
für  alleWerthe  von  a;  =  0  bis  a?  =  ä  inclusive  beide  Gren- 
zen; erleidet  aber  f{x)   innerhalb  dieses    Intervalles  eine 
Unt.erbrechung  der  Gontinuit&t,  ohne  jedoch  unendlich  zu 
werden,   so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe   gleich   dem 
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arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthea,  welche /(o;) 
an  der  betreffenden  Sprungstelle  besitzt. 

Durch  Subtraction  der  Gleichung  15)  von  Nro.  14)  ergiebt  sich 
auf  ganz  ähnliche  Weise,  dass  der  unendlichen  Reihe 
n  n 

-  I  f(t)$intdt.$inx-\ —  1  f(t)8in2tclt.8in2x-\-*'* 

0  0 

die  Summen 

zukommen,  jeaachdem  a;  =  0,  oder  0  <  ^  <C  ^  oder  o;  =  ar  ist. 
Mittelst  der  Abkürzung 


20)  Bn=lfmsm 


^  ^)  sinnt  dt 
ö 
gelangt  man  jetzt  zu  dem  analogen  Satze: 

Wenn  die  Function  f{x)  von  a?  =  0  bis  a:  =  ä  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f{x)  =  Bisinx  '^B2Sin2x-{-  BaSinSx-] 

für  alle  zwischen  Ound^  liegenden  Werthe  vona;  exoluslve 
beide  Grenzen;  erleidet  aber  f(x)  innerhalb  dieses  Inter- 
yalles  eine  Unterbrechung  der  Continnit&t,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden^  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen, 
welche /(a;)  an  der  betreffenden  Sprungstelle  besitzt. 

Zur  vollständigen  Discussion  der  vorigen  Reihen  gehört  noch 
die  Ermittelung  der  Reihensummen  für  den  Fall,  dass  x  ausserhalb 
des  Intervalles  0  bis  ^  liegt.     Betrachtet  man  nun  in  der  Reihe 

5  A  -{- Äicosx-^-  AiC0s2x  +  ÄsCOsSx-^  ••• 
X  als  wiUkührliche  Yariabele  und  versteht  unter  |  irgend  eine  zwi- 
schen 0  und  TC  liegende  Zahl,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  jeder  ein- 
zelne der  vorkommenden  Cosinus  für 

denselben  Werth  erhält  wie  für  a;  =  |.  Das  Nämliche  gilt  auch  von 
der  Reihensumme,  welche  demnach  eine  periodische  Function  von 
X  ist.  Für  negative  x  bleibt  die  Reihensumme  dieselbe  wie  für  gleich 
grosse  positive  x.  Diese  Verhältnisse  werden  sehr  anschaulich,  wenn 
man  sich  die  beiden  Curven  constmirt  denkt,  deren  Gleichungen  in 
rechtwinkligen  Ooordinaten  sind  y  =  f(x)  und 
21)  T  =  \Äo  +  Aicosx  +  A3CO82X  +  '^* 
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Die  erste  Curve  NPQiB  ist  willkührlich,  (Fig.  35)  und  es  sei  darin 
PQi  der  Bogen,  welcher  der  Abscisse  OIn  =-7C  entspricht    Die 

Fig.  35. 


zweite  Curve  filllt  von  x  =  0  hiB  x  =  tc  mit  der  ersten  Curve  zu- 
sammen, für  X  "^  n  sowie  f ür  a;  <[  0  besteht  sie  aus  einer  Reihe 
von  Bögen,  die  dem  Bogen  P  Qi  congruent  sind.  In  der  Gleichung 
21)  hat  man  daher  ein  Mittel  zur  Construction  einer  wellenförmigen 
Curve,  in  welcher  der  von  o;  =  0  bis  o;  =^  ^r  reichende  Bogen  mit 
dem  entsprechenden  Bogen  irgend  einer  gegebenen  Curve  überein- 
stimmt« 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Reihe 
^1  sin  a?  +  J?2  sin  2  jr  +  J?3  sin  3  a;  +  ♦•  • 

Auch  hier  besteht  die  Curve,  welche  die  Reihensumme  darstellt, 
aus  congruenten  Bögen,  jedoch  liegen  dieselben  abwechselnd  über  und 
unter  der  Abscissenachse  (Fig.  36).  So  oft  x  gleich  einem  Vielfachen 

Fig.  36. 

Y 


von  z  wird,  verschwindet  die  Reihensumme;  die  zweite  Curve  hat 
demnach  unendlich  viele  auf  der  Abscissenachse  liegende  isolirte 
Punkte  wie  z.  B.  0,  Im  L-i  u.  s.  w. 

Bevor  wir  Anwendungen  der  beiden  Theoreme  zeigen,  wollen 
wir  erst  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Umständen  es  erlaubt  sein 
würde,  die  Gleichungen 
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2!2)       f{x)  =  \Aq  +  w4iCosa?-|-w42  cos  2a? +  -^3' cos  3a? -!-••• 

23)  /(a?)  =  Bi  sinx  +  B2  sin  2x  +  J?3sm3a?  -| 

in  Beziehung  auf  x  zu  differenziren.     Die  Differentiation  der  ersten 
Gleichung  giebt 

24)  f(x)  =  —  l-4isma?  —  2A^sin2x  —  3-43sm3a5  — •••, 

und  es  bedarf  nun  der  Entscheidung,  ob  diese  Gleichung  richtig  ist 

oder  nicht.    Soll  &heTf(x)  wie  eine  nach  Sinus  fortschreitende  Reihe 

entwiokelbar  sein,  so  muss  erstens /'(a:)  von  a?  =  0  bis  a?=  Ä  iend- 

lich  bleiben  und  zweitens  ist  der  Goefficient  von  sinnx  mittelst  der 

Formel 

n 

^  ff  (t)  sinnt  dt 
0 
zu  bestimmen ;  die  Gleichung  24)  würde  daher  richtig  sein,  wenn  der 
vorliegende  Coef&cient  =  —  nÄn  wäre.     Durch  theil weise  Integra- 
tion ergiebt  sich  leicht 

/(Osiww<d^==4/(Ä)smnÄ~/(0)sinO  — ny /(Ocosw«c?*| 


=  -[f(7t)sin n%  — /(0)swo[  -—nÄn 


und  wenn  hier/(0)  und/(Ä)  endliche  Grössen  sind,  so  ergiebt  sich 
in  der  That,  dass  der  gesuchte  Coefficient  denWerth  — nAn  hat.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  22)  ist  also  erlaubt,  wenn  /(a?)  und 
f\x)  von  a?  =  0  bis  a?  =  sr  endlich  bleiben. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  Gleichung  23), 
deren  Differentialquotient  sein  würde 
25)        fix)  =  lBxC0SX'\-  253C0s2a? +  3J53  cos  3a; +  ••• 
Verwandelt  man  nämlich  f  (x)  in  eine  nach  Cosinus  fortschreitende 
Reihe,  so  hat  man  als  Coef&cienten  von  cosnx  den  Ausdruck 

^ff(t)cosntdtz=z^f(irc)cosnx  --f(0)  +  njf(t)sinntdt^ 

=  |{/^(ä)cos  nsr -/(O)}  +  n-B«, 

welcher  mit  dem  in  Nro.  25)  vorkommenden  Goefficienten  nBn  nicht 
übereinstimmt,  ausgenommen  den  Fall  /(n)  =/(0)  =  0.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  23)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn 
/(a?)  und  f(x)  von  a;  =  0  bis  a;  =  ä  endlich  bleiben  und  wenn 
ausserdem  /(O)  =  /(pt)  =  0  ist 
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V.  Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

A.  Beispiele  zn   Formel  22). 

Für  fix)  =  X  erhält  man 

-  .  2    1  —  cosnTC 

/•  =  *'    j,  =  -- — - — 

mithin 

n 4  icosx       cosBx       coshx  ) 

*  ~  2  ""  IcXU  "'       P~  "•       5«"  "'         i 
oder 

26)  in(\%-~x)  =  \co8X  +  \cos  3ic  +  ^ cos 5a?  -}-••• 

Q  ^x^n. 
Die  Specialisinmgen  a;  =  0  und  x  =  n  führen  zn  Snmmenformeln, 
welche  nach  §.  50  des  ersten  Theiles  schon  bekannt  sind. 
Die  Annahme 

f{x)  =  e^'  +  e-**, 
worin  A  eine  beliebige  Constante  bezeichnen  möge,  liefert 

und  daraus  folgt 

__.        7C  e^«+e-**       1        AcöSÄ    ,  lcos2x      XcosSx  . 

27)  -•  — 


Da  der  Ausdruck  linker  Hand  für  negative  x  derselbe  ist,  wie 
f&r  gleich  grosse  positive  x,  so  gilt  die  Gleichung  unter  der  etwas 
erweiterten  Bedingung  —  tc  ^  x  '^  x. 

FfLrf(x)  =  cosfix^  wo  f(  keine  ganze  Zahl  sein  möge,  ergiebt 
sich 

.   2swytÄ  28infi3e  (— l)«+]jt 


mithin 


(17t  n         n^  —  ^^ 


.         gr  cos(ix__  1         ftcQsa?  (icos2x  .  [icosSx 

^  2*sin^Ä~2/I"'"l3  — ^2      22  — ^2  +  32_^3 

was  Dasselbe  ist,  als  wenn  man  in  Nr.  27)  A  ==  ftV —  1 
hätte.  Auch  diese  Formel  lässt  sich  auf  das  Intervall  x  =  —  ä  bis 
X  =  •]-  X  ausdehnen.  Die  speciellen  Werthe  x  =  0  und  x  zz=  tc 
fuhren  zu  Gleichungen,  welche  von  den  im  ersten  Theile  in  §.  50  ent- 
wickelten Formeln  6)  und  3)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 
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B.  Beispiele  zu  Formel  23). 

Die  Annahme  /(a?)  =  1  giebt 

-.         2     1  —  cosnTC 
i/^  =  —  • ■ — 

jr  n 

mithin 

29)  |ä  =  \sinx  +  |stn3a;  +|sm5a?  +  ••••, 

0  <  a?  <  Ä, 
woraus  z.  E.  für  o;  =  |^  die  bekannte  Leibnitz'sche  Reihe  folgt. 
Nimmt  man  f(x)  =  x,  so  erhält  mai; 

n 
demnach 

30)  |a:  =  jsiwa?  —  \sin2x-\-\sinZx —  •  •  •  • 

Da  die  Unke  Seite  f ür  a?  =  0  verschwindet  und  für  negative  x  die 
nämlichen,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzten  Werthe  annimmt 
wie  für  gleich  grosse  positive  x^  so  lässt  sich  das  Gültigkeitsintervall 
der  Gleichung  ausdehnen  auf  —  ä  <  a;  <  +  «• 

Ersetzt  man  in  der  vorliegenden  Gleichung  x  durch  n  —  a;, 
so  gelangt  man  zu  der  schon  auf  S.  129  entwickelten  Formel 

31)  5  (ä  —  a;)  =  \$inx  +  \s%n2x  +  \sin  3aj  +  •  •  •  •, 
welche  an  die  Bedingung  0  <  a;  <;  2  ä  gebunden  ist.     Das  arith- 
metische Mittel  der  Gleichungen  30)  und  31)  führt  auf  Nro  29)  zurück. 

Durch  Substitution  von 

f(x)  =  e^*  —  e~^* 
erhält  man 


J?„=-(e^«— e-^«): 


Ä^  '    n-^  +  A-^  ' 

und  hieraus  die  Gleichung 

.  7t   c**  —  er^^ Isina;        2sm2a;      3sin3a5 

32>         2  V'»  — c~*^~12+A2~2'^  +  r"^32  +  A2  • 

deren  Gültigkeit  sich  leicht  auf  —  ;r  <  a?  <  +  ^r  ausdehnen  lässt. 
Dasselbe  Resultat  folgt  aus  Nro.  27)  durch  Differentiation  in  Be- 
ziehung auf  X, 

Mittelst  der  Substitution /(x)  =  sin(iXj  wo  {i  keine  ganze  posi- 
tive Zahl  sein  möge,  findet  man 

_2atni[t^(— l)»^-^il 

Ä         n*  —  tt* 
und  demgemfiss 

Ä  sin^ix Isinz       2$in2x      BsinSx 

2*5»fiÄ~l>— ;i«~22— /t3"^3»--^a       ••*•' 


33) 
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ein  Resultat,  dessen  Gültigkeit  auf  die  Grenzen  —  jr  <  r  <  +  ^ 
ausgedehnt  werden  kann.  Man  erhält  übrigens  dieselbe  Gleichung 
aus  Nro.  32)  wenn  X  =  ^V —  1  gesetzt  wird. 

0.  Transformation  von  An* 

Für  manche  Anwendungen  der  Formel  22)  ist  eine  Transfor^ 
mation  von  Wichtigkeit,  welcher  das  Integral 

71 


/' 


f{t)cosntdt 


in  dem  Falle  unterworfen  werden  kann ,  wo  f(f)  eine  Function  von 
cost  darstellt,  wo  mithin /(^)  =  q){cost)  gesetzt  werden  darf.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Bezeichnet  wie  gewöhnlich  ^^"^  {z)  den  n-ten  Differentialquotienten 
von  q>{is\  so  ist  durch  theilweise  Integration 

Cq)^''^{z)if>{e)de  =  q>^^-^z)^{e)  —   Cq>^^-'^^{e)ii>' {z)de. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  ii>(js)  sowohl  f ür  ^e?  =  a 
als  für  jer  =  b  verschwindet  und  dass  (p^^^^^{e)  von  e  =  a\A&  z^=}) 
endlich  bleibt,  folgt  hieraus 

ft  h 

y  9^») W^(^)  dz=  —  f(p(^^>(z)  t\e)  dz. 

a  a 

Wendet  man  rechter  Hand  wieder  dasselbe  Verfahren  an  und  setzt 
voraus,  dass  ^'(a)  =  0,  ^'(b)  =  0  und  q)^'*^^>(z)  innerhalb  der  In- 
tegrationsgrenzen endlich  ist,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 

b  b 

fq)(^^(z)if(z)dz  =  +  J(p^^-^>(z)tlf''(z)dz. 

a  .  a 

Es  erhellt  von  selbst,  wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  lässt;  die 
n-malige  Anwendung  desselben  giebt 

ft  b 

Jq>^''K^)H^)  dz  =  (—  \Yj(p{z)if><^^\z)  dz, 

a  a 

und  zwar  müssen  dabei  ^(^r),  ^'(^r),  .  .  .  ^(«-i)(^)  sowohl  f ür  ^e?  =  a 
als  für  X?  =  b  verschwinden  und  q>{z%  q>' {z\...  q)^*^^^(z)  innerhalb 
der  Integrationsgrenzen  endlich  bleiben.     Den  für  ^  (z)  angegebenen 
Bedingungen  genügt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Function 
t/;(;er)  — (1  —  Xf2)«4 

wenn  ö  =  —  l,5=-j-  1  genommen  wird,  und  es  ist  daher 
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y  y(«)(^)  (1  _ ,.y^,a,  =  (-  l)y  y(^)^"^^7/^""'"ef^/ 

Andererseits  hat  man  (S.  7,  Formel  10) 

(2i.-i(l_^2)«-l        (— l)«-i  1.3.5...  (2n—l)  .    ,  . 
-      ^  —  =  ^ ^ -8tn(naroco$^) 


mithin  auch 

rl 


/ 


(p(n)^g)(l^^2fldß 


—  1 

und  daraus  wird  mittelst  der  Suhstitution  arccoS£f  =  t  oder  Äf  =  cösf, 
TT 


1.3.5... (2n—  1)     r    ,  V  dsininarccose)  , 

= ii 7^  ''W — ^; — «»*. 

fc  der  Suhstitution  arcc 
n 

rq)(^^^(cost)sin^Hdt 

0 


0 

1.3.5.-(2«— 1)  p    .     ^.  _,  .      .. 
-^  -  '  '  g) (cos t)d (sinnt) 


=  1 .3.5...(2w  —  1)  /  q>(co$t)cosntdt 

Demnach  ist  umgekehrt  o 

TT  ;r 

34)   /  <p(cost)cosntdt  =  ,    .    ^ rr rr  /  w^'^^(cost)sin^**tdt^ 

J  l.o.5...(2w— ^  \)J 

und  hierin  hesteht  die  ahzuleitende  Transformation'*'). 

Um  ihren  Gebrauch  an  einem  Beispiele  za  zeigen,  wollen  wir  die 
Coefficienten  in  der  Keihenentwickelung 

.  =  |-4o  +  Axcosx  +  AiCos2x  +  •  . .  . 

Vi   —  27CCOSX  +  x2 
näher  untersuchen;  es  bedeute  hierbei  x  einen  positiven  oder  nega- 
tiven echten  Bruch.     Die  linke  Seite  hat  die  Form  q)(cosx),  und 
zwar  ist 

w(s)  =     .-  = 

Vi  —  2x^  +  x2 
mithin 

g)<»)(^) x^ 

1  .3.5...(2W—  1)  ""  V(l— 2Xjff  +  ;&2)2«  +  ^ 


♦)  Sie  findet  sich  zuerst  in  einer  Abhandlung  von  Jacob!,  Crelle's 
Journal  Bd.  XV,  S.  1. 

Schlömilch,  Analysls.    H.  10 
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und  nach  den  biBherigen  Formeln 

.    _  2^    r         cosntdt 2x«  T gm^"<J< 

*~  3r7  Vi— 2xcose+x3  ""    3»^  /  V(l— 2xcos«  +  «-)^""*"^ 


—  ^  /'/  eint Y» 

~    ^  J  \Vl  —  2xc^i+xy    Vi  — 


^        ^r  *    —  2xC0St   +  X2/     Vi   —  2XCÖS<   +   X« 


Behufs  einer  weiteren  Umwandlung  benutzen  wir  die  Substitutjon 
sint 


=  stnUf 


Vi  —  2xcos^  +  x» 

und  ziehen  aus  derselben  die  beiden  Gleichungen 

Vi  — 2xcos<  +  xa_  1  (l'-xcost)dt     _ 

1 — xcost  Vi x^sin^u*     1— 2xcos^  +  x«  • 

deren  Product  ist 

dt  du 


Vi  —  2XC0S*  +  x2        Vi  —  3c*  sin^  ü 
Die  Formel  für  An  geht  jetzt  in  die  folgende  über  *)  > 

2x»   r     sin^'^udu 

"  ~    Ä  7  Vi  —  xasin^tt' 
statt  deren  auch  geschrieben  werden  kann 

.         4x*   /       sin^^udu 

^  g'   Vi  —  x^sm^w 
Zur  völligen  Entwickelung  von  An  kann  man  sich  von  hier  an  un- 
endlicher Reihen  bedienen,  indem  man  z,  B.  den  binomischen  Satz 

auf  (1  —  x^sin^u)   ^  anwendet 

VL  Erweiterungen  der  Entwickelnngsformeln. 

< 

FQr  manche  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln 
f(x)  =  5-4o  +  Aicosx  +  A2C0$2x  +  Azcosdx  +  ...., 


An  =  -^ff(t)cosntdt, 


•)  Auf  weit  mühsamerem  Wege  gelangt  Legendre  eu  derselben 
Formel  in  seinem  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Tome  U,  page  53(^ 
formule  10. 
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f{x)  =  Bisinx  +  B.28in2x  +  B^sinSx  +  ••••, 

71 

Bn  =  —  j  fit)  sinnt  dt 

ist  es  ein  lästiger  Uebelstand,  dass  die  Variabele  x  anf  das  Intervall 
0  bis  7C  beschränkt  bleiben  muss,  und  es  verdient  deshalb  die  Frage, 
ob  sich  möglicherweise  das  Gültigkeitsintervall  erweitern  Hesse,  eine 
nähere  Untersuchung. 

a.    Setzt  man  in  der  ersten  Formel 

.  =  i^.  /(.)=/(^)  =  <p(,).  . 

wo  h  eine  willkührliche  positive  Grösse  bezeichnet,  so  erhält  man  die 
neue  Gleichung 

90)  =  |u4o  +  AiCos^Y'  +  Ä^cos-^  +  .  .  .  . 

und  zwar  gilt  letztere  unter  der  Bedingung  0  ^  -V^  ^  ^»  d.  b, 

0  =  ^  ~  ^9  i^^n  gelangt  also  zu  einer  neuen,  innerhalb  beliebiger 
positiver  Grenzen  geltenden  Entwickelung.  Um  auch  An  entspre- 
chend umzuwandeln,  benutzen  wir  die  Substitution  t  =  -r-;  sie  giebt 

n 

h  h 

0  0 

Schreiben  wir  endlich  in  den  gefundenen  Gleichungen  wieder/,  x,  t 
statt  9,  ^,  Uj  so  haben  wir  den  Satz,  dass  die  Entwickelung 

35)  f(x)  =  \Aq  +  ^icos—  +  A^cos-^  +  AbCOS-j^ -\ 

für  alle  x  von  x  =  0  bis  x  =  h  gilt,  wenn  die  Coefficienten  nach 
der  Formel 

h 

36)  An  =  jff(t)C0S^dt 

0 

bestimmt  werden. 

Mittelst  der  nämlichen  Substitutionen  gelangt  man  zu  dem  ana- 
logen Satze,  dass  die  Entwickelung 

37)  f(x)  =  Bistn—-  +  B2  8tn— h  BsStn— f-  •  •  • 

für  alle  zwischen  0  und  h  liegende  x  gilt,  wobei  die  Coefficienten 
nach  der  Formel 

10* 
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h 
38)  B,  =  lfmsin^dt 

0 

zu  bestimmen  sind*). 

b.  Um  auch  negative  Werthe  von  x  in  das  Bereich  der  Unter- 
suchung zu  ziehen,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  35)  für  nega- 
tive X  gültig  bleiben  würde,  wenn  die  Function  /(x)  die  Eigenschaft 
/( —  x)  =  /(-f-  x)  hätte,  und  dass  analog  die  Gleichung  37)  ebenfalls 
bei  negativen  x  ihre  Geltung  behalten  würde,  wenn/( — a;)= — /(+«?) 
wäre.  Bezeichnet  nun  F{x)  eine  beliebige  Function  von  o?,  so  be- 
sitzt der  Ausdruck 

die  Eigenschaft  /( —  x)  =f{x)  und  kann  daher  für  alle,  von  d?  =  —  h 

bis  o;  =  -|-  ^  reichenden  Werthe  des  x  nach  Formel  35)  entwickelt 

werden;  man  hat  also 

oo^  F(a:)  +  F(-rr) 

^V  2 

=  i^o  +  ÄiCOS—  +  A2CO8-J-  +  Ä^cos—j^  +  •  •  •> 

—  Ä  g  a?  ^  +  Ä. 
Darin  ist 


Ä.  =  jfim  +  Fi-  0]  cos^dt 


=  i|  fF(t)cos'^dt  +  fF(-t)cos^ät\ 


j^ij  -v/—    J^   "'    1    ^  -V     V—    ^ 


and  wenn  man  im  letzten  Integrale  statt  t  die  neue  Yariabele  —  t 
einführt,  so  erh&lt  dieses  Integral  die  Form 

0 

^Fit)cos^dt, 

worauf  es  mit  dem  vorhergehenden  zusammengezogen  werden  kann ; 
dies  giebt 


u 

ß 


*)  Die  obigen  Entwickelungen  hat  Lagrange  gefunden  und  in  den 
älteren  Abhandlungen  der  Turincr  Akademie  mitgetheilt  (Miscellanea 
Taurinensia,  T.  III,  p.  261). 
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Ä,=  jjF(t)C08^dt. 


149 


Wir  benntzen  zweitens    die  Formel  37)  zur  Entwickeltmg  des 
Ausdrucks 


/(*)  = 


Fix)  —  F(—x) 
2  • 


vrelcher  die  Eigenschaft  /( —  x)  =  —  f(x)  besitzt  und  deshalb  eine 
auch  filr  negative  x  gültige  Reihe  liefert,  nämlich 

^  2 

_,    .    ara?    ,    _    .    27tx    ,    _    .    Btvx    , 

=  BiStn-rr — \-  B^sm—T h  -BaStw^—r ^  •  •  •  • 

n  n  h 


Darin  ist 


Bn  = 


h 


fF(t)  sin  ^dt-  fF(- 1)  sin^dt 

.0  0 

und  wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  ^  an  die  Stelle  von  t  treten 
lässt,  so  wird  einfacher 

42) 


Bn=\fF(t)8m~^dt. 
— Ä 


Endlich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  39)  u.  41) 
43)       F(x)  =  1^  +  Ai  coS'-T — h  A2COS—T !-•••• 

+  BiSin-T 1-  J?3S«n-^r h  •  •  •  •» 

n  n 

und  diese  Entwickelung  gilt  für  alle  zwischen  —  h  und  +  ^  liegen- 
den Werthe  der  Variabelen  *). 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme  F(x)  =  e*;  man  erhält  dann 

e*  — e-* 
1         ^f       1  7CX  1  27i:x    ,  1 

=  2Ä  -  ^ (iEMH^ ''' IT  ^  (2^y  +  h^  ^^5 IT  +  •  •  •  7 

(       1         ,  7tx  2  .    2xx    .  ] 


*)  Die  Gombination  der  Formeln  35)  und  37)  zur  obigen  Entwickelung 
verdankt  man  Fourier;  s.  dessen  Theorie  de  la  chalenr,  Paris  1822. 
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c.  Die  hisherigen  üntersuchnngen  lassen  sich  auch  nach  einer 
anderen  Seite  hin  erweitem.  Ein  Rückblick  auf  den  Ausgangspunkt 
in  Abschnitt  lY.  zeigt  nämlich,  dass  die  dort  angewendete  Methode 
der  Summirung  überhaupt  auf  solche  Reihen  passt,  deren  allgemei- 
ner Term  durch  das  Integral 

Jf(t)co8n(t  +  x)dt 

0 

gebildet  wird,  worin  ft  eine  beliebige  Grösse  bedeutet.  In  der  That 
handelt  es  sich  hier  zuletzt  immer  nur  um  Anwendungen  der  For- 
meln 10)  bis  13),  wobei  die  F&Ue  zu  unterscheiden  sind,  ob  /t  ein 
Vielfaches  von  7t  ausmacht  oder  nicht.  Es  wird  hinreichen,  wenn 
wir  den  extremen  Fall  ft  =  oo  mit  wenigen  Worten  berühren. 
Setzen  wir  analog  dem  Früheren 

ün=^lJf(t)dt+Jf(t)C0Sit--'X)dt+Jfit)(^82it'-x)dt  +  ''' 
0  0  0 

f-  /  f(t)  cosn(t'-x)dtj 

0 

Vn  =  lJf(t)dt+Jf(t)eosit  +  x)dt+Jf(t)cos2(t  +  x)dt-\ 

'f(t)cosn(t  +  x)dtj 


■■■^P 


0 

ßo  erhalten  wir  zunächst  für  2 «  +  1  ■==  n»  und  endliche  x 

0  0 

Bei  unendlich  wachsenden  n  wird  hieraus,  falls  x  zwischen  0  und 
2  %  liegt  und  f{x)    continuirlich  bleibt 

U^  =%{f(x)  +f(27t  +  x)  +/(4Ä  +  a:)  +/(6Ä  +  a?)+-..} 
Nach  ganz  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

0  0 

und  für  n  =  00  bei  gleichen  Voraussetzungen 

F„  =7c[f{2%-x)  +/(4^-:r)  +/(6;r-a;)  +  .•..]• 
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Verbindet  man  die  gefandenen  Besnltate  durch  Addition  und  Sub« 
traction  und  setzt  zur  Abkürzung 

44)  An  =  —  f  f(t)  cosntdt, 

0 

45)  Bn  =  —  lf(t)  sinnt  dt, 

7C  J 
0 

60    erhält  man  die  folgenden  unter  der  Bedingung  0  <:^  o?  <[  Ssr 
geltenden  Gleichungen 

46)  \A^  +  A\COBx  +  A^cos^x  +  AzCosZx  -|-  .  •  • 
=  /(^)  +/(2Ä-aj)  +/(2Ä  +  a?)  +  /(4;r-a?)  +/(4;r  +  a;) 

+  /(6:r-a;)+/(6Ä  +  a:)  +  --i 

47)  B\Sinx  +  B2Sin2x  +  ^aStnSa?  -f  .  .  .  . 

=  f(x)--f(27t^x)+f(2jt  +  x)^f(^it'^x)+f(^7t  +  x) 

— /(6Ä—a?)  4-/(6  3r  +  aj)-| , 

deren  erste  auch  fOr  x  =  0  und  fiir  a;  =  23r  richtig  bleibt,  wah- 
rend dies  bei  der  zweiten  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Hinsichtlich  der  Beschränkung,  welcher  x  unterworfen  ist,  be- 
merken wir  noch  Folgendes.  Die  in  Nro.  46)  linker  Hand  stehende 
Reihe  ist  f ür  a?  =  |  ganz  dieselbe  wie  für  a?  =  2  ä  +  1»  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  ist  im  ersten  Falle 

/(D  +/(23r-|)  +/(2«  +  D  +/(4«-|)  +  .  .  . 
dagegen  im  zweiten  Falle  bei  etwas  anderer  Anordnung  der  Glieder 

/(-Ö  +/(2«-D  +/(2a:  +  |)  -f/(43r-|)  +  ••.., 
die  Gleichung  46)  gilt  daher  im  Allgemeinen  nicht  für  27t<^x<^47C, 
Wohl  aber  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigenschaft 
/( —  ^)  =  /(^)  besitzt,  mithin  erstreckt  sich  dann  die  Gültigkeit  der 
Gleichung  46)  von  x  =  0  hiB  x  =  4n,  Hier  lässt  sich  die  näm- 
liche Schlussweise  wiederholen  und  es  erhellt  daraus,  dass  die  ge- 
nannte Gleichung  überhaupt  für  positive  x  gilt,  sobald  jene  Eigen- 
schaft stattfindet.  Da  unter  dieser  Voraussetzung  bei  negativen  x 
beide  Seiten  der  Gleichung  ungestört  bleiben,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Gleichung  46)  für  jedes  reelle  x  gilt,  sobald  f(x)  eine  sogenannte 
gerade  Function  von  x  ist.  Ganz  ähnliche  Schlüsse  sind  auf  die 
Gleichung  47)  anwendbar;  sie  zeigen,  dass  die  genannte  Gleichung 
für  alle  reellen  x  richtig  bleibt,  falls  f(x)  eine  ungerade  Func- 
tion von  Xy  d.  h.  eine  solche  Function  ist,  welcher  die  Eigenschaft 
/(—  x)  =  —  f(x)  zukommt. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  die  Gleichung  46)  für 
jedes  X  auf  die  gerade  Function 
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ehenso  die  GleichuDg  47)  auf  die  ungerade  Function 
Fjx)  —  FJ-^x) 
2 
anwenden.    Die  Coef&cienten  An  nnd  Bn  werden  dann 

48)  An  =  —J  Fit)co8ntdt,     B^  =  ^J  F(t)  sinnt  dt 

und  durch  Addition  der  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich 

49)  5-4o  +  Aicosx  +  A^cos2x  +  A^cosBx  +  •  *  • 

4-  Bisinx  4-  B^sin2x  +  BzSinBx  -|-  .  .  .  - 
=  F(x)  +  F(X'-2n)  +  F(x  +  2x)  +  F(x  --  4^x)  +  Fix  +  4n) 
+  F(x--6n)  -{.  F(x-{-Gn)  +  •  •  • 

Zu  dem  nftmlichen  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  wenn   man 
die  Reihe 

OD  OD  OB 

\J  F(t)dt  +jF(t)cos(t—x)dt  +  jF{t)cos2(t—x)dt  A ♦ 

—  00  —00  "—00 

nach  der  in  Abschnitt  lY.  benutzten  Methode  summirt. 

Um  ein  bemerkenswerthes  Beispiel  geben  zu  können,  entwickeln 
wir  erst  die  Werthe  einiger  bestimmten  Integrale  und  gehen  dabei 
von  der  Formel 


/ 


r-^dx  =  iV^ 


0 

aus,  die  auf  Seite  460  des  ersten  Theiles  bewiesen  ist.    Durch  unbe- 
stimmte theilweise  Integration  erhalten  wir  zunächst 

y  a.2»ß-:r«^j._jj.2n-i  jxe-'*dx—  (2n— 1)  jx^^'-^dx  fxer-^dx 

=  -  ^^'^  +  il^ß^n-.e-s^dx; 

ist  nun  2n —  1  positiv,  so  verschwindet  das  Product  ap**~ie~**  so- 
wohl f iir  a?  =  00  als  für  a?  =  0,  und  es  folgt 

OD  (» 

J x^'^e-'^dx  —  ^^~  ^Jx^^-^e-'^dx. 

0  0 

üieraus  ergiebt  sich  der  Reihe  nach  für  n  =  1 ,  2 ,  u.  8.  w. 
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Jx^e-^Ux  =  ife—'dx  =  I  — . 

0  0 

Jx^er-'dx  =  \Jx'^e--'dx  =  1^  •  ^, 

und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  n 

f\n     ^^  1.3.5...(2w  — 1)     VH 

j/        *^      ""^  2»  2 

Etwas  allgemeiner  wird  die  Formel  durch  die  Substitution  x  :=  at, 
wobei  a  eine  positive,  die  Null  übersteigenden  Constante  sein  möge; 
es  folgt  nämlich 

Hieraus  lässt  sich  der  Werth  des  bestimmten  Integrales 

er-^'^  cos  2h  f  dt 
ö 

dadurch  ableiten,  dass  man  cos 2h t  nach  Potenzen  von  2h t  entwi- 
ckelt, die  einzelnen  Reihenglieder  integrirt  imd  hierbei  auf  die 
Gleichung 

1.3.5.7...(2n— 1)_  1 1 

1.2.3.4...(2n)     ""  2.4.6...(2n)~  2».1.2...n 
Rücksicht  nimmt;  man  findet 

e-*^^cos2htdt  =  ^e"^«^'  . 
2a 

0 

Hiervon  machen  wir  Gebrauch  für  die  Formel  46),  indem  wir 
f(x)  gleich  der  geraden  Fimction  c^«"**  nehmen,  wodurch 

wird.     Die  entstehende  Gleichung  lautet 


P 


I' 


aVTC  I 


V^f 


hO)-j^\l  4-  ^   ^"-^  cosx  +  e   ^2ay  cos2x  +  e  ^^a/  cosSx+' 
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und  lasst  sich,  wenn  a  =  -77=^,   op  =  2  £f  gesetzt  und  die  rechte 


Seite  zur  linken  gemacht  wird,  folgendermaassen  darstellen 
_^  (g-7y)*  U~2;r)«  jt—sny» 

51)  ^a+ga^-g  «-l-e  « 

+  6       «+e        «       +c        «       H 

Versteht  man  unter  n  eine  ganze  Zahl,  welche  alle  die  Werthe 
_  00 3,  -  2,  -  1,  0,  +  1,  +  2,  4-  3,  .  ...  +  00 

annimmt,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  mittelst  zweier  Summen- 
zeichen kurz  zusammenfassen,  nämlich 

52)  2u^ ^~"=  W^  ^e-»*«  cos  2  nz. 

Diese  Formel  ist  für  die  Theorie  der  elliptischen  Fanctionen  von 
bedeutendem  Werthe. 

Behufs  einer  zweiten  Anwendung   der   allgemeinen  Summen- 
formeln betrachten  wir  zunächst  das  Integral 
00 

0 
(*{    sin  «r      ,  1      r  sin  av  , 

0  0 

Den  Werth  des  Minuenden  giebt  die  Formel  7)  in  §.93  des 
I.  Thls.,  den  Werth  des  Subtrahenten  erhält  man  mittelst  der  Sub- 
stitution ocT  =:  y  und  nachberiger  Anwendung  der  Formel  27)  auf 
S.  62  des  n.  Thls.;  es  ist  demnach 

t 

und  etwas  allgemeiner  für  a  =  2n3rD,  r  = , 

®  ^'  2  3ro' 

00 

-      /     )—f t)  sin  ntdt  =  2  o  (-r-r-- —  r \ 

0 
Wendet  man  nun  die  Formel  47)  auf  den  Fall  an 
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so  ist  nach  Nro.  45)  nnd  dem  Yorigen 
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^9  y^nn^^  i        2n?rp/' 

mithin,  wenn  zur  Ahkürzung  Summenzeichen  henutzt  werden,  die 
sich  auf  die  Werthe  »  ==  1,  2,  3,  .  .  .  beziehen, 

2p^  (  n„^^ 7  —  }: )  sin  nx 

=  — i—  -  ^  -  V/__i__  -         g        \ 

£  a?        -^l   ii^Lzif  2nn  —  x) 

e^  -  1  V     ^      _  1  / 

+  2(  TÜH  2nn  +  Ä?l ' 

wobei  0  <  o;  <  2  ;r  sein  mnss.      Linker  Hand   kennt   man  nach 
Fprmel  31)  auf  S.  143  die  Summe 

'^  sin  nx x  —  x 

rechter  Hand  ist 

l_v ^ +  ^—^ 

X        -^  2nn  —  a;        -^  2nn  +  x 


2a?  11 


X        -^  (2n3r)2  —  a;3        2        2 
also  zusammen 

-     'V^    sin  nx  1  A         x\ 

C^   -    1  e        ^  —   1  c       ^         -    1 

Die  beiden,  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Summen  lassen 
sichs  dadurch  transformiren,  dass  man  die  Entwickelung 

j-Z7|  =  1  +  I»  +  I»  + I»  <  1. 

__  2n7r— g  2n7r  +  ar 

sowohl  f ür  f  =  e         Q       als  für  |  =  e         C>       benutzt;  es  wird 
daon 
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nx  _a 

y  i    2nn—x  ^  1    2n7l  -\-  x  ^  t 


2n7t 

e  ?    —  1 


Beachtet  man  noch  die  identische  Gleichung 

X  2x 

1  l  ^^  +  e     9 


£.  2    i£  -Li        2 ' 

eP  —  1  e9  —  e    9 

so  ist  nunmehr 

X      ,    ^     sr^      sin  nx  Q     ,  ^ 

X  X        ,  nx  nx 

1^  e^9  +  e    ^9  __  ^e9  —  e     9 

2     JL  fL         ''^^     2n7r 

e^9  —  e    ^9  e  9    —  1 

Dieses  Resultat  gewinnt  an  Eleganz,  wenn  man  von  den  auf  S.  265 
des  I.  Thls.  eingeführten  Bezeichnungen 

^ =  cshp  y, =  snhp  y 

Gebrauch  macht,  mit  V^dividirt  und  etwas  anders  ordnet,  nämlich 
..«N  ^'       .     VQ      .^     I    o^iy^NT'     sin  nx 


, '  nx 
a:        ,       1       ._      rc  2    .^^  q 


e  9    —  l 


Bezeichnet  man  die  linke  Seite  mit  ®(^,  p),  so    liegt  in  dieser 
Gleichung  der  Satz 


®(ixr,  q)=  -^®(^^    i^, 


wodurch  die  Function  des  rein  imaginären  Arguments  iz  auf  eine 

0 
Function  des  reellen  Arguments  —  zurückgeführt  wird. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  53)  nach  x  und    multiplicirt 
mit  äV^,  so  entsteht  i 
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KA\  1  ng       .    ^       ^\^  n  cos  nx 

4  stn^  — 

nx 

n  cshp  — 

^  1_ X  2ar  -^         ^    Q 

4psnÄj?3—  '^  e  9   --  1 

d.  i.,  wenn  die  linke  Seite  mit  ^(x,  g)  bezeichnet  wird, 

Nicht  ohne  Interesse  ist  der  Fall  oj  =  0,  für  welchen  die  pe- 
riodischen Cosinusreihen  gültig  bleiben.     Die  Differenz- 


X  X 

4  sin^  -        2q  snhp^  — 

^  '  2  Q 

1     /  1\ 

geht  dann  in  —  l  P  +  "~  )  ^her  und  es  wird  ans  Nrö.  54) 

e  Q    —  1 

wonach  der  links  stehenden  Function  die  Eigenschaft  J'(p)  +  F(  — j 

=  0  zukommt. 

Bezeichnet  man  ferner  mit  Sn  die  Summe  der  Theiler  von  n 
(z.  B.  Sio  =  1  +  2  -|-  5  +  10  =  18),  so  kann  man  der  vorigen 
Gleichung  die  folgende  Gestalt  verleihen 

1    ,      Ä  2;r-^     -^ 

=  -4  +T2^-T-^'-'      '• 
und  daraus  ergiebt  sich  z.  B.  für  ^  =  1 

2^.:^  =  S«-e--  =  Kl  -  i)  =  0.00187793. 
Bei  kleinen  Q  convergiren  die  in  Nro.  55)  und  56)  linker  Hand 
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vorkommenden  Reihen  sehr  langsam,  die  rechts  verzeichneten  Reihen 
dagegen  so  rapid,  dass  jene  Gleichungen  als  Snmmenformeln  henutztf 
werden  können  *). 


Vn.    Die  Umkeliruiig  der  Punotionen. 

Bei  den  bisherigen  Entwickelungen  wurde  vorausgesetzt,  dass 
die  Functionen /(ic),  F(x)  und  dergleichen  explicite  gegeben  seien; 
man  kann  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  gelangt  dann 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

57)  X  =  ip  (y) 

umgekehrt  y  als  Function  von  x  zu  entwickeln,  oder  noch  allgemei- 
ner F(y)  durch  x  auszudrücken.  Es  kann  dies  auf  zweierlei  Weise 
geschehen,  je  nachdem  man  hierzu  die  eine  oder  andere  der  Glei- 
chungen 35)  und  37)  benutzen  will. 


A.  Wenn  wir  für  x  das  Intervall  a;  =  0  bis  x  =  a  >  0  so 
wählen^  dass  die  entsprechenden  Werthe  von  y  und  F(y)  reell  und 
endlich  sind,  so  genügt  F(y\  als  Function  von  x  gedacht,  den  Be- 
dingungen der  Formel  35),  und  es  muss  daher  eine  E^twickelung 
von  der  Form 

58)       F(if)  =  lAo  +  Aicos—  +  Ai  cos——  + 

möglich  sein,  wobei  es  wesentlich  darauf  ankommt,  dön  Coefficienten 


a 

An  =  -J  F(y)  cos  —^  dx 


durch  die  gegebene  Function  ii)  auszudrücken.     Mittelst  theilweiser 
Integration  erhält  man  zunächst 


*)  Diese  Resultate  hat  d.  Verf.  mitgetheilt  in  den  Sitzungsberichten 
d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  Juni  1877. 
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/ 


Fyy)  cos dx 


a  _,,  .    .   nnx         a     C^tr  %   .  ^^^  -, 
=  -  i^W  s^n-J-  --J  F'{if)^n~dy 

nst  a  nit  J  a 

und  es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmang  der  für  y  geltenden: 
Grenzen,  welche  den  Grenzen  aj  =  0  und  x  =  a  entsprechen.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  i/;  (^)  =  0  reelle  Wurzeln  hat, 
entspricht  dem  Werthe  a;  =  0  irgend  eine  dieser  Wurzeln,  die  ß 
heissen  möge.  Da  ferner  a  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  so 
kann  man  ihn  als  einen  der  positiven  Werthe  von  ^  {y)  ansehen  und 
demgemäss  a  =  ^(6)  setzen,  wo  h  im  Allgemeinen  willkührlich  ist; 
dem  Intervalle  a?  =  0  bis  a?  =  a  entspricht  dann  das  Intervall 
2/  =  /3  bis  y  =  b.  Jedoch  bedarf  es  hierzu  noch  einer  Bemerkung. 
Die  ursprüngliche  Variabele  x  war  eine  von  a:  =  0  bis  x=-a  wach- 
sende Grösse;  die  Function  ^(y),  welche  an  die  Stelle  von  x  getre- 
ten ist,  muss  also  dieselbe  Eigenschaft  besitzen,  und  dazu  gehört, 
dass  ^(y)  von  y  =  |8  bis  y  =  l)  wächst,  wenn  t  >  /3,  dagegen  ab- 
nimmt, wenn  h  <  ß.      Durch  Einfühi'ung  der  neuen  Grenzen  und 

.2         t(V) 
durch  Multiplication  mit  —  =  ergiebt  sich   jetzt,    weil   das 

Product 

a 


F{]ß)  sin  ■ 


nnx 
sowohl  für  a?  =  a  als  für  a?  =  0  verschwindet, 

Im  speciellen  Falle  w  ==  0  giebt  dasselbe  Verfahren 

h 
60)  1^0  =  F(b)  -  -^fr(2f)^{y)dy. 

Setzt  man  in  den  Formeln  58),  59)  und  60)  für  ß  der  Reihe 
nach  die  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  ^  (y)  =  0  und 
wählt  in  jedem  Falle  das  zugehörige  b  so,  dass  ^(y),  von  y  =  |8 
bis  y  =  5  positiv  bleibend,  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt. 
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so  erhält  man  ehenso  viel  von  einander  verschiedene  Entwickelungen 
als  es  verschiedene  ß  gieht;  man  findet  demnach  alle  reellen  Um- 
kehmngen  von  x  =  ^(y). 

Beispielsweis  hehandeln  wir  die  Aufgahe,  aas  der  Gleichung 

yer-v  =  x 

umgekehrt  F(p)  =  y  herzuleiten.     Das  Product  yer*  verschwindet 

für  y  =  0,  erreicht  für  y  =  1  sein  Maximum  — ,  und  nimmt  für 

y  >  1  continuirlich  bis  zu  jedem  Grade  der  Kleinheit  ab;  die  Glei- 
chung ye— y  =  0  hat  daher  die  beiden  reellen  Wurzeln  y  =  0  und 
y  =  00 .  Nehmen  wir  erstens  |8  =  0,  so  dürfen  wir  h  nicht  grösser 
als  1  wählen,  damit  yer^  nur  wachse;  die  Wahl  6  =  1  ist  aber 
die  vortheilhafteste,  weil  dann  das  Intervall  für  y  so  gross  als  mög- 
lich wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  für  die  Coeffi- 
cienten  die  Formeln 

1 

\Aq  =  \  —  e J  yer  dy, 

0 

1 
An=^—  ■ —  /  sin(nxeyer-v)dy, 

0 

wo  die  angedeuteten  Integrationen  mittelst  unendlicher  Reihen  aus- 
führbar sind;  als  erste  Umkehrung  der  Gleichung  ye~v^=x  hat  man 

y  =  ^u4o  -f  Aicosnex  +  A^cos2nex  -f  . .  .  . 

Die  zweite  Umkehrung,  die  wir  zur  besseren  Unterscheidung  mit  Y 
bezeichnen  wollen,  ergiebt  sich  mittelst  der  Annahme  |8  =  oo.  Da 
mit  ye"^  von  y  =  «  bis  y  =  l)  nur  abnehme,  darf  h  nicht  kleiner 
als  1  gewählt  werden;  der  vortheilhafteste  Werth  ist  auch  hier  b  =  l. 
Unterscheiden  wir  die  neuen  Coefficienten  von  den  früheren  durch 
andere  Buchstaben,  so  erhalten  wir 


CD 

i':Xo  =  1  +  ejye-ydy, 

1 

\n  =  ^ J  sm(n7ceye-v)dy. 
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and  für  Y  die  Entwickelung 

T=  1^0  +  ^iCosTtex  4-  '^2^os2nex  +  •  •  •  • 

0<x<—' 

Bemerkenswerth   ist  noch   die  Differenz   der  beiden  Umkehrtingen. 
Man  hat  nämlich 


2     P 

i,  —  Än  =  —-    I  Sti 


=  -1-^ 


,  sin(n7ceye'''y)dy 

0 

3*     7"        W  78       ^ 


mithin,  wenn 


^  1         (nirce)2        (wÄ6)*        (njre)«    , 

1«  3*      ~      öß  7»        ' 

gesetzt  wird 

=  |Co  4"  Cicosnex  +  C2Cos2nex  +  C3COs33rea?  +  •  •  • 

0  <a?  <  — . 

■~     ■"    e 

B.  Wir  kehren  wieder  zu  der  allgemeinen  Aufgabe  zurück,  um 
F(y)  in  eine  nach  den  8inus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitende 
Reihe  zu  entwickeln,  nämlich 

a  a  a 

0<a?<a, 
wobei 


a 

Bn  ^=  —  I  F{y)$tn dx 


ist.     Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich  zunächst 


/ 


„,  .    .    n%x  , 
F(^)stn dx 


im  letzten  Integrale   schreiben    wir  rl^iy)  statt  X,  führen  dann  die 
Grenzen  a;=  0,  a;=a  ein,  denen   wiederum    die   Grenzen  y  =  ßf 

Sohlömilch,  Analyus.    H.  XI 
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y  =  h  entsprechen  mögen,  und  erhalten  nach  heiderseitiger  Multi'- 

2  ^ 

plication  mit  —  == 


62)  0.  =  £;/F'M»,.5|Ä),, 


a        ^(5) 

b 

Bn  =  -  —FQ))cosn7t  +  —F{ß)  +  —  fF'(tf)cos'^^^^dtf 
oder  kurzer 

wo  selhstverständlich 

njtJ 

gesetzt  worden  ist.     Die  Gleichung  61)  erhält  jetzt  folgende  Gestalt 
_ .  .         2F(5)fi    .   7tx        1    .    27tx    ,    -    .    3jtx  ] 

^'  7t     [^        a         ^         a  ^         a  J 

,    2F(ß)  L    .   7CX    .    .    ,    27tx    .    1  .    Bjtx    ,    '        } 

+  CiStn \-  C2Stn \-  CsStn \-  •  •  •  •, 

a  a  a 

und  darin  lassen  sich  die  heiden  ersten  Reihen  mittelst  der  Formeln 
{sino)  —  lsin2o  -f-  \sinSa}  —  .  •  .  .  =  |co, 
\sin(o  +  lsin2G)  +  |sm3(iJ  -{-....  =  ^(ä  — oj), 
0  <  o  <  », 

Bummiren;  das  Resultat  ist 

63)     JP(y)  =  F(ß)  +  ^0>)  —  ^(ß)^ 

+  Cisen \-  C2Stn \-  CzStn U  .  .  . 

a  a  a 

0  <  rc  <  a. 
Hinsichtlich  des  |8,  b  und  a  =  ^(6)  gelten  hier  dieselben  Bestim- 
mungen wie  früher.  Uebrigens  liefert  die  vorstehende  Gleichung 
auch  für  x  =  0  und  y  =  ß,  sowie  für  o?  =  a  und  y  =  h  richtige 
Ergebnisse;  sie  darf  daher  noch  an  den  Grenzen  des  Gültigkeitsinter- 
valles  benutzt  werden*). 


♦)  Die  allgemeinen  Entwickelungen  mittelst  der  Formeln  58)  bis  63) 
hat  der  Verfasser  in  der  kleinen  Monographie  „Die  allgemeine  Ümkeh- 
rung  der  Functionen"  (Halle,  1849)  zuerst  bekannt  gemacht 
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Als  Beispiel  möge  die  Bestimmung  von  y  aus  der  Gleichung 

y  —  s  siny  =  x 

dienen;  unter  s  sei  hierbei  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch 
verstanden.  Die  Gleichung  ^  (y)  =  0  hat  im  vorliegenden  Falle  nur 
die  eine  Wurzel  «^  =  0,  also  ist  ß  =  0,  Weil  ferner  t'(y)  = 
1  —  scosy  immer  positiv  bleibt,  so  wächst  ^(^)  continuirlich,  mithin 
darf  l)  beliebig  gross  genommen  werden;  der  Einfachheit  wegen  sei 
h  z=±  7Cy  woraus  a  =  x  folgt.     Wir  haben  jetzt  die  Entwickelung 

y  =  X  -{-  C^sinx  -\-  C2sin2x  +  CssinSx  -f.  .  .  .  . 
0  ^  a?  ^  JHP, 
und  für  den  Ooefficienten  C„  die  Formel 

n 
2      /* 
Cn  =  —  /  cos(ny  —  nssiny)dy 

0 

n  n 

=  —   /  cosnycos(nssiny)dy  -\ /  sinn y sin {ns siny) dy. 

0  0 

Bei  geraden  n  nimmt  das  Product  cos  n y  cos  {ns  siny)  im  zweiten 
Quadranten  dieselben  Werthe  an,  wie  im  ersten  Quadranten,  während 
das  Product  sin  ny  sin  {ne  siny)  in  beiden  Quadranten  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat:  es  ist  daher  einfacher 

\- 
4     /* 
für  gerade  w,       0„  =  —  /  cos  {ne  siny)  cos  ny  dy. 
nie  J 

0 

Durch  ähnliche  Bemerkungen  erhält  man 

4      /' 
für  ungerade  w ,    C«  =  —  /  sin  (ns siny)  sinny  dy. 
nit  J 

0 

In  beiden  Formeln  setzen  wir  y  z=z\%  —  i  und  erhalten 

\n 
4         mc  ( 
Gn  =  —  ^os-^  I  cos(nscost)cosntdt,       n  gerade, 

0 

^^ 

4         n7t  I 
Cn  =  — sin-—-  I  8in(n£cost)cosntdtj        n  ungerade 
n^r        2 1/ 

0 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

11*       • 
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n 

Cn  =  — co^-^  I  cos(nscost)cosntdtj       n  gerade, 
n7C        2  J 


0 

n 


Cn  =  — ^^'TT  I  sin(nB€Ost)cosntdtf       n  ungerade. 
nx        2  ^/ 

Auf  die  Torliegenden  Integrale  lässt  sich  die  Formel  34)  anwenden, 
das  eine  Mal  för  ip(cost)  =  cos(n£COst)j  das  andere  Mal  fiir  ip  (cost) 
= sin  (n  s  cost) ;  in  beiden  Fällen  erhält  man  Dasselbe,  nämlich 

n 

C„  =  — — — -^?^^^ -r  lco8(nseost)sin^''tdt. 

nn  1.3.5...  (2n~l)o/        ^ 

Die  Aosführung  dieser  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 
cos (ne  cost)  nach  Potenzen  von  9^ £  cos ^  entwickelt  wird;  man  gelangt 
dabei  za  den  Integralen  von  der  Form 

n 

I  cos^Hsin^Hdt, 

0 

die  sich  mittelst  der  Reductionsformel 


/' 


cos^Hsin^Hdt 
cos^^-Hsin^^'-^H 


+  ^ .    .    n      /  cos^^-^Hsin^Hdt 
'    2h  +  2nJ 


2h  -\-  2n  '    2Ä;  +  2t 

leicht  entwickeln  lassen.     Durch  Ä;- malige  Anwendung  derselben  fin- 
det sich 

n 

cos^Hsin^Hdt 

Q 

(2Ä— 1)(2Ä;— 3) 3 


n 


sin^Hdt 


2*.(ä;  +  w)(ä;  +  w  — l)...(n  +  2)0 

_         1.3 (2fe  — 1)  1.3.5...(2n— 1) 

~  2*(n+l)(w  +  2)...(w  +  Ä)'     2.4. 6.. ..(2n)     ^' 
und  daraus  folgt  für  den  Coefficienten  O»  die  nachstehende  Formel, 
in  welcher  zur  Abkürzung  1 . 2  . 8 . . .  m  mit  m^  bezeichnet  ist, 


*        »'    n'      1  l'(«H-l)  "^  2'(»  +  l)(w  +  2) 


2) 


3'(«  +  l)(»  +  2)(n  +  8) 
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Es  Verdient  übrigens  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Entwickelang 

y  ==  X  -]-  Cisinx  -\-.  C2Sin2x  +  (ksinSx  +  •  •  • 
auch  f ür  OJ  >>  mr  und  a;  <;  0  gültig  bleibt,   Ist  nämlich  a;  >  ä  aber 
<  2ä,   so  kann  a?  =  2»  —  {  gesetzt  werden,  wo  |  zwischen  0 
und  3C  liegt;  dem  entsprechend  Bei  y  =  27t  —  iy.     Die  Gleichung 

y  —  esiny  =  x 
geht  dann  über  in 

und  es  ist  daher 

iy  =  I  -{-  Cisml  +  Cisin2$  -f  CaSmSl  -f-  .  .  .  .; 
durch  Restitution  von  rj  =  27t  —  y  und  |  =  2;r  —  a?  folgt  hier- 
aus wieder  die  vorige  Entwickelung.  Dieselben  Schlüsse  gelten, 
wenn  a;  =  2;r  -\-  J,y=2^  -j-  ly  gesetzt  wird,  und  es  erhellt,  in- 
dem man  auf  diesem  Wege  weiter  geht,  dass  die  genannte  Reihe  für 
alle  positiven  x  gilt.  Weil  endlich  die  Gleichung  y  —  ssiny  =  x 
und  die  Reihe  für  y  in  der  Eigenschaft  übereinstimmen,  dass  glei- 
chen und  entgegengesetzten  x  gleiche  und  entgegengesetzte  y  ent- 
sprechen, so  bleibt  jene  Entwickelung  für  alle  reellen  x  richtig  *). 

VnL  Die  Diriohlet'sohen  ReiheiL 

Zufolge  der  in  Abschnitt  IV.  enthaltenen  Betrachtungen  bildet 
die  Summirung  der  Reihen  von  der  Form 

|-4o  +  Aicosx  +  Ä2COs2x  -{-  ÄzCOsSx  +  •  •  •, 
BiSinx  +  B2sin2x  -|-  B^sinSx  +  •  •  •  • 
nur  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Regeln,  nach  welchen  der  Grenz- 
werth  von 


J    sind 

0 


''*■"'"  V(ö)c?ö 


bei  unendlich  wachsenden  m  bestimmt  wird  (Abschn.  III).  Die  All- 
gemeinheit dieser  Regeln  lässt  erwarten,  dass  jene  Anwendung  keine 
vereinzelte  sein  wird,  dass  vielmehr  aus  derselben  Quelle  auch  ander- 
weite Reihensummiruiigen   geschöpft  werden  können.     Wie  dies  in 

*)  Wie  es  scheint,  hat  Poisson  in  §.  221  seines  Lehrbuchs  der  Me- 
chanik den  ersten  Versuch  gemacht,  das  Kepler' sehe  Problem  durch 
periodische  Reihen  aufzulösen,  ohne  jedoch  die  nöthigen  Formeln  hinrei- 
chend zu  entwickeln.  Das  Letztere  ist  von  Bessel  geschehen  in  den  Ab- 
handlungen der  mathem.  Gl.  der  Berliner  Akademie,  Jahrg.  1816  —  17. 
Berlin  1819.  S.  49  —  55. 


Digitized  by 


Google 


166  Die  periodischen  Reihen. 

der  That  möglich  ist,  wollen  wir  im  Folgenden  an  einem  zweiten 
Beispiele  zeigen;  wir  stellen  uns  dabei,  die  Aufgabe,  aus  der  als  be- 
kannt vorausgesetzten  Summe  der  endlichen  oder  unendlichen  Reihe 

Co  +  Gicosx  -\-  C2Cos2x  -\-  C^cosSx  -\-  -  -  » 
die  Summen  der  beiden  neuen  Reihen 

Co  +  Cicoso  -\-  G2Cos4:€i}  +  GsCosdG)  -!-••••, 
GiSinG}  4-  G2sin4:G}  +  Gssindo)  +  GiSinlßo  -j-  .  .  .  • 
herzuleiten,  welche  letztere  man  als  Cosinus-  und  Sinusreihen  zwei- 
ter Stufe  bezeichnen  könnte,  in  so  fem  hier  die  Vielfachen  von  o 
eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden*). 

Bevor  wir  uns  mit  diesem  Probleme  näher  beschäftigen,  müssen 
wir  erst  einige  Bemerkungen  über  gewisse  Integrale  vorausschicken. 

a.  Versteht  man  unter  h  eine  ganze  positive  Zahl  und  unter  q 
eine  zwischen  0  und  7C  enthaltene  Grösse,  so  ist,  V^  im  absoluten 
Sinne  genommen, 

Mn  +  Q  n  277 

fy7"=fy''+fi7^'* 

0  0  TT 

/sine  ,      ,        /    sinz  . 
-77"  +  J  VT"" 

(*— l)7r  kn 

im  ersten  Integrale  rechter  Hand  werde  z  =  y  substituirt,  im  zwei- 
ten jflf  =  ä  4"  y»  ^  dritten  z  =  2x  -}-  y  \l  b.  L^  es  ergiebt  sich 
dann  durch  Zusammenziehung  derjenigen  Integrale,  welche  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  7C  erhalten  haben, 

kn  +  Q  Q 


+ 


n 


Ftir  das  zweite  Integral  linker  Hand  bemerken  wir,  dass  sin  y  immer 
positiv,  mithin 

*)  Diese  Analyse  ist  eine  Schöpfung  von  Lejeune-Dirichlet;  s. 
Abhandlangen  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang 
1835,  erschienen  1837,  oder  Grelle's  Journal,  Bd.  17,  S.  57. 
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iA      .       /  si^^y<^y  <   /     iü?JL,  dy  <  -y==  /  sinydy 
VJcTt  +  Q^  J   Vk:t+y  VJctc^ 

ist;  der  Werth  dieses   Integrales   convergirt    daher   bei    unendlich 
wachsenden  k  gegen  die  Null.     Es  ist  demnach 

h  — 7=-d0  =    I  \-j= .  +  -.  — "'] sinydy. 


M 


y 


Die  rechter  Hand  vorkommende   unendliche  Reihe   convergirt  und 

besitz 

folgt 


besitzt  eine   positive,  weniger   als  —7=  betragende  Summe j  hieraus 

Vy 


Demnach  hat  das  Integral 

f  sing  - 

einen  zwischen  0  und  2  V7t  enthaltenen ,  d.  h.  einen  positiven  end- 
lichen Werth. 

Betrachten  wir  zweitens  das  analoge  Integral 

so  gelten  folgende  Schlüsse.     Im  Ersten  Integrale  rechter  Hand  ist 
cosz  positiv,  mithin 

U 


''<J-vr"<Jr/'-- 


das  Integral  besitzt  demnach  einen  positiven,  zwischen  0  und  y27t 
liegenden  Werth.  Im  zweiten  Integrale  sei  je?  =  5«  -|-  5;  dasselbe 
verwandelt  sich  dann  in 


00 


sint      ,^ 


j/  Vi^r  +  g 

und  hier  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin,  dass  der  Inte- 
gralwerth  von  endlicher  Grösse  isti 
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Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  dürfen  wir 

setzen,  wo  a  und  h  gewisse  endliche  Grössen  sind,  deren  Werthe 
wir  später  gelegentlich  bestimmen  können. 

Für  £r  =  ^2  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgen- 
den über 

2  /  cos{P)  dt  =  a,     2  /  sin (P) dt  =  5, 

ö  0 

wofür  geschrieben  werden  kann 

J  cos(t'^)dt  =  a,       J  sin(t^)dt  —  h. 

—  CO  — oe 

Substituirt  man  femer  t  =  u  -}-  A,  wo  X  eine  beliebige  Constante 
bezeichnet,  so  erleiden  die  Integrationsgrenzen  keine  Aenderung, 
und  es  wird  wegen  (u  -\-  Xy  =i  u^  -{-  k^  -\-  2  Xu 

I  cos(u^  -\-  X^)cos2Xudu  —    /  sin  (u^  +  X'^)  sin  2  Xu  du  =  a, 
/  sin{u^  +  X^)cos2Xudu  -\-    1  cos{u'^  +  X'^)sin2Xudu  =  h. 

—  09  —  OO 

Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Functionen  sin(u^  +  X^)  sin  2 Xu  und 
cos(u^  -\-  X^)  sin  2  Xu  die  gemeinsame  Eigenschaft  q)( — u)= — (p{u) 
besitzen,  verschwinden  die  beiden  Integrale,  in  denen  sin  2 Xu  vor- 
kommt; das  noch  Uebrige  lässt  sich  folgendermaassen  schreiben: 


C08(X^)  J  co8(u^)cos2Xudu  —  sin(X^)  I  sin (u^)  cos  2 Xu  du  =  a, 

—  00  — 00 

sin(X^)  I  cos(u^)cos2Xudu  -^-cos^X^)  I  sin(u^)cos2Xudu  =  h, 

—  00  00 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe  der  beiden  linker  Hand  stehenden 
Integrale,  nämlich 

/  cos(u^)cos2Xudu  =  acos(X^)  +  hsin{X^)^ 

09 

/  sin(u^)co82Xudu  =  hcos(X^)  —  asin(X^. 
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Substituiren  wir  noch 


u  = 


X  =  w  Vö» 


wo  o  und  n  beliebige  Constanten  bedeuten,  so  gelangen  wir  zu  den 
beiden  Formeln 

65)  j  cosy-—\co$nxdx  =  2\acos{n^(o)  +  l>sm(w2cö)]  V«, 

66)  j  sinl-—\cosnxdx  -=  2[hcos{n'^G}) — asin{n'^G})'\y&^ 

CO 

von  denen  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 

b.  Im  Folgenden  setzen  wir  voraus,  dass  F{x)  eine  bekannte 
Function  von  x  sei  und  dass  für  alle  reellen  x  eine  Gleichung  von 
der  Form 

F{x)  =  Co  -f  Cicosx  +  G2COS2X  +  CbCOsBx  -\-  '  '  '  • 
existire;  ferner  sei 

Uz=  Co  +  CiCosG)  -\-  C2Cos4a}  -\-  Czcosda  •  •  •  •, 

F=  CisincD  -\-  C2Sm4cD  -|-  C^sindco  -|-  C^sinlßca  -\ , 

wir  können  dann  die  unbekannten  Summen  ü  und  V  leicht  in  be- 
stimmte Integrale  verwandeln.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Glei- 
chungen 65)  und  66)  mit  C»,  nimmt  dann  w  =  0,  1,  2,  3,  etc.  und 
addirt  alle  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  augenblicklich 

fcosf^  F(x)  dx  =  2(aU'\-lV)  V© , 
/  sinCj^  F(x)  dx  =  2(hU--aV)  V^, 

OS 

woraus  U  und  V  selber  leicht  gefunden  werden  können.  Zufolge 
der  Bemerkung,  dass  F( —  x)  =  F(x)  ist,  lassen  sich  die  vorstehen- 
den Gleichungen  durch 

67)  jcos(^\  F(x)  dx  =  (aU  +hr)V^, 

0  ; 

so 

68)  Jsin(-^\  F(x)  dx  =  (bU  —  aV)V^ 

ersetzen,  und  in  dieser  Form  wollen  wir  sie  einer  genaueren  Discus- 
sion  unterziehen. 
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c.    Das  in  Nio.  67)  vorkommende  Integral  ist  der  Grenzwerth, 
welchem  sich  der  Ausdruck 

»7I  +  P 


69)  J  co8(^^F{x)dx 

0  mn 

für  unendlich  wachsende  m  nähert,  wobei  m  eine  ganze  positive  Zabl, 
Q  einen  positiven  endlichen  Rest  bedeutet.  Das  letzte  Integral  un- 
tersuchen wir  zuerst,  substituiren  darin 

x  =  mn  +  —-6,      -K^  =  ß 

und  lösen  die  trigonometrische  Ftinction 

in  die  Cosinus  und  Sinus  der  drei  einzelnen  Bogentheile  auf;  dies  giebt 

mn+  Q  ß 

mn  '  0  . 

stn-- — ►  /  FlmTtA 0)stn — -r-cosrnddO 

%        4(o  J      \  (o   J       n^ 

2cD     w%2  r/        .  2oA  .  ©02  .      ... 
cos— —  /  FimitA Omn — T-stnmOdO 

0 

2(o  .  w^Ä«  r^/        ,  2(o\      O02  .       ... 
stn- —  /  F[m%A 6]co$ — -stnmOdfj. 

3t  4(0  J         \  3t     J         7t^ 

0 

Vor  den  rechter  Hand  verzeichneten  Integralen  stehen  Factoren,  wel- 
che zwischen  —  ——  und  A enthalten,  also  von  endlicher  Grösse 

27t  '23t 

sind;  weil  ferner  F(x),  der  Voraussetzung  zufolge,  immer  nur  end- 
liche Werthe  besitzt  und  die  beiden  Functionen, 

(002  ^         .     (»03 

cos — r-    und    sin^—r- 

3t^  3t* 

die  Grenzen  —  1  und  +  1  nicht  überschreiten  können,  so  hat  man 
es  überhaupt  mit  Integralen  von  den  Formen 
ß  ä 

j(p{ß)cosmede     und     J  ilf(e)sinmddd 
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zu  thnn,  worin  die  Functionen  (p(6)  und  ^(6)  durchaus  endliche 
Werthe  behalten.  Nach  Formel  9)  ist  nun  bei  unendlich  wachsen- 
den m 

LimJ^(ß)sinmOde  =  LimJ^^^^  •  Ö*(ö)d0  =  0. 

0  0 

Ferner  hat  man  för  0  =  2'9' 

/  / 

/  (p(6)cosmedß  =  2   /  (p(2d')cos2m9dd' 

0  0 

Iß  Iß 

^'sin(2m  +  l)d'     ,^^,^^  ^sin{2n—l)d'     ,^^.^^ 

0  0 

und  da  sich  die  beiden  letzten  Integrale  gleichen  endlichen  Grenzen 
nähern,  so  ist  auch 


,/<) 


lAm  j  q)(d)cosm6d0  ==  0. 

0 

Die  vier  oben  genannten  Integrale  convergiren  demnach  gemein- 
schaftlich gegen  die  Null,  oder  es  ist 

lAm  I  F(x)cos(—jdx  =  0 

mn 

und  nach  Nro.  69) 

/tnTt 
cos(—jF(x)dx  =  Lim  I  co8(—\F(x)dXf 

d.  h.  man  darf  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  obere 
Grenze  oo  als  ein  unendlich  Vielfaches  von  st  ansehen,  wobei  es  auch 
nicht  darauf  ankommt,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

Wir  denken  uns  im  Folgenden  m  als  eine  Zahl  von  der  Form 
4n  -+-  1  uiid  zerlegen  das  von  op  =  0  bis  a?  =  (4«  +  l)3r  gehende 
Integral  nach  dem  Schema 

(4n+l)7J  n  87»  6n  Un+ l)7r 

^^)  /   =/+/  +/  +•••  +  / 

0  0  TT  871  (4n— l)7r 

Mit  Ausnahme  des  ersten  Integrales  sind  die  Integrale  rechter  Hand 
von  der  Form 
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J  ^^\J^^(^)^^>        3=  1,  2,  3,  .  .  .  2n; 

mitteißt  der  Substitution  x  =  2qn  -\-  y^  bei  welcher  F(x)  in 
F(2g3r  +  y)  =  F(^)  übergeht,  wird  daraus 

/l(i«!^^i±^^^^f^  FQ,)  äy. 

—71 

Dieses  Integral  zerlegen  wir  wieder  in  zwei  andere,  von  —  7t  bis  O 
und  von  0  bis  -f-^  gehende  Integrale;  im  ersten  setzen  wir  y= — x, 
im  zweiten  y  =  x,  und  erhalten  dann  zwei,  auf  das  gleiche  Intervall 
X  =  0  h\8  X  =  7C  ausgedehnte  Integrale,  welche  sich  zusammenzie- 
hen lassen.     Wegen  F( — x)  =  F{x)  giebt  dies 

n 
=  J  2F(x)cos(^        ^J     )cos^dx. 

0 

Da  jetzt  alle  in  Nro.  70)  vorkommenden  Integrale  gleiche  Grenzen 
besitzen,  so  können  dieselben  zu  einem  einzigen  Integrale  vereinigt 
werden;  man  erhält  damit  ein  Resultat  von  der  Form 

(4n  +  l)7f  71 

71)  A^^(^)-^(^)^^  —    f^^i^)^^* 

0  0 

worin  X  folgende  Summe  bedeutet: 

X  =  cos-r—  +  2cos — — ^ cos 1-  2co$-^ — 7 — ■ cos 

4c}  4ai  C7  4C(}  co 

,               ,    ^       4(2n3r)2  +  aj2      2nÄi» 
+  ••••  +  2cos-^ r — ' cos 

Die  Summirung  dieser  aus  2n  -\-  1  Gliedern  bestehenden  Reihe 
ist  im  Allgemeinen  eine  schwere  Aufgabe,  sie  lässt  sich  aber  in  dem 
speciellen  Falle  leicht  bewerkstelligen,  wo  für  (o  ein  aliquoter  Theil 
der  Kreisperipherie  gesetzt  wird.     Bezeichnet  nämlich  h  eine  ganze 

27t 

positive  Zahl  und  ist  cd  =  -r-,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck 


q7tx 


CD 

welcher  irgend  einen  der  Theile  von  X  darstellt,  in 
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WO  hinsichtlich  der  Zahl  q^  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  sind.  Bei 
geraden  €[  ist  q}  und  ehenso  g^To  von  der  Form  4p,*  mithin  bildet 
Iq^JcTt  ein  gerades  Mnltiplum  von  ä,  folglich  ist  das  vorliegende 
Product 

Jcx^       qJcx  , 

2  cos  -r —  cos  — T- ,  q  gerade. 

Bei  ungeraden  q  steht  <^  unter  der  Form  4|)  -|-  1  ^"^d  g;^A;  unter 
der  Form  4r  +  Ä;  aus  dem  obigen  Producte  wird  dann 

Hin    ,     'kx'^\       qJcx  , 

^^^  V'2"  "'"  Tn) ^^^ "2" '      ^  ungerade. 

Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 

X  =  2cos-^||  +  coskx  +  cos2kx  +  •  •  •  +  cosnhx) 

+  2cosi^—  +  —)  }^cos-  +  cos—  +  --+cos'—^ ) 

hx^    sin  (n  4-1)  Jcx 

=  cos- .  i'  ^  — 

8;r         stnlkx 

woraus  unmittelbar  folgt 
71  n 

J        stnlkx         ^  ^       S7t 


0 
7V 


,      r^in(n-^^kx  ^,  .       /kn    .    kx'\       ,,     , 

—  J  F(x)cos(n  +  l)kxcos(^  +  -^  dx. 

Auf  der  linken  Seite  benutzen  wir  die  Gleichung  71),  rechter  Hand 
substituiren  wir  Ikx  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung  2n -{-■  l  =:  mi 
es  ist  dann 


Digitized  by 


Google 


174  Die  periodischen  Reihen. 

(4n  +  i)7r  J*7r 

I  F{x)cos-—dx  =  —l      ,  ^^  Fi-rrVos^-r—dd 

0  0  ^      ^ 

\kn 

Je  J     sind      \k  J       \  2        2k7t/ 

0 

Bei  unendlich  wachsenden  n  nnd  m  convergirt  das  letzte  Integral 
gegen  die  Null;  die  Grenzen,  welchen  sich  die  heiden  übrigen  Inte- 
grale auf  der  rechten  Seite  nähern,  sind  mittelst  der  Formeln  12) 
und  13)  leicht  zu  ermitteln,  und  so  ergiebt  sich 


j 


x^ 
Fix)  cos  7—  dx 
^  '       4» 


=  -fF^^)  +  ^\jrr''^  +  ^\Tr'^  +  •  •  •  j 

.    23rL_..       kjt        ^r2n\      (k%    .    l^jrN 
+  -  jlF(o)oos-  -  F{^yos{^  +  -^) 

Hinsichtlich  der  letzten  Glieder  der  rechts  stehenden  endlichen  Rei- 
hen ist  noch  eine  Bemerkung  erforderlich.  Für  gerade  fc  =  2  Ä  wird 
die  obere  Integrationsgrenze  \'k%  =  hüt,  und  dann  zeigt  die  Formel 

12),  dass  der  letzte  Summand  den  Factor  fI—t-)  nebst  dem  Coef- 

ficienten  |  enthält.  Bei  ungeraden  k=2h-\-  1  wird  |ää=ää  -f-  |ä, 
und  nach    Formel  13)   kommt  im  letzten  Summanden    der  Factor 

/2  h7t\ 
Fl — r— )  mit  dem  Coefficienten  1  vor.   Schreibt  man  wieder  o  statt 

27t 

—  und  berücksichtigt  die  Gleichung  67),  so  hat  man  folgendes  Resultat 
72)  «^+^^ 


=  |F(0)  +  F(ci)cos-^  +  F{2ci))cos-^  + 


\-  F(2ci})co$-— 

4  4 

5r2  /ä2  12fiA 

+  äF(0)<».^  -  FW«»(-  +  — ) 
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Bei  geraden  h  enthält  das  letzte  Glied  jeder  Reihe  den  Factor 
F(^lcG})  T=z  F{n)  und  ist  nur  zur  Hälfte  in  Rechnung  zu  bringen; 
bei  ungeraden  h  schliessen  die  Reihen  mit  denjenigen  Gliedern,  wel- 
che den  Factor  F(\(h  —  1)ö)  =  F{7t  — |o)  besitzen. 

d.  Die  im  Vorigen  auf  die  Gleichung  67)  angewendeten  Trans- 
formationen gelten  fast  wörtlich  auch  für  die  Gleichung  68).  Man 
überzeugt  sich  vorerst,  dass 

OD  »»71 

/  sinl  —  \F{x)dx  =  Lim  I  sin(—\F(x)dx 

0  0 

ist,  worin  m  eine  unendlich  wachsende  ganze  Zahl  bedeutet;  man 
nimmt  ferner  m  =  in  -{-  I ,  benutzt  die  Zerlegung  nach  dem  Schema 
70)  und  findet  durch  dieselben  Substitutionen  wie  vorhin 

/  F{x)sm---dx  =  Y-  I      .   ^  ■F(--~)s^n-7— dffl 
J       ^  ^       A:(»}  kj     Bind      \h  J       2kn 

0  0 

,     2    rsinme^/2e\    .  ß7t    .      Ö2\ 


wobei  rechter  Hand  m  =±  2n  -}-  1  ist.  Durch  üebergang  zur 
Grenze  für  unendlich  wachsende  n  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
Gleichung 

«)  '-^^ 

V'e» 
=  F(a)sm^  4-  F(2co)sin^  +  F{3o)sin^  -\ 

+  ^(mK?  +  ^)- •' 

für  die  letzten  Glieder  der  rechts  vorkommenden  endlichen  Reihen 
gelten  hier  die  nämlichen  Regeln  wie  bei  der  Gleichung  72). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  72)  und  73)  zusammen  können  U 
und  V  entwickelt  werden ,  was  am  besten  erst  in  jedem  speciellen 
Falle  geschieht. 


Digitized  by 


Google 


176  Die  periodischen  Reihen. 

Wählt  man  die  ursprüngliche,  durch  F(x)  summirte  Reihe  so, 
dass  sich  die  Summen  U  und  V  direct  finden  lassen,  so  führen  die 
Gleichungen  72)  und  73)  auch  zur  Kenntniss  von  a  und  h.  Dies 
ist  z.  B.  der  Fall  für  Co  =  1,  Ci  =  C2  =  C3  .  .  .  =  0;  es  ist 
dann  (S.  167)  F(x)  ==  1,  Cr=  1,  F  =  0,  mithin  nach  Nro.  72) 
a  ,    ,         VoD    ,         23«    ,         32c»    , 

^  =  5  +  ö^S—  +  <^0S-^  +  COS-j-  + 

und  nach  Nro.  73) 

h  .12©  22»    ,      .  320    , 

T7=  =  sm— \-  stn-- \-  stn—, U  .  .  .  r 

yc)  4  4  4 


+ 


,    .    ä2  .    /3r2   ,    12ö\     ,       .    /3r2   ,    22ö\ 

istn stnl — 7-)  +  sini — 7-)  — •••• 

*       CD  \a}'4/  \ci'4/ 


2üt 


Beide  Gleichungen  müssen  für  jedes  o  =  -v-   gelten,    wohei    die 

ganze  positive  Zahl  k  willkürlich  bleibt.   Im  einfachsten  Falle  ft=l, 
o  =  2;r  ergiebt  sich 


a  1    I    1        5t 


0  1   .    3r 


mithin 
74) 


.=.=y|. 


e.    Ein  sehr  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  die  Annahme 
F(x)  =  14-  cosx  +  cos2x  +  •  •  •  +  cos(k —  1)» 


1    ,    sin(h  —  ^x 

^  2sinlx 

Für  jedes  ganze  positive  h  ist  dann 


Fiha>)  =  1  + 


sin(2hjt' 


'  kj 


^     .    ÄST 

2sm-7- 
k 


=  ä 


sm- 


Ä3r 


1  — 


stn- 


h7t 
T 


d.  h.  FQica)  =  0,  vorausgesetzt,  dass  k  nicht  in  h  aufgeht.  Dieser 
Ausnahmefall  tritt  bei  den  Gleichungen  72)  und  73)  niemals  ein, 
weil  h  höchstens  =  \k  werden  kann;  man  hat  daher  wegen  ^(0)  =  k 
und  zufolge  der  Werthe  von  a  und  b 
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(?7+F)-2--2(,l  +«'«T> 

(tr_F)— =  -««-. 

Entwickelt  man  hieraus  die  Wertbe  von  U  nnd  V  und  erinnert  sich 
der  ursprünglichen  Bedeutung  dieser  Grössen,  so  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Beihensummirungen 

1    4-   cos =; h   cos r [-....   +   COS' j^ 

IC  K  Je 

=  1(1  +  coslJcTC  +  sinlkn)Vk, 

.    1«2ä    .      .    222ä     ,                .      .    ()fc— 1)22« 
sm — r 1-  stn — 7 !-...,.  +  stn- j^ 

Ä  Ä  rC 

=  1(1  +  cos^ÄÄ  —  sinlh3t)Vk. 
Dieselben  sind  nicht  nur  analytisch  merkwürdig,  sondern  auch  für 
die  Zahlentheorie  von  Werth  *). 


*)  Auf  anderem  Wege  ist  Gauss  zu  diesen  Summen  gelangt  in  der 
Abhandlung  Summatio  quarundarum  serierum  singiilarium;  comment. 
recent.  societ.  Gotting.  T.  I.  Hinsichtlich  der  damit  zusammenhängenden 
zahlentheoretiBchen  Untersuchungen  s.  Lejeune-Dirichlet's  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  herausgegeben  von  Dedekind,  Braunschweig  1863, 
Supplement  I. 


Schlömilch,  Analysis.    11.  12 
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Die  Fourier^schen  Integrale. 


L  Einleitende  Betrachtungen. 

Bei   Ansicht  der   im   vorigen  Abschnitte    (S.  147)  bewiesenen 
Gleichnngen 

j-/  \       1  A    t    A       ^^  X    A        ^^^  I    A        Ssro;  . 

fW  =  2-^0  +  ^1  ^^^l"  +  -^2008  -^ — h  ÄzCOS- 


h 


n 


f{x)  =  BiSin  —  +  B2Stn-^ — h  -Basm-— -  +••••! 

h 
Bn  =  lfm8in^dt, 

0 

in  denen  X  zwischen  0  und  h  enthalten  sein  muss,  liegt  der  Gedanke 
nahe,  das  Gültigkeitsintervall  dadurch  so  viel  als  möglich  zu  erwei- 
tern, dass  man  die  beliebige  positive  Grösse  h  unendlich  wachsen 
läBst.  Um  zu  sehen,  wohin  dieser  Grenzenübevgang  fuhrt,  setzen  wir 
zur  Abkürzung  für  irgend  mn  u 

h  h 

I  f(t)cosutdt  =  (p(u),     j  f(t)sinutdt  =.  il;(u) 

0  0 

1  A 

ferner  ^  =  d  also  —  =  -  und  schreiben  demgemäss 
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m  +  %(o) 

=  ^-äU(0)  4-  q>{S)cosx8  +  tp{2S)cos2xS  -\ 1 

fix)  =-.dU(Ä)sma?a  +  i>{2S)sin2x8  H 1. 

Bei  unendlich  wachsenden  h  convergirt  8  gegen  die  Null,  und  es  kann 
in  diesem  Falle  der  bekannte  Satz 

1)  Um  {«[^(O)  +  Fit)  +  F(2 S)  +  F(3  (})  +  •  •  ][  =J  F(u)  du 

angewendet  werden;  man  erhält  so  aus  der  ersten  Gleichung 

2    /* 
f(x)  =  -  I  q)(u)cosxudu 

0 

und  aus  der  zweiten 

00 

2  r 

f(x)  =  -  /  ilf(u)$inxudu 

7C%J 

0 

Substituirt  man  noch  die  Werthe  von  q>{v)  und  i\>{u\  in  denen  jetzt 
h  =  CO  ist,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Formeln 

00  00 

2)  fix)  =  --  I  cos  XU  du  I  fif)  cosut  dt , 

0  0 

3)  f(x)  =  zzj  sin  XU  du  I  f(t)sin  utdt , 

0  0 

welche  die  Eigenthümlichkeit  darbieten,  dass  die  zweimalige  Inte- 
gration einer  willkürlichen  Function  wieder  auf  dieselbe  Function 
zurückführt*). 

Diesem  Gedankengange  liegt  indessen  eine  Voraussetzung  zu 
Grunde.  Man  darf  nämlich  die  Formel  1)  nur  dann  benutzen,  wenn 
die  Producte  29,  Sd  ,  .  ,,  trotz  der  unendlichen  Abnahme  von  d, 
schliesslich  ins  Unendliche  wachsen ;  nähern  sich  dagegen  jene  Pro- 
ducte einer  endlichen  Grenze  k,  so  ist  auch  nicht  u  =  od  sondern 
u  -=  Je  die  obere  Grenze  des  Integrales  von  F(u)du.  Welcher  von 
beiden  Fällen  hier  stattfindet,  lässt  sich  gar  nicht  entscheideD, 
weil  die  Factoren  des  Productes  nd  von  einander  unabhängig  sind. 


•)  Die  obige  Entwickelung  wurde  zuerst  von  Fourier  gegeben  in 
der  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 
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und  es  können  deshalb  die  Formeln  2)  und  3)  noch  nicht  als  streng 
bewiesene  gelten.  Ferner  giebt  die  vorige  Betrachtung  keinen  Auf- 
ßchhiss  über  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  2)  und  3),  falls  die 
Integrationsgrenzen  für  t  und  u  andere  als  0  und  oo  sind;  es 
macht  sich  daher  auch  nach  dieser  Eichtung  hin  eine  genauere 
Untersuchung  der  erhaltenen  Doppelintegrale  nothwendig. 

n.    Die  Pourier'sohen  Doppelintegrale. 

a.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  nach  t  und  u  genommene 
Doppelintegral 

ju  b 

1)  P^  =  —    I  cosxudu  I  f(t)cosutdt, 

0  a 

worin  5  >  a  ^  0  sein  möge.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  kön- 
nen wir  dabei  x  als  positiv  ansehen,  denn  es  erhellt  unmittelbar, 
dass  Pfi  für  irgend  ein  negatives  x  denselben  Werth  hat  wie  für 
ein  gleich  grosses  positives  x.  Setzen  wir  ferner  voraus ,  dass  f(t) 
von  f  =  a  bis  <  =  h  endlich  und  stetig  bleibe,  so  sind  die  Bedin- 
gungen erfüllt,  unter  denen  die  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen 
umgekehrt  werden  darf;  wir  haben  daher  auch 

b  fJL 

Pju  =  -z  I  f(f)ät  I  2costucosxudu 

rt  0 

oder  nach  Ausführung  der  auf  u  bezüglichen  Integration 

a  a 

Im  ersten  Integrale  substituiren  wir  t  —  a?  =  ö,  im  zweiten 
t  -\-  X  =^  6  und  erhalten 

a—x  a+ar 

Zufolge  der  Voraussetzungen  l>  >  a  >>  0  und  a?  >  0  convergirt 
das  zweite  Integral  bei  unendlich  wachsenden  ft  gegen  die  Null,  so 
dass  nur  übrig  bleibt 

b-x 

3)  p.  :=lumß-^nx+e)de. 
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HiDsicbtlicli  des  X  sind  nnn  fünf  Fälle  zu  nnterBcheiden,  ob  nämlich 
X  <C,  a^  oder  =  a,  oder  zwischen  a  und  b  enthalten,  oder  =  b  oder 
t>  h  ist  Im  ersten  Falle  sind  die  Integrationsgrenzen  a  —  x  und 
b  —  X  gleichzeitig  positiv  und  vonNnll  verschieden;  die  Formel  4) 
giebt  dann 

4)  P«  =  0,  0<x<a. 
Für  x  z=  a  erhält  man  wegen  b  —  a  >>  0 

5)  Poo=i/(«X  «  =  «. 

Wenn  x  zwischen  a  und  b  liegt,  ist  die  untere  Integrationsgrenze 
negativ,  die  obere  positiv;  das  Integral  lässt  sich  dann  auf  folgende 
Weise  zerlegen 

— (*— a)  0 

wobei  wir  im  ersten  Integrale  —  0  statt  0  einführen  wollen.  Aus 
der  nunmehrigen  Gleichung 

x—a  b — X 

6)  p„  =  i  Lin.  {f^Jn^fi,-0)äe  +/^/(.  +  e)äe} 

.1  0  0 

folgt 

7)  P«  =nx\  a<x<:b. 

Für  X  =  b  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  6),  und   das 

erste  giebt 

8)  p«  =  im,       x  =  b. 

Ist  endlich  OJ  >  &,  so  erhält  das  zweite  Integral  in  Nro.  6)  eine  ne- 
gative obere  Grenze,  welche  sich  durch  Einführung  von  —  0  statt 
0  in  eine  positive  Grenze  umwandeln  lässt;  man  erhält  so 

X — «  X — 6 

0  0 

d.  i. 

9)  P«  =  0,  x>  b. 

Zufolge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  P^,  verglichen  mit 
den  in  Nro.  4),  5),'  7),  8)  und  9)  gefundenen  Werthen  von  P^,  hat 
man  nun  den  Satz: 

Wenn  l>>>a>*0  ist  und/(fl;)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  X  =  a  bis  x  =  b,  so  gilt  die  Gleichung 
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mxuduffit) 


cosutdt 


für  alle  zwischen  a  und  h  enthaltenen  x;  für  x=a  re- 
ducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  |/'(a),  für 
x  =  h  auf  1/(6);  für  positive  ausserhalb  jenes  Inter- 
valles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 
Man  kann  sich  hiervon  leicht  ein  geometrisches  Bild  verschaffen, 
wenn  man  x  als  Abscisse,  y  =/(flj)  als  Gleichung  einer  gegebeneu 
Curve  und 

*  /? 

Y  =  -J  cosxudu  I  f(t)cosutdt 

0  a 

als  Gleichung  einer  zweiten  Curve  betrachtet.  Nehmen  wir  in  Fig.  37 

Fig.  37. 


OÄ  =  a,  AC=f(a),  ÄE  =  lf(a),  OB  =  h,  j5D  =/(6), 
BF  z=  |/(&),  so  besteht  die  zweite  Curve  bei  positiven  x  aus  der 
Strecke  0-4,  dem  isolirten  Punkte  E,  dem  Bogen  CD  der  gegebenen 
Curve,  dem  isolirten  Punkte  J^  und  der  unenlllichen  Strecke  BX 
Für  negativa  x  ist  die  Curve  dieselbe. 

In  dem  Falle  a  =  0  bedarf  die  vorige  Untersuchung  einer 
kleinen  Modiffcation ,  weil  sich  dann  das  Intervall  0  bis  a  auf  Null 
reducirt  und  daher  hinsichtlich  des  X  nur  noch  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden sind.     Die  Gleichung  2)  wird  jetzt 


'=i|/ 


sin(id 


e 


Ax-[-0)äd  + 


f^Ae-x)äe} 


und  hier  convergirt  das  zweite  Integral  nur  dann  gegen  die  Null, 
wenn  x  '^  0  ist,  während  dies  früher  auch  f ür  «  =  0  der  Fall 
war.     Man  hat  öun  f ür  o?  =  0 
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—  Lim  J  • 

7C  J 


e 


/(ö)de=/(0); 


für  die  übrigen  Fälle  0<aj<;&,  «  =  5  und  «  >  b  findet  man 
dieselben  Werthe  wie  vorhin,  mithin  lautet  der  neue  Satz : 

Wenn/(a;)  in  dem  positiven  Intervalle  von  ä  =  0  bis 
X  ==  h  endlich  und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

11)  f(x)  =  —  /  cosxudu  I  f(t)coautdt 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  X;  für  x  =  0  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  =:/(0),   für  Of  =  5  ist  er 
=  lfQ>)\  für  a?  >  6  gleich  Null 
Fig.  38. 


Diesem  Besultate  entspricht  Fig  38,  welche  keiner  näheren  Er- 
läutenmg  bedürfen  wird. 

Ihre  grösste  Ausdehnung  erhält  die  Formel  11)  für  &  =  oo, 
nämlich  « 


12)       f(x)  =  -  /  cosxudu  J  f(t)eos ut  dt 

0  0 


0  <aj<oo. 


b.    Wir  betrachten  zweitens  das  analoge  Doppelintegral 
Qf^  =  —  I  sinxudu  I  f(t)sinutdt 

0  a 

unter  den  Voraussetzungen  b  >  a  >>  0  und  a;  >  0,  deren  letzte 
sich  durch  die  Bemerkung  rechtfertigt,  dass  gleichen  und  entgegen- 
gesetzten X  gleiche  und  entgegengesetzte  Q^  entsprechen.  Die 
umgekehrte  Anordnung  der  Integrationen  giebt 
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Qfi  =  —  I  f{t)dt  I  2sintusinxudu 

a  0 

a  .  a 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  t  —  a?  =  ö,  im  zweiten  ^  -[-ic  =  ö 
gesetzt  wird, 

13)  Q,  =  l  {/^/(.+ö)rfö  -ßl±lf^e-x)äe}. 

a—x  "  a+a? 

Biese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  Nro.  7)  nur  im  Vorzeichen 
des  zweiten  Integrales,  und  daher  sind  hier  wörtlich  die  nämlichen 
Betrachtungen  wie  dort  anwendbar ;  man  gelangt  damit  zu  folgendem 
Theoreme: 

Wenn  b  >  a  >  0  ist  und/(a;)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  a;  =  a  bis  a?  =  b,  so  gilt  die  Gleichung 

14)  f{x)  =  -  /  sinxudu  I  f(t)sinutdt 

0  a 

für  alle  zwischen  a  und  h  enthaltenen  x;  für  x  r=  a 
reducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  5/(0), 
für  X  =  h  auf  i/(b);  für  positive  ausserhalb  jenes  In- 
tervalles  liegendem;  verschwindet  das  Doppelintegral. 


Dem  entsprechend  zeigt  Fig.  39  die  graphische  Darstellung  der 
beiden  Gurven,  welche  durch  die  Gleichungen 
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9,  * 

:  f{x)  und  ¥  =  -  I  sinxuduj  fit)Bh 


sinutdt 


bestimmt  sind. 

Wie  bei  der  vorigen  Untersncbnng  tritt  aucb  hier  eine  Modifi- 
cation  ein,  wenn  a  =  0  und  zugleich  x  =  0  ist.  Die  Formel  13) 
giebt  dann  ^^  =  0,  was  von  Hause  aus  zu  erwarten  war;  die 
übrigen  Fälle  bleiben  ungestört  und  man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn/(aj)  in  dem  positiven  Intervalle  0  bis  h  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 


16) 


-  I  s 


f{x)  =■  -•  /  sinxudu  j  f{t) sinutdt 

I  0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  x\  für  rc  =  0  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  =  0,  für  OJ  =  6  ist  er 
=  1/(6),  für  aJ  >  b  gleich  Null. 

Fig.  40  zeigt  die  entsprechende  graphische  Darstellung. 
Fig.  40. 


Ihre  grösste  Ausdehnung  erhält  die  Formel  15)  für  b  =  <x>, 
nämlich 


16)  f{x) 


^^  It  I  ^^^^^^^  I  j 


sinxudu  1  f(t)sinutdt,         0  <  a?  <  oo. 


c.    Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  entwickelten  For- 
meln sind  u.  A.  an  die  Voraussetzung  gebunden,  das8/(a?)  oder/(0 
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endlich  bleibt  innerhalb  des  für  t  genommenen  Integrationsinter- 
valles,  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  jene  Bedingung  eine 
unerlässliche  ist,  oder  ob  es  nicht  Fälle  geben  kann,  wo  dieselbe 
ausser  Acht  gelassen  werden  darf.  Wir  wollen  diese  Untersuchung 
für  die  am  meisten  benutzten  Formeln  11)  und  15)  vornehmen  und 
dabei  den  sehi*  gewöhnlichen  Fall  betrachten,  wo  f(x)  gleich  anfangs 
für  a;  =  0  positiv  unendlich  wird,  im  Uebrigen  aber,  d.  h.  für 
0  <C  aJ  ~  2>,  endliche  Werthe  behält.  Da  unter  diesen  Umständen 
keine  Rede  davon  sein  kann,  die  Formeln  11)  und  15)  für  a;  =  0 
in  Anspruch  nehmen  zu  wollen,  so  setzen  wir  x'^0  (aber  natürlich 
X  <^h)  voraus  und  denken  uns  zwischen  0  und  x  eine  willkürliche 
2ahl  Q  eingeschaltet;  wegen  Q  <C  X  <^h  ist  dann 

f(x)  =  -  I  cosxudu  J  f(t)cosutdt^ 
und  zufolge  der  Zerlegung 

b  b  g 

/  =  /-/ 

kann  dafür  geschrieben  werden 

b 


f(x)  =   -  /  COSXU  du  I  f(t)  €08  utdt 

'  0  0 

«0  P 

/  cosxudu  I  f(t)cosutdt. 

Denken  wir  uns  die  obere  Integrationsgrenze  u  =  co  wie  früher 
aus  einer  unendlich  wachsenden  Zahl  /i  hervorgegangen,  so  haben 
wir  auch 

17)  f(x)  =  -  /  cosxuduj  f(t)co3utdt  =  iJ„, 

0  0 

wobei  selbstverständlich 

B^'=^  - 1  cosxudu  I  f({) cos  utdt 

0  0 

ist.  Die  Beihenfolge  der  Integrationen  darf  man  hier  nicht  ohne 
Weiteres  umkehren,  weil  das  unter  den  Integralzeichen  stehende 
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Frodnct  f(t)c08 xucosut  gleich  anfangs  für  t  =  0  unendlich  wird; 
jedoch  kann  man  sich  anf  folgende  Weise  helfen.  Wenn  die  Fanction 

/(O  so  beschaffen  ist,  dass  /  /(Oc^f  für<  =  0  einen  endlichen  Werth 
behält  [wie  z.  B.  in  dem  Falle  f(t)  =  -^1,  so  besitzt  das  Integral 


ff(t)dt 


gleichfalls  einen   endlichen  Werth,   der  für   Q  =  0  verschwindet. 
Wegen 

ff(t)ät  =  Qf(»Q\        0  <  -^  <  1, 

0 

gilt  dasselbe  von  dem  Producte  d"  Qf(^  p) ,  d.  h.  bei  unendlich  ab- 
nehmenden d  ist 

Lim[dfid)]  =  0. 
Zufolge  dieser  Voraussetzung  hat  das  Boppelintegral 

5=2/  cosxudu  I  f(t)(l  —  co8ut)dt 

0  0 

jedenfalls  einen  endlichen  Werth,  denn  das  unter  den  Integralzeichen 
stehende  Product  oder  der  Ausdruck 

^^/^\    I  ~  cosüt 

cosxu.tfit)' 

* 

wird  für  /  =  0  nicht  unendlich,  sondern  =  0.  Die  Grösse  S  ge- 
stattet zwei  verschiedene  Formen  der  Darstellung,  jenachdem  man 
die  angegebene  Eeihenfolge  der  Integrationen  beibehält  oder  um- 
kehrt; im  ersten  Falle  hat  man 

0 

und  durch  die  zweite  Operation,  welche  jetzt  erlaubt  ist,  findet  sicli 
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i»     J  J        X  —  t  J        x  +  t 

*       0  0  0 

mithin  durch  Vergleichung-  beider  Werthe  von  S 

0  0 

Wegen  X  ^  Q  und  <  <<  p  ist  nun  für  jedes  f* 

1       ^sinnix—t)  ^  ,       1 
a? —  p            a?  —  &  üj  —  (> 

_     £  sm7t(a;  +  Q  1 

a;      '^      a?  +  «      "^  "^  j»  ' 

und  wenn  man  ^  so  klein  wählt,  dass  /(/)  von  ^  =  0  bis  f  =  p 
positiv  bleibt,  so  darf  man  diese  Ungleichungen,  ohne  sie  zu  stören, 
TSL\tf{f)di  multipliciren  uud  integriren.  Zufolge  der  so  entstehen- 
den Ungleichungen  ist  für  jedes  ft  also  auch  für  fi  =  oo 

worin  £i  und  £2  zwei  nicht  näher  bestimmte  positive  oder  negative 
echte  Brüche  bezeichnen.  Lässt  man  endlich  ^  in  Null  übergehen,  so 
schwindet  i?«  tmd  aus  Nro.  17)  wird 

f  n 

fix)  =  -  /  cosxudu  I  f(t)co3utdt,         0  •<  a?  <  &; 
0  0 

unter  der  für  f(t)  angegebenen  Bedingung  und  f ür  a?  >  0  bleibt 
also  die  FormeJ  11)  immer  noch  richtig. 

Noch  etwas  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  Formel 
15).     Man  hat  zimächst,  wenn  Q  <C  x  <^b  ist, 

b 

f(x)  ==  —  /  sin  XU  du  I  f(t)  sin  utdt 

=  -  /  sinxudu  I  f(t)sinutdt  —  JBce, 
0  0 

Bf^  =  —  I  sinxu  du  I  f(t)sinutdt 


worin 


0  0 
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geseilt  wurde.  Zufolge  der  für/(Q  angegebenen  Bedingting  be- 
h&lt  dag  unter  den  Integralseichen  stehende  Prodüct 

A  j'/A\    sin  ut 
8tnxu,tf(t) — 

durchaus  endliche  Werthe  und  verschwindet  für  ^  =  0;  man  darf 
deshalb  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren  und  erhält  durch 
ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

woran  sich  analoge  Folgerungen  wie  früher  knüpfen.  Die  For- 
meln 11^  und  15)  sind  daher  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die  für  x  =  0  unendlich  werden,  sobald  das 
Integral 

mdt 


ß 


bei  endlichen  Q  einen  endlichen  Werth  besitzt 

d.  Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  f(t)  innerhalb  der 
fär  t  gewählten  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Continuität 
erleidet,  ohne  dabei  unendlich  zu  werden.  Tritt  nur  eine  solche 
Discontinuität  an  der  zwischen  a  und  h  liegenden  Stelle  t  =  Xi  ein, 
so  haben  wir  folgende  Zerlegung  anzuwenden 

00  b 

—  /  cos  XU  du  I  f(t)  cos  ut  dt 

0  a 

«  «1—0  «  h 

=  - /  COS  XU  du  J  f(t)cosutdt-\'  -  /  cosxudu  I  f(t)cosutdt 

Ott  0  ari  +  0 

In  jedem  der  Integrale  rechter  Hand  für  sich  bleibt  f(t)  continuirlich, 
und  die  Werthe  der  Integrale  können  nach  dem  Satze  11)  gefunden 
werden ;  jedoch  sind  hierbei  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Liegt  x 
zwischen  a  und  Xi ,  so  ist  der  Werth  des  ersten  =  f(x) ,  der  des 
zweiten  =  0.  Liegt  zweitens  x  zwischen  Xi  und  &,  so  verschwindet 
das  erste  Integral,  und  dns  andere  giebt  f(x).  Im  dritten  Falle 
X  :=z  Xi  hat  das  erste  Integral  den  Werth  \f(Xi  —  0),  das  zweite  den 
Werth  lf(xi  -{-  0),  man  erhält  also  zusammen 

it/(^i-0)+/(ar,+0)]. 

Kommen  zwei  Unterbrechungen  der  Continuität  vor  an  den  zwischen 
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a  und  h  liegenden  Stellen  t  z=  Xi  nnd  ^  =  a^,  so  zerlegt  man  das 
anf  t  bezügliche  Integral  nach  dem  Schema 

b  «1—0  arg— 0  * 

nnd  erhält  drei  Doppelintegrale,  deren  Werthe  nach  Nro.  11)  einzeln 
bestimmbar  sind.  Falls  x  zwischen  a  and  h  liegt,  aber  weder  =  Xi 
noch  =  x^  ist,  findet  man  als  Gesammtwerth  /  (x)\  für  x  =  Xi  da- 
gegen ergiebt  sich 

I  [/  (a^i  -  0)  +  /  (a^i  +  0)] 
und  für  aj  =  «j : 

|[/(%-Ö)+/(a^  +  0)]. 
Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  wie  sich  die  Sache  bei  beliebig 
vielen  Unterbrechungen  der  Continuität  verhält. 

Genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  Formel  14)  anwendbar, 
und  man  kann  daher  die  allgemeine  Regel  aufstellen:  Erhält  x 
einen  solchen  indivi.duellen,  zwischen  a  und  h  liegenden 
Werth,  dass/(a5)  discontinuirlich  aber  nicht  unendlich 
wird,  so  ist  nicht/(a?)  sondern  das  arithmetische  Mittel 

I  [/ (a;  -  0)  +  /  (a;  +  0)] 
der  gemeinschaftliche  Werth  der  Boppelintegrale  in 
11)  und   14). 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  die  Fälle,  wo  /  (a;)  an  den 
Grenzen  x  =  a  oder  x  =  h  discontinuirlich  wird,  keine  Ausnahmen 
begründen.  Das  Intervall  von  a  bis  h  ist  nämlich  selbstverständlich 
mit  a  -\-  0  anzufangen  und  mit  h  —  0  zu  schliessen,  und  es  können 
daher  die  Werthe  /  (a  —  0)  und  f  (p  -\-  0)  nicht  vorkommen.  Das 
Doppelintegral  hat  im  ersten  Falle  den  Werth  |/(a  +  0),  im  zweiten 
den  Werth  |/  (6  —  0). 

e.  Bei  Ansicht  der  gefundenen  Gleichungen,  welche  unter  den 
Formen 

«0  CO 

f  (x)  =  —  I  (p(u)c08xudu^        f(x)  =  —  I  tl^(u)sinxudu 

0  0 

enthalten  sind,  liegt  es  nahe,  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x 
vorzunehmen  und  hierdurch  neue  Gleichungen  von  den  Formen 

f(x)-=^ /  uq)(u)sinxudu,    f(x)=-\ /  uii}{u)c08xudu 

0  0 

f\x)= /  u^g>(u)cosxudu,    /'(^)  =  ~"r  /  u^^Msinxudu 

SohlOmiich,  Analysii.    H  13 
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herzuleiten.     Zufolge  des  Umstand  es,  dass    das  Integrationsintervall 
für  u  unendlich  gross  ist,  bedürfen  aber  diese  Operationen  einer  be- 
sonderen Untersuchung  (Thl.  I,  §.  92),  welche  wir  in  Beziehung  auf 
die  am  meisten  benutzten  Formeln  14)  und  15)  ausführen  wollen. 
Aus  Nro.  16)  folgt,  wenn  ohne  Weiteres  differenzirt  wird, 

18)  /(x)  = /  u  sin  XU  du  I  f{t)co8utdt\ 

0  0 

um  diese  noch  problematische  Gleichung  zu  prüfen,  setzen  wir  in 
Nro.  15)  /'  an  die  Stelle  von/,  wobei /'(f)  von  /  =  0  bis  ^  =  6 
endlich  bleiben  muss,  und  transformiren  die  nunmehrige  Gleichung 

/h 
sin  XU  du   I  f'{t)sinutdt 

0  0 

mittelst  partieller  Integration  in  Beziehung  auf  t     Wegen 

b 


j  f(t)sinutdt  =f(h)sinbu  —  ul  f(t)cosutdt 


giebt  dies 


QO  OB  b         ^ 

f{x)  =  -^^^  I  sinhusinxudu /  usinxuSu  I  f(t)cosutdt 

0  0  0 

Der  Vergleich  mit  Nro.  18)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  dann 
richtig  ist,  wenn  die  Gleichung 

/(&)  /  sinhusinxudu  =  0 


)f^. 


stattfindet.  Nun  hat  aber  das  vorliegende  Integral  den  völlig  unbe- 
stimmten Werth 

1 1  ^^^    __   g^^QP  1 

es  kann  folglich  das  obige  Product  einzig  und  allein  in  dem 
Falle /(6)  =  0  verschwinden.  Die  Differentiation  der  Glei- 
chung 11)  ist  daher  nur  unter  der  Bedingung  f(h)  =  0 
erlaubt. 

Ans  Nro   15)   folgt    durch    Differentiation   die   problematische 
Gleichung- 

/?  * 

19)  f(x)  =  —  I  ucosxudu  J  f(t) sinut  dt 
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Andererseits  ist  nach  Nro.  11),  falls /'(^)  endlich  bleibt  von  ^  =  0 
bis  t  =  h 

f{x)  =  —  /  cösxudu  I  f{f)cosuidt 

und  durch  theilweise  Integration  in  Beziehung  auf  t 

^r  N         2/(fe)   P      ,  ,  2/(0)   ^ 

f{x)  = /  coshucosxudu ^^-^^  /  cosxuau 

0  0 


00  b 

H I  ucosxudu  I  f(t)smutdt 


0  0 

Der  Vergleich  mit  Nro.  19)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  unter 
den  Bedingungen 

f(h)  I  coshucosxudu  =  0,      /(O)  /  cosxudu  =  0 


)  /  coshucosxudu  =  0,      /(O)  /  < 


Geltung  hat;  wegen  der  Unbestimmtheit  der  beiden  vorliegenden  In- 
tegrale gehört  dazu/(&)  =  0  und/(0)  =  0.  Die  Differentiation 
der  Gleichung  15)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn  so- 
wohl f(J>)  =  0  als/(0)  =  0  ist*). 


HL   Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

a.    Wählt  man  die  Function  f(t)  so,  dass  sich  die  Werthe  der 
Integrale 

b  ft 

/  f(f)  cosutdt,         j  f(t)  sin  ut  dt 

a  a 

angeben  lassen,  so  gehen  die  betrachteten  Doppelintegrale  in  einfache 
Integrale  nach  u  über;  die  Werthe  der  letzteren  folgen  dann  von 
selbst  aus  den  Sätzen  des  vorigen  Abschnittes.  Für  f(t)  ==  I  z.  B. 
liefert  das  Theorem  Nro.  11)  die  Formeln 

^.           2    rcosxusinhu  j  ,  i...    r.  ^      ^  i. 

20)  —  / du=l,        für0^a?<&, 


Y  ^ 


*)  Die  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  sind  zuerst  vom  Verfasser 
angestellt  worden  (Analytische  Studien,  2.  Abtheil.,  Leipzig  1848);  sie 
erscheinen  hier  in  präciserer  Form. 

13* 
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21)         —  / du=zO,        für  a?  >  6, 


3t  J  u 

0 


welche  aber  nicht  in  Beziehung  auf  x  difPerenzirt  werden  dürfen. 

b.     Aehnlicher  Art  ist  die  aus  der  Substitution  f(x)  =  er'* 
entspringende  Anwendung  der  Formeln  12)  und  16).     Man  erhält 


COSXU      ,  ^  „  "^   r. 


Die  erste  Gleichung  darf  wegen  /(oo)  =  c^*  =0  in  Beziehung 
auf  X  diflPerenzirt  werden,  wodurch  wieder  die  zweite  Gleichung  ent- 
steht; weitere  Differentiationen  sind  aber  nicht  erlaubt*). 

Führt  man  statt  u  eine  neue  Yariabele  d  ein  mittelst  der  Sub- 
stitution t«  =  —  und  setzt  x  =  aß^  so  gehen  die  beiden  letzten 
cc 

Formeln  in  die  folgenden  über 


*)  Die  obigen  Integrale  hat  zuerst  Laplace  entwickelt  mittelst 
eines,  nicht  hinreichend  gerechtfertigten  üeberganges  vom  Reellen  zum 
Imaginären  (Memoires  de  l'Academie  des  Sciences,  pour  l'annee  1782); 
einen  anderen  und  genaueren  Beweis  giebt  Laplace  in  seiner  Theorie 
analytique  des  probabilites,  seconde  partie,  chapitre  premier. 

Es  möge  hier  gelegentlich  bemerkt  werden,  dass  man  zwar  cosxu, 
sin  XU  und  e—>  in  die  gewöhnlichen  Reihen  verwandeln,  also  z.  B. 

x^u^     ,      x^u^  1       du 


J   l   1  1.2.3 


..5        '  *    J  1 


2.3  ^  1.2. .5  J  1  +  «*' 


2\:         1    "*"  1 .  2 


1.2.3^  J 

setzen  darf,  dass  es  aber  nicht  erlaubt  ist,  die  beiderseitigen  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  x  zu  identificiren.  Aus  einer  Gleichung  zwi- 
schen zwei  unendlichen  Potenzenreihen  üq  +  a^x  •\'  a^x^  -\-  etc.  und 
^0  +  ^*  +  ^2^^  +  6*<5.  folgen  nämlich  die  einzelnen  Gleichungen 
Oq  ^  &0)  ^1  =  ^1)  ®tc.  nur  unter  der  Bedingung,  dass  beide  Reihen 
oonvergiren;  die  links  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  entste- 
hende Reihe  besitzt  aber  diese  Eigenschaft  nicht 
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Mittelst  der  in  Tbl.  I,  §.  92  angegebenen  Regeln  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  diese  Gleichungen  beliebig  vielmal  in  Beziehung  auf  a 
dififerenzirt  werden  dürfen,  wodurch  man  zu  Integralen  von  den 
Formen 


r      cosß(X)  r    casinßo 


öf(D 


gelangt.     Um   diese  Operation   allgemein  auszuführen,    setzen   wir 
für  den  Augenblick  «^  =  ^  ^ixA  schreiben  statt  Nro.  27) 


/ 


woraus  durch  n- malige  Differentiation  nach  r  folgt 

Der  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  Differentialquotient  lässt  sich 
mittelst  der  auf  Seite  9  angegebenen  allgemeinen  Formel  für 
D'^F(Vr)  entwickeln,  und  wenn  nachher  beiderseits  r  =  a^  und  zur 
Abkürzung  1  .  2  •  3  .  .  .  n  =  n'  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 

cxA\  r      cosßco 


2a.w'  \2a)  \     ^         2         aß 


^n  +  2){n  +  l)n(n^l)      1 
"^  2.4  (aßy  ■»■••• 

Nach  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  28) 

""   2.»'    \a/  1     "^         2         aß 

(n+l)«(n-l)(«-2)      1  1 

■•"  2.4  (a/3)»  "^ r 

c.  Um  mehrere  analoge  Formeln  entwickeln  zu  können,  schicken 
wir  einige   Bemerkungen  über  den  sogenannten  Integralloga- 
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rithmus  voraas.     Man   versteht  darunter  eine   Fanction,  welche 
durch  die  Gleichung 

0  0 

definirt  wird,  oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt,  welche  die  bei- 
den Eigenschaften 

N  7.//^^        r.         dli(z)  1 

besitzt.     Bezeichnet  im  Folgenden  x  immer  eine  positive  Grösse,  so 
ist  für  z  =  er',  g  =  er*^ 

CO  X 

oder  für  ^  =  xri 

29)  U(e--)  =  -J^äfl. 

1 

Wegen  ij  >  1  oder  —  <;  1  beträgt  der  Werth  des  Integrales  w^ 

niger  als  der  Werth  von 


/« 


1 
man  kann  daher 

30)  z^(6--)  =  -  ^£1! 

setzen,  wo  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bruch 
bezeichnet     Aus  Nro  28)  folgt  ferner 


liier') 


oder  vermöge  der  bekannten  Reihe  für  er^ 

,     _  i.  ^    L. 

—  IX        1    1   -r 

r^     1  1  ^  ^  1.2  .       J 


wofür  wir  kurz  schreiben 
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31)  Zi(e-^)  —  ?i(e-») 

—  r  4-z   —  L 1  -L.  1  ^  —  L     ^^ 


11'     21.2  31.2.3' 

Hierin  ist,  wie  man  gleichfalls  mittelst  der  Exponentialreihe  findet, 


1 


a  =  -i«+/i-^ 


dv 

J  V 

0 

oder  identisch 

1 

-oft;, 


—  (1  —  vy 


J  V  J  V 

0  0 

Setzen  wir  specieller  n  als  ganze  positive  Zahl  voraus,  so  können  wir 
den  Werth  des  ersten  Integrales  mittelst  der  Gleichung 
1  —  {l—vY_  i  —  (1  —  v)n 
V  ~  l~ll—v) 

=  1    +  (1  —V)  +  (1  —vy  +  (1  — 1;)3  ^ -f  (1  — e,)n-l 

finden  und  erhalten 


V 
0 

Für  das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  bei  echt 
gebrochenen  v  immer  e~*'  >  1  —  v  mithin  d""*'  >  (1  — t;)*»,  dass 
folglich  der  Werth  des  Integrales  positiv  ist.  Wegen  e**  >  1^  +  i; 
hat  man  ferner  (1  —  t;)e*'  >  1  —  v^  und 

1  —  [(1  —v)e''Y  <  1  —  (1  — 1;2)«  <  nv^*) 
und  durch  Multiplication  mit  er^^ 

e-«"  _  (l—vy  <  nv^e-'''' 
also  auch 

I ^ -dv  <in  ]  ver^'^dv; 

0  0 

hiernach  darf  man,  unter  s  einen  positiven  echten  Bruch  verstehend, 


*)  Die  bekannte,  für  a  >  /}  geltende  Ungleichung 

— "^  ^    <  na«— 1    oder    ««  —  /?»<  n««— 1(«  — /J) 
«  —  p 

ist  hier  auf  den  Fall  a  =  l,/?s=l  —  «a  angewendet. 
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aetzen.   Zufolge  dieser  Bemerkungen  ergiebt  sich  aus  Nro.  36) 

^  1    1  "^  2  1.2       3  1.2.3  "^  ■  " 

Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  li(er^)  gegen  li{0)  =  0, 
und  die  Differenz 

T  +  ^+s+'-'  +  TT-^'* 

ntiiert  sich  (nach  Thl.  I,  S.  439  und  440)  der  endlichen  Grenze 

G=  0,5772156649 , 

mithin  bleibt  die  Gleichung 

1      «  1       X^  1  ^3 

welche  für  jedes  positive  x  gilt. 

Aus  Nro.  26)  ergiebt  sich  weiter  für  ^e?  =  c+',  g  =  r"^ 


«(e-')  =  -7-^ 


■dl; 


hier  erleidet  der  Quotient  — r-  innerhalb  des  Integrationsintervalles . 

eine  Unterbrechung  der  Gontinuität  und  zwar  an  der  Stelle  |  =  0; 
mithin  hat  das  Integral  im  Allgemeinen  keinen  bestimmten  Werth. 
Um  diese  Vieldeutigkeit  zu  vermeiden,  defiuiren  wir  —  Zi(e+*)  als 
den  Hauptwerth  des  obigen  Integrales,  d.  h.  wir  setzen 

Zf(e+*)  =  —  Lim 


\lT--fii 


wo  d  eine  positive,  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  bedeutet.  Zer- 
legen wir  noch  das  Intervall  -f-  d  bis  4~  <^  i°  ^^^  beiden  Intervalle 
+  Ä  bis  +  a?  und  -|"  ^  ^is  +  <»  ^  so  ist  auch 
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im  ersten  Integrale  lassen  wir  —  |  an  die  Stelle  von  |  treten,  zie- 
hen darauf  beide  zwischen  +  ^  und  +  ^  genommene  Integrale  zu- 
samuien  und  setzen  5  =  0;  dies  giebt 


0  * 

oder  auch  für  |  =  ajiy 

33)  H(e+')  =  rüLziiH!  cJi,  -  /^^^/. 

Das  erste  Integral  ist  mittelst  der  Reihe  für  e*'?  —  er^n  leicht  zu, 
entwickeln,  das  zweite  Integral  kennt  man  nach  Nro.  29)  und  32); 
man  hat  daher 

34)  jf(e+«)=C  +  l^  +  if +  ]-j^  +  |j^  +  .- 

und  kann  nun  auch  die  Formeln  32)  und  34)  zu  einer  einzigen,  für 
jedes  reelle  x  gültigen  zusammenziehen,  wenn  man  schreibt 

35)  Ji(e.)=C+i?(x>)+|f +  Ji^  +  |Y^+-- 

Wir  betrachten  im  Folgenden  die  Function 

f{x)  =  e~^n(e+*)  —  e+^?i(cr-*), 
für  welche  nach  Nro.  29)  und  33)  gesetzt  werden  kann 

n '^  +7 n '^- 

0  1 

Aus  der  letzteren  Form  ersieht  man  leicht,  dass /(a;)  für  alle  posi- 
tiven X  endlich  bleibt  und  dass  diese  Function  sowohl  f ür  a?  =  0 
als  für  ä;  =  oo  verschwindet*).     Es  ist  nun 


*)  Die  obigen  Behauptungen  lassen  sich  auch  mittelst  der  Reihen 
für  li{e+^)  und  li(e—^)  verificiren.  Die  Gleichung  /(O)  =  0  folgt  dann 
unmittelbar  aus  der  Bemerkung,  dass  das  Product  (e^  —  e—^)  Ix  für 
X  =:  0  verschwindet.  Um  die  zweite  Behauptung  zu  beweisen,  unter- 
suchen wir  einzeln  den  Minuenden  c— ^Zt(e+*)  und  den  Subtrahenden 
e+^h'(c-af).    Die  Reihen  für  e^  und  li{ex)  liefern  folgende  Gleichung 

(C+lx)  ?l:=li  -  Z,-(e+x) 
~"V      2  l/l"^\      3  2/1.2*^1,      4  3yi.2.3+"*"' 
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(t)8mutdt 

smutdt  j  • dri 

0  0  ' 

1  OD 

1 
Töfiy  f U ^  tt 1 

J  Y^^'  +  (n- 1)'     i*^  +  (^  +  lyi 

und  wenn  hier  C  +  Ix  >  2  ä.  l  x  >  iß  genommen  wird,  so  sind  alle 
in  Parenthesen  stehenden  Differenzen  positiv;  man  hat  daher 

li{e+x)  <  (C  +  Za?)  ^"^  "  ^    oder  c-^Z»(e+*)  <  ^±i2(l  — e-*). 

Da  andererseits  e— «  und  Zt(c+a?)  positive  Grössen  sind,  so  folgt 

WO  ^1  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bedeutet. 
Ferner  ist  nach  Nro,  85) 

e-^^li(e-»)  =  —  ^3  — ,         0  <  ^2  <  1> 

also  Eusammen,  wenn  o;  >  4,2, 

und  hieraus  ersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  f{x)  bei   unendlich  wach- 
senden X  gegen  die  Null  convergirt. 
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und  hieraus  ergiebt  sich  nach  Formel  16)  und  zufolge  der  Bedeu- 
tung von  fix) 


A 


stnxu 


— — ^c?t*  =  l[e--li(e^-)  -  e^-li(e--)l 

0  ' 

Da  f(x)  an  den  Grenzen  der  Integration  nach  t  verschwindet,    so 
darf  die  vorstehende  Gleichung  differenzirt  werden,  wodurch  entsteht 


0 


J^d«  =  -  i[e-'J.(e+«)  4-  e+'lii^')l 


Mittelst  der  Substitutionen  u  =  — ,  x  ^=:  ccß   und   unter  Voraus- 

a 

Setzung  eines  positiven  a  erhält  man  noch 

und  es  sind  diese  Formeln  die  Gegenstücke  zu  Nro.  22)  und  23). 
Sie  gewähren  wie  jene  den  Yortheil,  dass  die  von  zwei  Grössen  a 
und  ß  abhängigen  Integralwerthe  durch  Functionen  ausgedrückt 
sind,  die  nur  von  der  einen  Yariabelen  aß  abhängen  und  mittelst 
immer  convergirender  Reihen  berechnet  werden  können. 

d.    Versteht  man  unter  f{x)  dieselbe  Function  wie  vorhin,  so  ist 
/  fit)cosutdt 

cosutdt  I dri 

0  0 

+   y  costUdt  I dri 

Ol  * 


0         '  0 


)dt 


«O  CD 

^  filj[e-(n-»'  —  (j-cj +  «1  cos «<d< 
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=  f^vf     i-n 1+1?     1 

J   1,  U»  -f  (1  -,j)»      ««  +  (1  +,)»/ 

.     pänf      i}-i 17  +  1     ' 

/    1?  U»  +  iv  -  1)»       «»  +  (17  +  ll'l 

daraus  folgt  nach  Nro.  12)  und  vermöge  der  Bedeutung  von  f(x) 

und  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

0      • 
Setzt  man  noch  u  =  — ,  x  =  aß  und  benutzt  die  Formeln  22)  und 

CS 

23),  so  erhält  man  die  etwas  allgemeineren  Resultate*) 


♦)  Dieselben  sind  zuerst  vom  Verfasser  entwickelt  worden  in  Gru- 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  Y,  S.  204.  Eine  kleine  Tafel  der 
Werthe  von  h*(€+*)  und  li{e-^)  möge  hier  noch  Platz  finden: 


X 

U(e+-) 

li(e") 

1 

+        1,8951178 

—  0,2193839 

2 

+   4,9542344 

-  0,0489005 

3 

+   9,9338326 

—  0,0130484 

4 

+   19,6308745 

—  0,0037794 

5 

+   40,1852754 

—  0,0014483 

6 

+   85,9897621 

—  0,0003601 

7 

+  191,5047433 

-  0,0001155 

8 

+  440,3798995 

—  0,0000377 

9 

+  1037,8782907 

-  0,0000124 

10 

+  2492,2299762 

—  0,0000042 
^ 
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s£o_ 

— :  ^e-«ßla  —  f-  [e-«ßU(e+''ß)  —  e+«ßU(e-''P)],      a  >  ö, 


„„\  /    cos /So    ,     - 

38)  J  ■^^TT-TtJ'^^'^ 


0 


0 


jr 


Weitere  Anwendungen  der  Fourier'schen  Doppelintegrale  wird  «man 
in  späteren  Abschnitten  finden. 


IV.   Erweiterungen  der  vorigen  Sätze. 

Zufolge  der  in  Nro.  IL   angestellten  Untersuchungen  gilt  die 
Formel 

«  h 

f(x)  =  —  /  COS  XU  du  I  f(t)cosutdt,       l)  >  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  a?  mit  Einschluss  von  a?  =  0; 
bei  negativen  x  würde  sie  nur  dann  gültig  bleiben,  wenn  zufalliger- 
weise /(o?)  mit  dem  rechts  stehenden  Doppelintegrale  in  der  Eigen- 
schaft /( — 0?)  =f(x)  übereinstimmte.  Die  letztere  kommt  allge- 
mein dem  Ausdrucke 

ZU,  worin  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet;  es  ist  da- 
her für  alle  zwischen  —  h  und  +  h  enthaltenen  x 

OD  b 

F(x)  -\rF{^x)  ^  lJcosxuduf[F(t)  +  F(-f)]cosutdt. 


Im  üebrigen  verweisen  wir  hinsichtlich  des  Integrallogarithmus  auf  die 
Abhandlungen  von  Soldner  (Theorie  et  tables  d*une  nouvelle  fonction 
transcendante,  München,  Lindauer  1809)  und  Bessel  (Königsberger 
Archiv  für  Naturwissenschaft  u.  Mathematik.  Heft  1,  Seite  7). 
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Das  in  Beziehung  auf  t  genommene  Integral  zerfallt  in 

b  b 

J  F(t)cosutdt  +    f  F{—t)cosutdt, 

0  0 

nnd  wenn  man  im  zweiten  Summanden  —  ^  als  neue  Yariabele  an- 
sieht, so  erhält  man  statt  der  vorliegenden  Summe  die  folgende 

ft  0  6  . 

J  F(t)cosutdt  +   J  F(t)cosutdt  =  J  F(t)cosutdt. 

0—6  —6 

Es  ist  demnach 

40)        ^W  +^F(-x)  ^  ^JcosxudufF(i)cosutdt, 

—  6  <  a?  <  +  6. 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  gelten  für  die  Formel 

/b 
sin  XU  du  I  f(t)sinutdtj 

0  0 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  0  <^  x  <i  h  gebunden  ist;  die 
genannte  Formel  würde  nämlich  sowohl  für  OJ  =  0  als  für  negative 
X  richtig  bleiben ,  wenn  /(O)  =  0  und  /(—  a?)  =  —  f(x)  wära 
Beide  Eigenschaften  besitzt  der  Ausdruck 

und  daher  ist  für  alle  zwischen  —  h  und  +  h  enthaltenen  x 

»  b 

Fix)^F(-x)  ^  Ljsinxuduf[F{t)  -  F{—t)\smutdt. 

0  0 

Das  auf  t  bezügliche  Integral  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  vor- 
hin behandeln,  wodurch  folgende  Gleichung  entsteht 

4^        Fix)-- Fi-- x)  ^  ljsinxudufF(t)sinutdt, 

0  —6 

—  5  <  aj  <  +  5. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  40)  und  41)  erhalt  man 
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42)  F(x)  =  -^  J  du  J  F(t)cosu(x--t)dt,      —  h  <,  x  <,  +  h 

0  — & 

wofür  auch  gescbrieben  werden  kann 

43)  F(x)  =  ^  /  duj  F(t)  co$u(x^t)dt,      —  l<  x  <.  +  l>. 

—  00         —6 

Für  Ä  =  +  b  reduciren  sich  die  Werthe  der  Dpppelintegrale  in  40) 
und  41)  auf  die  Hälften  ihrer  sonstigen  Wertho,  es  ist  daher  in  die- 
sem Falle  nicht  F(&),  sondern  |JP(fe)  der  Werth  des  vorliegenden 
Doppelintegrales.  Liegt  x  ausserhalb  des  Intervalles  —  6  bis  +  b, 
so  verschwinden  alle  betrachteten  Doppelintegrale.  Fälle  der  Dis- 
continuität  sind  nach  den  früher  angegebenen  Regeln  zu  beurtheilen. 

Die  Formeln  42)  und  43)  erhalten  ihre  grösste  Ausdehnung  für 
5  =  00 ;  sie  werden  dann 

44)  F(x)  =  -^J  duj  F(t)  cos  u(x--t)dt, 

0  — 00 

00  00 

45)  F(x)  =  -^f^^jFit)  cosu(x  —  t)  dt. 


—  00  — oo 


und  gelten  für  jedes  endliche  reelle  x. 

Es  möge  endlich  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  diese  Gleichun- 
gen auf  Functionen  mehrerer  Variabelen  ausdehnen  lassen.  Wendet 
man  die  Formel  43)  auf  die  Function  0(aJi,  x^)  in  der  Weise  an,  dass 
man  vorläufig  nur  Xi  als  Yariabele,  dagegen  x^  als  Constante  be- 
trachtet, so  ist  für  —  l>i  <C  iTi  <;  +  ^1 

a>(a;i ,  a?2)  =  2^  y  J  ^{h ,  ä?2)  cos Ui  {xi  —  f 0  dui  dti. 

—  00— ftj 

Gleichfalls  nach  Nro.  43)  hat  man  auch,  indem  man  in  ^(^i,  a^)  die 
Grösse  a^  als  Variabele  ansieht  und  sie  zwischen  den  Grenzen  —  62 
und  +  62  wählt, 

1     f    /^ 
0(t^^X2y=  —  I      I  ^{ti,t2)COSU^{X2'—h)dn2dt2. 

—  00— 6g 

Substituirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende,  so  erhält  man 
^ixi^x^)  ausgedrückt  durch  ein  vierfaches  Integral,  welches  der 
Kürze  wegen  folgendermaassen  geschrieben  werden  möge: 
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—  h  <  xi  <:  +  hl,    —  &2  <  fl^  <  +  &2- 

Für  ti  gelten  die  Integrationsgrenzen  —  &i  und  -|~  ^u  ^ur  /^  ^^ 
Grenzen  —  hj  und  -|-  &s,  für  die  übrigen  Yariabelen  Ui  und  1I3  die 
Grenzen  —  00  und  +  00. 

Eb  wird  kaum  der  Erwähnung  bedürfen,  dass  man  auf  gsm 
analoge  Weise  eine  Function  dreier  Yariabelen  durch  ein  sechsfacbes 
Integral  und  überhaupt  eine  Function  von  n  Yer&nderlichen  durch 
ein  (2n)-fache8  Integral  ausdrücken  kann. 
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Die  BernouUi'schen  Functionen  und  die  halb- 
convergenten  Reihen. 


L  Die  Bernoulli'Bclien  Functionen. 

Schon  in  den  Elementen  der  Algebra  begegnet  man  der  Auf- 
gabe, endliche  Reihen  von  der  Form 

IP  +  2P  +  3P  +  .  •  •  +  Ä;P, 
worin  p  and  h  ganze  positive  Zahlen  bedeuten ,  zu  summiren,  auch 
hat  die  Lösung  des  Problemes  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  nach 
einander  die  Fälle  p  =.  1,^  =  2,jp  =  3  etc.  behandelt  und  jeden 
derartigen  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückführt;  eine  allgemeine 
independente  Formel  kann  man  aber  mittelst  dieses  Verfahrens  nicht 
finden.  Dagegen  führt  die  Differentialrechnung  hierzu  durch  die  Be- 
merkung, dass  die  Reihe 

IP  ^  2P  +  3P  H +  (Ä  —  1)P 

entsteht,  wenn  die  Reihe 

1  _|«  e«»  +  e«''  +  e^t»  -I 4.  e(*-i^» 

p-mal  in  Beziehung  auf  die  beliebige  Yariabele  v  differenzirt  und 
nachher  f;  =  0  gesetzt  wird,  dass  also  die  Gleichung 
IP  +  2P  +  31»  H +  (Ä  —  l)** 

=  \J)P(l  +  er  +  e«^  +  .  .  .  +  e<*-«%o)  =  [^'(^^\^ 

stattfindet.     Um   die  angedeutete  Differentiation  auszuführen,    zer« 
legen  wir  den  vorkommenden  Quotienten  folgendermaassen 

e*"  —  1  _       V       ^  e*^  --  1 

e*  —  1   ""  e"  —  1  *        V       • 

14* 
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bezeichnen  den  ersten  Factor  mit  i^(v)y  den  zweiten  mit  f(v)  und 
machen  Gebrauch  v^on  der  bekannten  Begel  zur  Dififerentiation  der 
Producte;  dies  giebt 

1)  IP  +  2P  +BP  +  .. .  .  +  ()b  —  l)p 

=  *(0)/r)(0)  +  (p)it\0)ßP-^)(0)  +  (p)2r(0)f(P-^K0)^"" 
Zur  Ermittelung  der  Werthe  von  ^(0),  ^'(0),  ^"(0),  etc.  benutzen 
wir  die  in  Theil  I,  Seite  281  angegebene  ßeihenentwickelung 

ev  +  c-y 
ev  —  e-y 
1     .    2^7?,  2*2?,        ^    ,       2«J55      , 

y   ^    1.2-^         1.2.3.4^    ^  1.2. .6^ 

worin  ^i,  B3,  B^  etc.  die  Bernoulli'schen  Zahlen  sind.  Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  unter  der  Form 

''"  +  ^  =  1  +         ^ 


darstellen,  und  es  ist  daher,  wenn  y  =z\v  gesetzt,  beiderseits  mit 
\v  multiplicirt,  und  v  zwischen  —  27t  und  -\-  27t  genommen  wird, 

2)     -T^  =  1  -  it' 

1.2  1.2. .4       ^  1.2. .6 

Hieraus  folgt 

^(0)  =  1,     t'(o)  =  -  I. 

t"  (0)  =  +  Bi,    t"(0)  =  -  Bs,    r'  (0)  =  +  5s 

^'"(0)  =  0         ,     ^^  (0)  =  0         ,     ^^"(0)  =  0 
Zur  Bestimmung  von/f"^(0)  kann  man  die  Gleichung 

V  1    ^  1.2     ^  1.2.3       ^ 

benutzen,  welche  giebt 

I.n  +  1 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  folgt  aus  Nro.  1) 
IP  +  2P  +  3P  + +  (Ä  —  1)P 

1»  +  1        »^1»  — 1  p-3 

p  —  5 
Da  (p)p  der  letzte  Binomialcoefficient   ist,   so    schliesst   die    rechts 
stehende  Reihe 
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bei  geraden  j9  mit  +      ^    ^"^ h , 

bei  ungeraden  p  mit  +      ^~^ — ^^^/j^, 

816  enthält  also  keinen  von  "k  unabhängigen  Term.  Der  obigen  Glei- 
chung kann  man  auch  die  folgende  Form  geben 

3)  IP  +  2?  +  3P  + +  (A;  —  l)P 

und  hier  bedarf  es  nur  der  beiderseitigen  Addition  von  Ä^,  um  die 
Summe  der  anfänglich  erwähnten  Reihe  in  der  üblichen  Form  zu 
erhalten  *). 

An  das  obige  Resultat  knüpft  sich  eine  für  spätere  Untersuchun- 
gen sehr  wesentliche  Bemerkung.  Während  nämlich  die  linke  Seite 
von  Nro.  3)  nur  in  dem  Falle  einen  bestimmten  Sinn  hat,  wo  h  eine 
ganze  positive  Zahl  >  1  bedeutet,  ist  die  reckte  Seite  einer  Verall- 
gemeinerung fähig;  man  kann  darin  k  durch  eine  beliebige  Variabele 
e  ersetzen  und  erhält  dann  einen  Ausdruck,  welcher,  für  sich  be- 
trachtet, eine  ganze  rationale  Function  von  e  darstellt.  Um  jedoch 
nicht  eine  Function  (j?  -|-  l)-ten  Grades  zu  betrachten  und  um,  wie 
gewöhnlich,  der  höchsten  Potenz  von  z  oder  Ä  den  Ooefficienten  1 
zu  verschaffen,  setzen  wir  jp  =  m  —  1  und  multipliciren  mit  w;  die 
Gleichung  3)  geht  dann  in  die  folgende  über 

4)  wEl»»-!  +  a»"-!  +  3"»-!  +  .  .  .  -f  (Zc—  1)^-1] 
=  /c»»  —  |wÄ;'"-i 

+  (m),Bik^-^  -  (m^Bsk^-^  +  (m%B,k^-^ , 

deren  rechte  Seite,  unabhängig  von  der  linken,  einer  speciellen  Dis- 
cuEsion  unterzogen  werden  so]]. 

Demgemäss  definiren  wir  die  Function  g?(-er,  m)  durch  die  Glei- 
chung 

5)  9(-er,  iw)  =  ;er^  —  Imz^-'^ 

+  (w)2  -Bi^*"-'— (»04^3  ^"'*  +  We  ^5^"*"* » 

worin  rechter  Hand  kein  von  js  freier  Term  vorkommen  darf,  und 
nennen^  q)(js,m)  die  BernouUi'sche  Function  w-ter  Ordnung. 
Beispielsweis  sind  die  acht  ersten  Functionen  dieser  Art: 


♦)  Diese  Suramenformel  wurde  zuerst   von   Jacob  Bernoulli  ent- 
wickelt in  der  Ars  conjectandi,  Basileae  1713  (pag.  97). 
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9»(«,  1)  =  8, 

q>(e,  2)=M*  —  e  =  g{e—l), 

g)(^,  3)  =  e*-  \z*  +  JiT  =  g{s-\f{z—l), 

q)(e,  i)  =  e*  —  2z»  +  ;?«  =  «»(;?  —  1)», 

9(ir,  6)  =  *»  -  |ä*  +  iz»  -  \e 

q,(e,  6)  =  ««  —  3«»  +  le*  —  J«» 

=  ««(«- l)»(ir>-«-D, 
q>(g,  7)  =  «'  -  1««  +  i«»  -  ?*»  +  J* 

q!(g,  e)  =  eO  —  W  +  V^»  -  i^*  +  l-e^' 

=  z»  Cf  -  1)M^*  -  2«»  -  i^»  + 1«  + 1). 

Statt  der  Gleichung  5)  kann,  wie  aus  dem  Frfiheren  unmittelbar  her- 
vorgeht, die  folgende  gesetzt  werden 

6)  ^^zM=n.D:-^(^^\ 

oder  auch 

nnd  mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wollen  wir  nun  die  ver- 
schiedenen Eigenschaften  der  Bernoulli 'sehen  Fonctionen  ent- 
wickeln. 

a.    Für  0  =  0  reduciren  sich  die  letzten  Gleichungen  auf 

8)  <p(0,m)  =  0; 

ebenso  erhält  man  für  ^  =  1 ,  vorausgesetzt ,  dass  m  die  Einheit 
übersteigt, 

9)  9>(l,m)  =  0,  «i>l. 

Jede  Bernoulli'sche  Function,  worin  w  >  1  ist,  lässtsich  mithin 
durch  e{e —  1)  ohne  Rest  dividiren. 
Aus  Nro.  6)  folgt  weiter 


vCy  + 1. »»)  -  9(y. »»)  =  mir-' \(    ^  _  ~-)^ 
=  i»i);-'(t»«)(o, 


d.i. 

9(y  +  1. »»)  —  ^PiVf  ♦»)  =  my"'~K 
LSsst  man  der  Beihe  nach  y  -^  1,  y  ■]-  2,  .  .  .  y  -\-  h  —  1  an  die 
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Stelle  von  y  treten  und  addirt  alle  ßo  entstehenden  Gleichungen 
nebst  der  vorliegenden,  so  erhält  man 

=  «wiy»-i  +  (y+l)'»-i  +  (y  +  2)"»-i+...  +  (y  +  Ä  — 1)"»-!]. 
Im  speciellen  Falle  y  =^  0  wird  hieraus  die  schon  bekannte  Glei- 
chung 

9(Ä,  m)  =  m  [l«-i  +  2"»-i  4.  ...  4-  (A;  —  l)»»-!]. 
Der  Sinn  der  Gleichung  10)  ist  folgender.     Wenn  der  Werth  der 
Variabelen  0  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  ohne  eine  ganze  Zahl  zu 
sein,  so  besteht  0  aus  einer  ganzen  Zahl  k  und  aus  einem  echt  ge- 
brochenen'Beste  y;  die  Gleichung  10)  oder 

11)  (p(Jc  +  y,m)  =  9>öir,  w)  +  w»|jr-i +  0/  + l)"»-*  +  .  .  . 

...  +  (y  +  Ä-l)--i] 
zeigt  dann,  wie  der  Fall  eines  unecht  gebrochenen  Argumentes  (js) 
auf  den  Fall  eines  echt  gebrochenen  Argumentes  zurückgeführt  wer- 
den kann.  Man  braucht  daher  den  Gang  von  q)(e,m)  nur  innerhalb 
des  Intervalles  0  =  0  bis  ;ef  =  1  genauer  zu  untersuchen. 
Aus  der  identischen  Gleichung 

e(i-*)f  —  1  e-'"  —  1 

e«'—  1      ~^~  er^  —  l 
folgt 

H     6^—1  /(o)  A  e---  ly 

oder,  wenn  rechter  Hand  t;  =  —  w?  gesetzt  wird, 

d.  i.  vermöge  der  Definition  in  Nro.  7) 

12)  q>(l^z,m)  =  (—  1)*»  9(jer,  >«). 

Die  Bernoulli'sche  Function  nimmt  also  von  j?  =  |  bis  jer  =  1 
in  umgekehrter  Reihenfolge  dieselben  absoluten  Werthe  an,  welche 
sie  von  jp  ==  0  bis  £r  =  |  hatte,  und  zwar  mit  dem  gleichen  oder  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Function  von  gerader 
oder  von  ungerader  Ordnung  ist.  Die  Untersuchung  von  g)(ßffn) 
kann  daher  auf  das  Intervall  jer  =  0  bis  xr  =  |  beschränkt  werden. 

Für  ^  =  I  und  ein  ungerades  m  =  2n  —  1  giebt  die  vorige 
Gleichung 

13)  •  9(l,2n— 1)  =  0. 

Um  auch  für  ein  gerades  m  =  2n  den  Werth  von  9(5,  m)  zu  er- 
mitteln, gehen  wir  auf  die  Gleichung  7)  zurück ;  diese  liefert 
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Nun  ist  identisch 


eä    +  1        e»    —  1        "         ' 
mithin  durch  2» -malige  Differentiation 

(0) 

und  für  v  =  0,  wenn  beiderseits  der  Factor  2  zugesetzt  wird, 

9(1,  2n)  =  2(^-1)  ^(2«) (0). 

Zufolge  des  bekannten  Weithes  ^<2»>(0)  =  (—  l)«-^-&2n-i  ^^^  man 
jetzt 

14)  ffil  2n)  =  (-  ly^y^B^^^r. 

Aus  der  Gleichung  12)  folgt  noch  für  ;ef  =  5  +  o? 

15)  9>(|--a?.w)  =  (— l)"»9(j4-ir,w) 

und  wenn  hier  o;  positiv  und  grösser  als  \  genommen  wird,  so  zeigt 
diese  Gleichung,  wie  der  Fall  eines  negativen  Argumentes  auf  den 
Foll  eines  positiven  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Zu- 
gleich ersieht  man,  dass  9Q  +  a?,  w)  bei  geraden  m  eine  gerade,  bei 
ungeraden  m  eine  ungerade  Function  von  x  ist,  z.  B. 
9(i  +  x,6)  =  (a;«-X)»(x»-f), 
«JPd  +  aj,  7)  =  x{x^ - D(a;* - 1*«  +  |l). 

b.  Die  Formeln,  13)  und  14)  sind  nur  specielle  Fälle  eines  all- 
gemeinen Satzes,  zu  welchem  man  durch  den  Versuch  gelangt,  die 
endliche  Eeihe 

9)  ( sr ,  w)  +  9>  ^^  +  - ,  m  j  +  9  ^^  +  - , « A  + . . .  +  g)  ^^  4-  -^ ,  iw  j 

zu  Summiren,  worin  Ic  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.    Als  Werth 
dieser  Summe  findet  sich  zunächst  unter  Anwendung  von  Nro.  7) 

K  l[e"(l  +  e^  +  e"^  + . . .  +  e~^)  -  k[  ^(t;))(o) 


=  -»>^^ ^  +  * 


i« 


C^  —    1  J(0) 
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Die  Substitution  v  =  kw  verwandelt  diesen  Ausdruck  in 

und  daraus  folgt  bei  geraden  m: 

16)  9>(^,w)  +  9>^^  +  ~,mj  +  g?U  +  ~,wj  +  ...  +  9^£r  +  -^ 

=  j^[<p(Ä^,m)  -  (-  lf'"(fc--l)5^-i] 
dagegen  bei  ungeraden  m: 
l7)(p(z,m)  +  (p^z  +  -,m^  +  q>(^z  +  -,mJ  +  '''  + 

Für  jer  =r  0,  Ä  =  2  kommt  man  auf  die  Formeln  14)  und  13) 
zurück. 

c.   um  die  Eigenschaften  der  Differentialquotienten  von  (piz^m) 
kennen  zu  lernen,  differenziren  wir  die  gebrochene  Function 

e*^  —  1 
e«'  -—  1 

{m —  l)-mal  in  Beziehung  auf  t;,  einmal  in  Beziehung  auf  z^  und 
machen  dabei  Gebrauch  von  dem  Satze,  dass  diese  Operationen  in  be- 
liebiger Eßihenfolge  vorgenommen  werden  dürfen.   Wir  erhalten  so 

mithin  für  ü  =  0  und  unter  Benutzung  der  Formeln  6)  und  7) 

-^'1^%^^*}  "^  ^^C-^,  w2  — 1)  +  ^("»-^Ho). 

Auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  eingehend ,  ziehen 
wir  hieraus  die  Differentialformeln : 


18) 


-^-y — -  =  2n(p(z,  2«  — 1),        w  >  1, 


dz 


19)     '^y(^'^"+^)  =  (2n+l)[q>{z,  2n)  +  (-  O-'^,«-,]. 
az 

Durch  Umkehrung  derselben  ergeben  sich  die  Integralformeln; 
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20)  fg,(„2n-l)d.  =  ^^^,     »>1. 

M 

21)  f<p{z,  2n)dz  =  '^^'^IXY^  +  (-  l)"B,._x*. 

0  ' 

Als  specielle  Fälle  derselben  verdienen  Erwähnung 
1 

22)  Jipiz,  2n  ^l)dz  =  (- 1)»  ^'^^7/^2n-i, 

0 

23)  Jg)(z,  2n)dz  =  (-  l)«|53«-i. 
a 

d.  Die  Fojmeln  18)  und  19)  geben  vollständigen  Aufscbluss 
über  den  Gang  der  B er noulli' sehen  Functionen  innerhalb  des  In- 
tervalles  jer  =  0  bis  ;er  =r  |;  die  betreffende  Discussion  fangen  wir 
mit  dem  Falle  m  =  2  an  und  führen  sie  mittelst  jener  Formeln 
weiter. 

Zunächst  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Function 
9(;ef,  2)  =  £r(^— 1) 
von  ir  =  0  bis  jer  =  I  fortwährend  abnimmt  und  negativ  bleibt; 
für  j?  =  I  erreicht  sie  ihren  kleinsten  Werth  9)(|,  2)  =  —  J« 

Femer  haben  wir  nach  Formel  19) 

I — -^ —  =  9^(^.  2)  +  ^i; 

die  rechte  Seite  ist  anfangs  f ür  ^er  =r  0  positiv,  nimmt  dann  conti- 
nuirlich  ab  und  erhält  f ur  ;er  =  |  den  negativen  Werth  —  J  +  -^i 
==  —  ^,  woraus  folgt,  dass  es  zwischen  jp  =  0  und  j?  =  |  einen 
aber  nur  einen  Werth  giebt,  für  welchen  der  besprochene  Ausdruck 
verschwindet.  Diesem  Verhalten  von  q>\B,  3)  gemäss  wächst  anfangs 
tp{ß^  3),  erreicht  zwischen  jef  =  0  und  B=^\  ein  Maximum  und  nimmt 
dann  wieder  ab.  Die  Zunahme  beginnt  mit  demWerthe  g?(0,3)  =  0, 
die  Abnahme  endigt  mit  9{|,  3)  =  0,  mithin  bleibt  (p(jSy  3)  posi- 
tiv von  z  =  Qh\&  e  =  \  und  hat  dazwischen  ein  Maximum« 
Die  Formel  18)  giebt  weiter 

J^^  =  -p(.,3) 

und  danach  dem  Vorigen  (p(e^  3),  mithin  auch  (p\z,  4)  positiv  bleibt, 
so  wächst  9?  (^,4)  fortwährend  innerhalb  des  betrachteten  lutcrval- 


Digitized  by 


Google 


die  halbcohvergenten  Reihen.  219 

les.  Das  Wachsthum  beginnt  mit  g?(0,  4)  =  0,  mithin  ist  g)(jef,  4) 
eine  im  Gebiete  des  Positiven  zunehmende  Function,  welche  für 
ggr  =  I  ihren  grössten  Werth  ^  ^3  erreicht. 

In  der  ferneren  Gleichung 

1  ä(p(^,b)  _ 

ö  — J^ —  =  9^\^y  4)  —  ^8 

ist  die  rechte  Seite  anfangs  für  jer  =  0  negativ,  wird  aber  wegen 
des  positiv  wachsenden  (p(is,i)  immer  grösser  und  nimmt  für  ^e?  =  | 
ihren  grössten  Werth  an,  welcher 


<jpa,4)-5,  =  (i- Jj.)^, 


und  zwar  positiv  ist.  Aus  diesem  Verhalten  von  ^'(-sf,  5)  folgt,  dass 
q>(ß^6)  erst  ab-  und  nachher  wieder  zunimmt.  Die  Abnahme  fängt 
an  mit  g)(0,  5)  =  0,  die  Zunahme  hört  auf  mit  9(3-,  5)  =  0,  mithin 
bleibt  9(jer,  5)  negativ  von  0  =  0  bis  JS  =  l  und  besitzt  innerhalb 
dieses  Intervalles  ein  Minimum. 

Weil  nun 

ist  und  die  redite  Seite  folglich  auch  g>\jsf^  6)  negativ  bleibt,  so  nimmt 
q){g,  6)  continuirlich  ab,  mit  dem  Werthe  9(0,  6)  =  0  anfangend. 
Demnach  ist  9(£r,  6)  eine  im  Gebiete  des  Negativen  abnehmende 
Function,  ähnlich  wie  (p(0^  2). 

Man  übersieht  augenblicklich  den  Fortgang  dieser  einfachen 
Schlüsse,  deren  Gesammtergebniss  leicht  graphisch  dargestellt  werden 
kann,  wenn  man  £  als  Abscisse  und  g)(jsf,m)  als  zugehörige  senkrecht 
auf  e  stehende  Ordinate  construirt.  Für  AG  =:  CB  =  |  werden 
nämlich  die  Bernoulli'schen  Functionen  gerader  Ordnung  reprä- 
sentirt  durch 

Fig.  41.  Fig.  42. 


Fig.  41,  wenn  m  =  2, 
Fig.  42,  wenn  w  =  4, 
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dagegen  die  Functionen  ungerader  Ordnung  durch 

Fig.  43.  Fig.  44. 


Fig.  43,  wenn  m  =  3,    7,     11,     tl,  .  .  .  .  42?  — -  1 , 
Fig.  44,  wenn  m  =  f),    ü,     13,     17,  .  .  .  .  4jp  -f  1. 

Will  man  diese  Curven  über  g  =  A  B  =  1  hinaus  fortsetzen,  so  hat 
man  die  Formel  11)  zu  benutzen.  Endlich  lehrt  die  Gleichung  15), 
dasfi  eine  durch  C  senkrecht  zu  AB  gelegte  Gerade  jede  der  voll- 
ständig gedachten  Curven  in  zwei  congmente  Theile  zerlegt,  welche 
auf  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenachse  lie- 
gen, jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

e.  Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  sich  die  Bernoulli' sehen 
Functionen  in  unendliche  Reihen  verwandeln  lassen,  die  entweder 
nach  den  Cosinus  oder  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogens 
fortschreiten.  In  der  bekannten,  für  0  ^  0  ^  X  geltenden  Gleichung 

7ta      .  27tg      .  37C£l 

~T 

X 


f{z)  =  |ao  +  tticos'-^  +  tticos-^^^  +  a^cos^^-^  + 


o*  =  —J  J{z)  cos  —j—  dz 


setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  A  ==  1,  f[e)  =  q)(Zf2n)  und  erhalten 
qp(^,  2w)  =  ^«0  +  ctiCOSTtz  -\-  a2Cos2%e  +  Or^cosZne  -f  .  .  .  . 
Hierin  ist 


cosTcTCzdz 


=  2  I  (p(z,  2n) 

0 


cosJcnzdz 


CO) 

und  bei  umgekehrter  Anordnung  der  angedeuteten  Operationen 

cosJcTtzdz] 


a.  =  2Dl''\p-^ 


1 


m 


2D!"iT/^0 


X 


cosJcTtzdz} 


J(0) 
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Daraus  ergiebt  sich  in  dem  speciellen  Falle  7c  =  0 

ferner  f ür  Ä  >  0 

d.i. 

.,      ,.1.2. 3. ..(2»)  ,  ^    , 

a*  =  2 (- 1)"  — ^5_j^^         für  gerade  k, 

«4  =  0  ,         für  ungerade  7c. 

Die  gesuchte  Eeiheneutwickelung  ist  hiernach 
24)<jp(^,2«)  =  (-l)«^a«-i 

"•"  ^      ^  ;7r2«        l~22^i       '        42^»       '       62«       r  •  •  •  1 

0  ^z  ^l. 
Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  (p(z,2n  —  1)  mittelst  der  allge- 
meinen, fuT  0  <^  z  <^  X  gültigen  Formel 

ßz)  =  histn-j-  +  h^stn—j 1-  U^stn-—  +  .  .  .  . 

X 

2     r  TcTtz 

0 

entwickeln,  kürzer  jedoch  gelangt  man  durch  Differentiation  der  Glei- 
chung 24)  zu  demselben  Besultate,  nämlich 
25)  g)(z,2n — 1) 
. n«o  ^  ..(2w  —  1)  (sin27tz        sin 4:7t z        sinQ%z  \ 

(        ^)   2         ^2n— 1  I  2^«— 1        ^     42«  —  !        •       62n— 1      +   *  •  -J  » 

0<;er<  1,     w>  1. 
Uebrigens  gilt  diese  Formel  auch  für  ;?  =  0  und  für  jer  =  1,   weil 
die  linke  Seite  in  beiden  Fällen  zu  Null  wird  *). 

*)  Die  Benennung  und  erste  genauere  Untersuchung  der  Function 
g>(z^m)  rührt  von  J.  Raabe  her,  welcher  in  Crelle's  Journ.,  Bd.  42, 
S.  48  die  Gleichung 

|7i(l  '-2z)  —  \8in2nz  +  \sin\m  +  \8inQnz  +  .  .  .  . 
als  Ausgangspunkt  benutzt,  sie  mehrmals  nach  einander  mit  dz  multipli- 
cirt,  von  -er  =  0  bis  -er  =  ^r  integrirt  und  so  auf  der  linken  Seite  succes- 
siv  9)(£r,2),  q){z^  3)  etc.  entstehen  lässt.  Dass  diese  Functionen  Differen- 
tialquotienten sind  und  dass  sich  demzufolge  die  ganze  Discussion  sehr 
vereinfacht,  hat  erst  der  Verfasser  gezeigt  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik u.  Physik,  Bd.  I,  S.  193. 
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IL  Samniining  einer  aUgemeixieii  Difibrenzenreilie. 

Unter  der  Yoraussetzung,  dass  die  Fonctionen  /(u),  f{^)j 
/"(«)»  •  •  ./^"'■*'*Ht*)  innerhalb  des  IntervalleB  «  =  «  bis  u  =  x  +  h 
endlich  und  stetig  bleiben,  liefert  bekanntlich  der  Taylor*  sehe  Satz 
das  Mittel,  um  f(x  +  h)  durch  f(x),  f{x),f\x),  .  .  .  /"»  +  i>(r)  aus- 
zudrücken, oder,  was  dasselbe  ist,  das  genannte  Theorem  zeigt  den 
Zusammenhang  zwischen  der  endlichen  Differenz  f(x  -f-  Ä)  —  /(x) 
=  ^f(x)  und  den  verschiedenen  Differentialquotienten  yonf(x);  es 
ist  nämlich  nach  ThL  I,  §.  94 

^/(^)  =  -^/(x) + ^/"(x)  + + ribi-^"'(^> 

1 

Nehmen  wir  der  Beihe  nach 

f(x)  =  F(x),      F\x)  ,       r\x)  ,....  F^^—^x), 
m=    2n  ,     2n— 1,      2n  — 2,....  1        , 

so  erhalten  wir  die  folgenden  2n  Gleichungen: 

^F(x)  =  ^F'ix)  +  Y^F"(x)  + +  ^-^*!l^J'M(x) 

1 

^F'ix)  =  jF"ix)  +  Y^F"'(x)  +....  +  ^-J^l-^ii'(».)(x) 

1 

1 

^  J  1.2..(2n  — 2)  K^-r^^)^u 


0 


1 
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Die  zweite  dieser  Gleichungen  multipliciren  vir  mit  ^x^i  ^^  dritte 
mit  Äih',  die  vierte  mit  ^s^^  <■•  s.  w.,  wobei  Ai,  A^,  Jbi,  etc.  vor- 
läufig unbestimmte  Coefficienten  bedeuten  mögen;  femer  bezeichnen 
wir  Eur  Abkttrzung  1. .  2  .  . .  m  mit  m'  und  addiren  alle  erhaltenen 
Gleichungen;  dies  giebt 

^F(x)  +  Aih^F'(x)  +  AihiJF"ix)  H 

.  .  .  +  ^jn-iÄ»»- »z/JF-C»— W(ar)  =  hF\x) 

^  j/  1    (2n)'      ^      '»"  -  ^^'      ^ 


+ 


(2«— 1)' 
1' 


F(^<'+»(x  +  ht)dt 


üeber  die  noch  unbestimmten  Coefficienten  Ai,  A^,  .  . .  Ain—i  vo^' 
len  wir  jetzt  so  disponiren,  dass  die  mit  h\  h^,  .  .  .  h'"  multiplicir» 
ten  Ausdrücke  wegfallen,  dass  also  folgende  2n — 1  Gleichungen 
stattfinden 

1  +  A-o 

3'  ^  2'  ^  r        • 

4'   ^    3'    ^    2'    ^    1'   ""     • 

^  ,  -^1  I  -^2  I  I      -^211-1  ^, 

(2n)'  ^  (2w—  1)'  "^  (2n  —  2)'  "^  "^       1'      ""     ' 

hieraus  ergeben  sich  der  Beihe  nach  die  Werthe 

Äi   =  —  -J,        J12  =  n»        -^3  =  0,        u44  =  —   72Ö»  •  •  • 

deren  Bildungsgesetz  wir  nachher  untersuchen  wollen.     Die  vorige 

Gleichung  vereinfacht  sich  nun,  und  wenn  zur  Abkürzung 

Oß^      TT      _(l-0"'     ,     A^jl-ty-^  A,n-l(l-() 

26)    ^«-  =  -(2;i)r-+      (2„_iy     .+  •••  + r 
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gesetzt  wirdi  so  lautet  dieselbe 

27)     JF(x)  +  ÄihJF'(Jc)  +  A2h^JF'\x)  +  •  •  • 

1 
=  hF'(x)  +  h^^-^^  f  D2nF^^''+^'>(x  +  ht)dt. 

0 

Für  die  nähere  Kenntniss  der  Coefficienten  ^i,  A},  etc.  ist  die 
Bemerkung  von  Gewicht,  dass  man  bei  einer  anderen  Gelegenheit  auf 
dieselben  Bedingnngsgleichungen  kommt  wie  vorhin.  Versucht  man 
nämlich  den  Quotienten  v  :  (e^  —  1^  in  eine  nach  Potenzen  von  v 
fortgehende  Beihe  zu  verwandeln  und  setzt  man  demgemäss 

p-^  =  1  +  Civ+  C,v^  +  Ca««  +  .  •  •  •, 

SO  liegt  es  am  nächsten,  die  unbekannten  Coefficienten  O^,  G^i  eta 
dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  die  vorstehende  Gleichung  mit  der 
folgenden  \ 

multiplicirt  und  die  beiderseitigen  Coefficienten  von  v,  v',  etc.  ver- 
gleicht.    Die  Multiplication  giebt  nun 

+ 

und  diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  von 
i;2,  v\  t;*,  etc.  sämmtlich  =  0  sind.  Für  Ci,  C2,  etc.  erhält  man 
auf  diese  Weise  genau  dieselben  Bedingungsgleichungen,  welchen  vor- 
hin ^1,  -^2,  etc.  unterworfen  wurden;  es  folgt  hieraus  die  Identität 
von  Gm  und  Am^  mithin  auch 

^^^^  =  1  +  ^,t,  +  A,v^  +  A,v^  +  .  .  .  .        ' 

Andererseits  weiss  man,  dass  zwischen  den  Grenzen  t;  =  —  2n  und 
V  =  +  2;r  die  Gleichung 

-i— =  1-1. 

e»  —  1  ■' 
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besteht;  man  hat  daher  durch  Vergleichung  beider  Reihenentwicke- 
lungen 

^1  =  -  I,     A  =  0,  ^5  =  0, 

^2  i 2^»  -^4  "TT»   -^6   "T  "gT» 

Die  hiermit  bestimmten  Werthe  der  Coefßcienten  Äy,  A^^  etc. 
snbstituiren  wir  in  die  Gleichung  27)  und  geben  letzterer  die  Form 
28)     hnx)  =  ^F(x)  —  lh^F(x) 

+  ^^r(x)^^JF-(x)  +  .... 

wobei  selbstverständlich 

1 

0 

ist;  wir  haben  dann  den  bemerkenswerthen  Satz,  dass  F' (x)  in  eine 
Reihe  verwandelt  werden  kann,  die  nach  den  Differenzen  ^F{x\ 
^lF'{x),  ^JP"(a;),  etc.  fortschreitet.  Der  letzte  Summand  (i?2«)  ißt 
der  Rest  der  Reihe,  welcher  einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

Zufolge  der  Werthe  von  -4i,  Aiy  etc.  hat  man  nach  Nro.  26) 

_  (1  -  tf-    ,  (1  -  ff—^ 


(2w)'  »    (2»  —  1)' 

-  ifx- 
-4)' 

(-  l)''.ga«-8(l— 0* 


I  -51(1  -  «y-"  _  ^3(1  -  0^"-«  , 

"•"       (2«  —  2)'  (2»  —  4)'        ■*" 


•••  + 
oder  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Binomialcoefficienten 

^-=(2^{(^-^)"-^(^-^>'""^ 

+  (2w)2Bi(l-0'"-'-(2n)4J53(l-0'"-*  +  -- 

...+    (~l)«(2n)2n-2:B2n-3(l~0^)}. 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  identisch  mit  der  Bernoulli'schen 

Function  9(1  —  ^,  2w)  =  9  (f,  2n);  für  den  Rest  gilt  demnach  die 

Formel 

1 

29)  Äa,  =  -  ^j^f<p(t,2n)Fi»'>  +  ^>(x  +  ht)dt. 

0 
BohlOmilofa,  Analyais.    IL  15 
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Beiläufig  bemerkt,  kann  man  dieselbe  dadurch  verificiren,  dass  man 
rechter  Hand  2n-mal  die  theil weise  Integration  anwendet  und  das 
Resultat  in  die  Gleichung  28)  einsetzt;  letztere  reducirt  sich  dann 
auf  die  Identität  hF'(x)  =  hF(x). 

Um  den  Rest  R2n  in  Grenzen  einzuschli essen,  stellen  wir  fol- 
gende Betrachtung  an.  Innerhalb  des  Interyalles  f  =  0  bis  ^  =  1 
erreiche  F^'^'*  +  *>(a?  +  ^0  seinen  kleinsten  Werth  für  f  =  a,  seinen 
grössten  Werth  für  f  =  5;  es  ist  dann 

jp[2i.  +  i)(a.  +  ha)  <  F<2«+i)(a;  +  ht)  <ii^»»  +  i>(a?  +  Äl>).  . 

Diese  Ungleichung  wird  durch  Multiplication  mit  ( —  l)"g)(f,2n) 
nicht  gestört,  weil  dieser  Factor  positiv  bleibt  von  t  =  0  bis  <  ==  1 ; 
multiplicirt  man  noch  mit  dt  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen 
^  =  0  und  ^  =  1,  so  findet  man 

Pa._il"«-  +  ')(a:  +  Äa)< 

1 

(—1)»  fq)(t,2n)F^^^  +  ^^x  +  ht)dt  <Ba«-iF(a>  +  i)(a:+;*b). 

0 

DasProduct  B2ii-iF<2"  +  *>(ir  +  äO  erhält  demnach,  wenn  t  von  0 
bis  1  geht,  einmal  (für  x  =  a)  einen  kleineren  Werth  als  der  in  der 
Mitte  stehende  Ausdruck,  ein  anderes  Mal  (furo;  =  5)  einen  grösseren 
Werth;  zufolge  der  vorausgesetzten  Gontinuität  von  J'(^"  +  ^^(t*)  muss       | 
es  daher  einen  zwischen  0  und  1  liegenden  Specialwerth  t  =  d'  ge-       I 
ben,  für  welchen  [ 

1  I 

(--ly  rq)(t,2n)F^^''  +  ^^x  +  ht)dt  =  B^n^iF^^^^^^(x  +  h^) 

0 

wird.     Der  Rest  gewinnt  hierdurch  die  Form 

30)  iJ,„  =  (_l)-  +  »^izi^lL_Vs-  +  i)(«  +  dÄ),    0<»<1, 

welche  in  so  fem  allgemein  ist,  als  p(^'*+^^(t«)  nur  den  unumgäng- 
lichen Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  zu  genügen  hat*). 
Mittelst  theil  weiser  Integration  erhält  man  aus  Nro.  29) 


*)  Die  obige  Restformel  wurde  zuerst  von  Malm  st  en  angegeben 
in  Cr  eile 's  Journal,  Bd.  35,  S.  55.  (Leider  ist  diese  schöne  Abhandlung 
durch  eine  enorme  Menge  von  Druckfehlem  verunstaltet.) 
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1 
Bin  =  ^,f<p'(t,2n)F(^''y(x  +  ht)dt 

0 

=  (2^r=ri);y  9^ (*»  2 n - 1) F(2») (o;  +  äO ef  <; 

0 

zerlegt  man  das  Integral   in  zwei  von  ^  =  0  bis  f  =  J  und  von 
^  =  i  bis  ^  =  1   gehende  Integrale  und  lässt  im  zweiten  Integrale 
1  —  ^  an  die  Stelle  von  i  treten,  so  findet  man  leicht 
\ 

0 

Hier  sind  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  anwendbar;  aus 
ihnen  ergiebt  sich: 


0 


(_l)n    /  9(^,2n— l)[FC2«)(aj  +  M)  — Jt2n)(^^^_Ä^)]^^ 


dt 


Setzt  man  noch'  1  —  -9-  =  0,  so  erhält  man  die  Restformel 

02  n 17?«         ,  Ä2  « 

welche  gleichfalls  allgemein  gilt*). 

Unter  besonderen  Voraussetzungen  lässt  sich  diese  Formel  noch 
vereinfachen.  Wenn  nämlich  F(2«)  f^  ^^^^  w  =  ajbisw  =  a?  +  Ä 
continuirJich  wächst,  so  ist  wegen  0  <;  0"  <;  |  und  |  <  ö  <  1 

bei  continuirlich  abnehmenden  J^^«)  ^y^  jg^  umgekehrt 

folglich  kann  in  beiden  Fällen,  d.  h.  wenn  F^2»+i)  ^^^  zwischen  «  =  0? 
und  u  •=  X  '\-  h  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt, 


*)  Vom  Verfasser  angegeben  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  Bd.  1,  S.  193. 

15* 
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gesetzt  werden,  wo  ß  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Dies 
giebt 

^^"        V     V  22«-i  (2n)'  ^ '' 

oder  kürzer 

33)  i?a„  =  (-l)''  +  i2a^^zü|!:^i?xa»)(a,),    0  <  c  <  1. 

.    Führt  man  die  in  Nro.  28)  yorkommende  Reihe  am  ein  Glied 
weiter,  so  dass 

34)  hF(x)  =  JF(x)  —  ih^rix) 

ist,  so  hat  man 

(-  l)"+'^g^"  ^F^^-^ix)  +  JBa.  +  2  =  Äa« 
mithin  nach  Nro.  33),  wenn  2  6  —  1  =  (>  gesetzt  wird 

35)  Ä2,  +  a  =  (-  l)»+>  Q  ^'l'^y'"  ^F("'K'Ö, 

und  hier  liegt  Q  zwischen  —  1  und  +  1.  Um  zu  entscheiden,  in 
welchen  Fällen  q  positiv  und  in  welchen  es  negativ  ist,  entwickeln 
wir  B2n  +  2  mittelst  der  allgemeinen  Formel  30)  und  erhalten  nach 
Hebung  der  gemeinschaftlichen  Factoren 


^2«  +  lÄ3 


(2w+l)(2w  +  2) 
oder 

B2n^lh^ 


2r(2»+3)(^  _|_  ^Ä)  _  _  p  ^2«-i^^^«>(a?) 


(2.+  l)(2n  +  2)^™(^  +  ^^)  =  -«^^--^/^™^^+'^)''- 

0 

Nach  der  bei  Nro.  33)  gemachten  Voraussetzung  ändert  J?^2n  +  i)  ^^)^ 
d.  h.  jeder  Differentialquotient  ungerader  Ordnung  sein  Vorzeichen 
nicht,  wenn*««  von  x  biso?  +  Ä  wächst;  dasselbe  gilt  von  F^^^'^^^u) 
oder  von  F(2«  +  3)(j^  _|_  ^^y  Besitzen  nun  F(2«+3)(^)  ^^^  F<^+^>(u) 
gleiche  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  Vorzeichen  auch  dem  rechts 
stehenden  Integrale  zu,  und  dann  muss  Q  negativ  sein;  haben  da- 
gegen F^2"+^> (w)  und  F^^'*^^^  (m)  ungleiche  Vorzeichen,  so  muss  aus 
denselben  Gründen  Q  positiv  sein.     Unter  diesen  Voraussetzungen 
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bildet  demnacli  der  Best  JS2n  +  2  einen  Bruchtheil  des  letzten  Gliedes 
der  Keihe. 

Nimmt  man  beispielweise  F(u)  =  6**,  so  haben  JF<2»+i)(t4)  und 
p(2n+3)  (^)  immer  dasselbe  und  zwar  das  positive  Zeichen,  daher  ist  Q 
negativ  etwa  =  —  «;  nach  beiderseitiger  Division  mit  e^  +  *  —  e* 
erhält  man  nun  aus  den  Formeln  34)  und  35) 

^^=71-^—^^  +  T:2-""r2TO  +  *"' 

^  ^     ^         1.2...(2w)  ^  ^   ^     1.2...(2n) 

Dies  ist  eine  Verallgemeinerung  der  Formel  2);  die  letztere  ergiebt 
sich  nämlich ,  wenn  man  n  unendlich  wachsen  lässt  und  h  auf  das 
Intervall  —  2  7t  hia  2n  beschränkt,  damit  der  Rest  gegen  die  Null 
convergirt. 


m.    Die  Summenformel  von  Mao  Laürin. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  28)  oder 
hF'(x)  ==  ^F(x)  —  \hJI*{x) 

+  ^^F^'i^)-^^F-(x)+... 

^'+^^^M2n-^2y   ^^^'""'^^^)""^y  ^>iiM)F^''-'^\x\U)äi 

nehmen  wir  der  Reihe  nach 

a?  =  a,  a  +  Ä,  a  +  2Ä,  .  .  .  a  +  (g[  —  1)ä 
und  addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen;  dies  giebt 
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hiF'{a)  +  I'{a-\-h)  +  F'ia  +  2h)  +  "-  +  F'ia  +  i^^l  Ä)] 
=  F(a  +  qh)  -  F(a)  -  IhiWia  +  qh)  —  J*(a)] 

+  ^V(«  +  qh)-r'(a)]-?^[F"ia  +  qh)-F"(,ay\  +  - 


(2 


'^J'82n<pit,2n)dt, 


0 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

ga,  =  F<2«+^>(a+Ä0+F<2«+i)(a+A  +  Ä0  +  F^2«+i)(^^2Ä+Ä0+- 
.  .  .  +  ^(a«+i)(a  +  T^TIä  +  äO. 

Benutzen  wir  noch  die  Substitutionen 

a+qh  =  b,        F(u)=fiu\ 

so  erhalten  wir  die  allgemeine  Formel 

86)    Ä  [/(a)  +/(a  +  Ä)  +/(a  +  2 »)  +  •  •  •  +/(a  +  T^ »)] 

6 

=y>(«)dw-iÄ|y(l»)-/(a)] 

a 


J^Sn  +  l     r 

■j^J  8in'p(f,2n)dt, 


0 


welche  nur  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  /(w),  /'  (u),  /"  (u), ... 
y(2  n)  ^j^j  stetig  und  endlich  bleiben  von  t*  =  a  bis  m  =  l>. 

Wie  früher  bedarf  auch  hier  das  letzte  Glied  in  Nro.  36)  einer 
genaueren  Untersuchung,  bei  der  wir  uns  kurz  fassen  können,  weil 
sie  auf  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  Nro.  II.  hinauskommt. 

Wenn  es  gelingt,  zwei  von  t  unabhängige  Grössen  M  und  N  zu 
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finden,   zwischen  denen  82n   enthalten   ist,   d.  h.   wenn  eine  Un- 
gleichung von  der  Form 

M<S2n<N 

existirt,  so  hat  man,  weil  (—  1)"9>(^>  2w)  von  e  =  0  bis  ^  =  1  po- 
sitiv bleibt, 

111 

d«  L 

1 

B2n-iM<:  (-  l)»y^S2n9ft2w)e?e  <  Bin^lN 

0 

und  man  kann  folglich 
1 

i—iyf82n(p(t,2n)dt  =  B2n^i[M  +  ^(N'-M)] 

0 

setzen,  worin  &•  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet;  dies  giebt 
die  Formel*) 


38)    h[f(ä)+f(a  +  h)  +/(a  +  2Ä)  +  --+/(a  +  ä-lÄ)] 

6 

=ff(u)du  -  lh[/(b)  -/(«)] 

a 

Unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dass  F^^*-^^(u)  =ß^*^)(u) 
von  X  =  ahis  X  =zh  keinen  Zeichen  Wechsel  erleidet,  gelangt  man 
zu  einem  einfacheren  Resultate,  wenn  man  von  den  Gleichungen  34) 
und  35)  ausgeht  und  die  nämlichen  Operationen  wie  vorhin  anwendet; 
man  erhält 


*)  Ohne  Berücksichtigung  des  Restes  ist  die  obige  Formel  zuerst 
von  Mac  Laurin  im  Treatise  on  fiuxions  (Lond.  1742)  entwickelt  und 
nachher  von  Euler  in  den  Instit.  calc.  differ.  P.  I,  cap.  5  reproducirt 
worden. 
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=f/(u)du  -  lh[/(h)  -fia)] 


^^       ''  (2«)'        ' 

and  zwar  ist,  wenn  ^i,  Q3,  ,  .  .  Qj  echte  Brüche  bezeichnen, 

T=Qi  [ß"-Ha  +  Ä)  -  /<*"-»(»)] 
+  pj  [ß^^-'Ka  +  2h)  —  /0«-i)(a  +  Ä)] 
+ 


+  9,l/^'»-«(«  +  aÄ)  -/(«— l)(a  +  g_lÄ)]. 
Die  Brüche  ^i,  ^3, .  .  .  9,  sind  hier  gleichzeitig  positiv  oder  negativ, 
jenachdem  /<'")(««)   und  /<*"+«)(«)    entgegengesetzte  oder    gleiche 
Vorzeichen  behalten.     Für  den  Fall,  dafs  alle  q  positiv  sind  und 
/(""-"  (m)  wächst,  hat  man 

0<9i  [/<«—«(«  +  Ä)  -/<«—«(«)]  </(»»-« (a  +  Ä)  -/(a— «(«) 
0<p2[/<**-i>(a+2Ä)-/(a— »(o+Ä)]<y(*-»(a+2Ä)— /»»-»(a-l-Ä), 

U.  B.  W. 

mithin  durch  Addition 

0<  T</Ca«-i>(a  +  (ZÄ)-/<a»-i)(a);   ^ 
es  kann  folglich 

T=Q  [/(2«-i)  (a  +  äÄ)  -/(a»«-i)(a)]  =  q  |y<ai-i)(5)  _/(2n-i)(^)j 
gesetzt  werden,  wo  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Bei 
positiven  Qu  ^2»  •  •  •  Qq  und  einer  abnehmenden  Function  /^^n— d^^^^ 
geht  das  Zeichen  <;  in  da»  Zeichen  >  über,  das  Endresultat  aber 
bleibt  dasselbe.  Sind  pi,  pa,  .  .  .  (>g  negativ,  so  gelten  für  — T  die 
nämlichen  Schlüsse  wie  vorhin  für  T  bei  positiven  ^i,  ^2»  •  •  •  9g,und 
es  gilt  daher  die  obige  Formel  allgemein,  wenn  q  immer  mit  dem- 
. selben  Zeichen  genommen  wird  wie  die  früheren  ^i,  93,  •  •  •  etc. 
Zufolge  dieser  Erörterungen  hat  man  die  Gleichung 
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39)     Ä[/(a)  +  /(a  +  ä)  +  /(a  +  2Ä)  +  •••+/(«  +  ä  -  lÄ)] 


b 

=ff{u)du  -  iÄ[/(b)  -/(a)] 


worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet,  je- 
nachdem/(2»)(t*)  und  /(2»+2)(t^)  von  u  =  abist*  =  a  +  qh  =  h 
entgegengesetzte  oder  gleiche  Vorzeichen  behalten. 

Die  Gleichungen  38)  und  39)  zeigen  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Summe  einer  endlichen  Keilie  und  einem  bestimmten  In- 
tegrale; sie  können  daher  zur  Berechnung  des  einen  dieser  Ausdrücke 
benutzt  werden,  wenn  man  den  jedesmaligen  anderen  als  bekannt 
voraussetzt.  So  folgt  z.  B.  ans  Nro.  39),  falls /(2«)  (w)  von  u  =  a 
bis  i«  =  &  keinen  Zeichenwechsel  erleidet, 

b 


40)  ff(u)du 


=  Ä[|/(a)  +  f(a  +  h)  +f(a  +  2Ä)  +  •  •  •  +  fQ>-h)  +  lf(h)] 

Denkt  man  sich  u  als  Abscisse,  f(u)  als  Ordinate  einer  Curve, 
mithin  das  bestimmte  Integral  als  die  über  der  Strecke  h  —  a  ste- 
hende Curvenfläche,  so  bedeutet  die  erste  Zeile  rechter  Hand  die 
Summe  von  den  Flächen  der  q  Trapeze,  welche  entstehen,  wenn 
h — a  in  g  gleiche  Theile  getheilt,  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ordinate 
gelegt  und  der  Endpunkt  d^selben  mit  dem  Endpunkte  der  nächsten 
Ordinate  geradlinig  verbunden  wird.  Bekanntlich  liefert  diese  Summe 
einen  Näherungswerth  der  Fläche;  die  übrigen  Glieder  in  Nro.  40) 
bilden  zusammen  die  Correction,  deren  jener  Näherungswerth  bedarf. 

Andererseits  können  die  Formeln  38)   und  39)  zur  Berechnung 


Digitized  by 


Google 


234  Die  Bernoulli'schen  Functionen  und 

der  links  stellenden  Summen  dienen,  und  es  ist  diese  Anwendung  be- 
sonders in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  q  eine  so  grosse  Zaiil  ist,  dcoss 
die  directe  Summimng  ftnsserst  mühsam  werden  wurde.  Hierzu  ge- 
ben wir  einige  Beispiele. 

a.    Die  Annahme  /(u)  =  —  liefert 

y(,.)(^)^t.2...(2n). 

hier  sind/f»«>(u)  und/C>«+2>(i*)  gleichzeitig  positiv  for  tt  >  0,  mit- 
hin kann  die  Formel  39)  angewendet  werden  und  ist  darin  Q  ein 
negativer  echter  Bruch*  Setzt  man  a  =  1 ,  A  =  1  und  vereinigt 
die  beiden  letzten  Summanden  in  Nro.  40),  wobei  der  positive  echte 
Brach  1  -^  ^  kurz  mit  s  bezeichnet  werden  möge,  so  hat  man 

^^      '      2i»-2L[fl+l)*— *       j 

^^       ^      2n     [(«  +  !)»•  J 

Wir  setzen  noch  q-i-l  =  p,  addiren  beiderseits  —    und  fiissen  die 

von  p  unabhängigen  Glieder  zu  einer  Constante  C  zusammen;  dies 
giebt 

4.)         ^  +  1  +  1  +  ....  +  ! 

-r  K      Aj       (2n  — 2)11*— »  ^  ^     ^   2np«« 
Die  Constante  bestimmt  sich  wie  in  Theil  I,  S.  439  dadurch,  dass 
man  Ip  beiderseits  subtrahiri  und  zur  Grenze  für  miendlich  wach- 
sende p  übergeht;  es  bleibt  dann 

C  =  Lmlj  +  l  +  i+...+  i  —  /!>]  =  0,5772156649... 

Aua  den  bekanntoi  Wertben  der  Bernonlli'schen  Zahlen  (|, 
M>  tf>  ^0  eni^t  man  augenblicklich»  dass  die  in  Nro.  41)  rechter 
Hand  vorkommende  Beibe  anfriigs  eine  lallende  ist;  ob  diese  Eigen- 
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Schaft  auch    weiterhin  stattfindet,   kann  man  mittelst   der   Formel 
(ThL  I,  S.  244) 

1.2.3...  (2m)        V*  +  22«  "'"  32"»  "^  '  '  *  * 
entscheiden,  deren  rechte  Seite  kurz  S2m  heissen  möge.     Es  folgt 
nämUch 

1  .2.3...  (2m) ^ 


-j  ^_^  x.iO.ii...^^  inj 


und 


1.2...  (2m  —  1)  S2„, 


2m.jp^"*  (2;ri?)2"»-i  np  ' 

bei  hinreichend  grossen  m  lässt  sich  der  erste  Factor  rechter  Hand 
beliebig  gross  machen,  während  der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

—  zustrebt.     Die  Reihe  in  41)  wird  daher  von  einer  bestimmten 

Stelle  ab  zu  einer  steigenden  und  darf  deswegen  nicht  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  werden;  vielmehr  wird  man  bei  praktischer  Rech- 
nung sie  nur  soweit  benutzen  als  ihre  Glieder  abnehmen.  Derartige 
Reihen  sind  gewissermaassen  halbconvergent  und  ohne  Dis« 
cussion  des  Restes  von  keinem  Werthe. 

b.  Die  Annahme  f(u)  =  lu  giebt 

hier  sind  ß^*^^(u)  und  ß^^+^^(u)  gleichzeitig  negativ,  mithin  ist  in 
Formel  39)  q  ein  negativer  echter  Bruch.  Für  a=l,  Ä=l,  1  +  ^  =  « 
erhält  man  jetzt 

,     a  4-  ?2  +  ?3  +  ?4  H +  Iq 

=  (3  +  1)7(2  +  i)-a-m  +  1) 

+Ä[jTi-]-Ä[<-rn?-']  +  --- 

,     ^ -v„ B2n-^3 r  1 ,1 

"'"*"^        ^  (2w  — 3)  (2  »  —  2)  [(3  +  1)''*-'         J 

J-  r— .  l^«+l  g-g2n— 1  r  1 ,1 

"*■  ^      ^^       (2w  ~  1)  (2  n)  L(g  +  l)'*»"^         J ' 
Setzt  man  g  +  1  =  i?,  addirt  beiderseits  Ip  und  vereinigt  alle  von 
p  unabhängigen  Summanden  zu  einer  Gonstanten  y,  so  hat  man  auch 
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l(1.2.3...p)  =  Y  +  (P  +  'dJp-p 

■^1.2.1)        3.41)»"'  ""^      ^  (2w  — 3)(2n  — 2)i)''»-8 

^'^        -'      (2»— l)2ni>2»-» 
Die  Bestimmnng  der  Constanten  y  geechieht  auf  dieselbe  Weise  wie 
in  ThL  I,  S.  441;  es  findet  sich  y  =  |;(29r),  mithin 
42)     I(1.2.3...i))  =  |?(23r)  +(p+l)?j,_j, 


1.2,1)       3.4.1»«  '  '  V        ■'  (2«— 3)(2n  — 2)y»-s 

+  (-l)"+i. 


f  ^2n— 1 


(2W--I)2wi)2n-1 

Auch  diese  Reihe  ist  halbconvergent,  kann  aber  gleichwohl  bei  grossen 
p  mit  Yortheil  benutzt  werden.  Nimmt  man  z.  B.  j>  =  1000, 
n  =  2  und  multiplicirt  beiderseits  mit  dem  Modulus  0,4342944819, 
so  erhält  man 

%(1  .  2  .  3  .  .  .  1000)  =  0, 39908  99341  790 

+  3001,5 

—  434,2944819032  518 
+  0,00003  61912  068 

—  «•  0,00000  00000  012 
mithin  für  6  =  1  und  8  =  0 

2567,6046442221  328<%(1. 2.. .1000X2567,60464  42221 340, 
woraus  hervorgeht,  dass  das  Product  1.2...  1000  mit  2568  Zif- 
fern geschrieben  wird,  von  denen  die  acht  höchsten  sind:  40238  726. 
c.  Nehmen  wir/(M)  =  urf*,  so  behalten /<2«)(m)  und /(2«+2)(m) 
gleiche  Vorzeichen  für  t*  >>  0 ;  daher  ist  nach  Formel  39),  wenn  noch 
1+9  gleich  dem  positiven  echten  Bruche  s  gesetzt  wird, 

''(^+(a  +  Ä)^  +  (a  +  2Ä)^  +  "*  +  (a  +  ^:=lA)^) 

■   Bilih^l    1 1    "I       ^8/tt(^  +  l)(^  +  2)/^^r    1 1_-| 

■*"   1  .  2  Lö^+i       b^+0  1.2.3.4         La^+3      hf^+U 

"*"^^     ^  1.2.3 (2w  —  2)         [0'"+^'*"'^     ^"+2«- 3j 

....,aJg2n^ift0i+l)...0t+2n-2)/>2>'r      1  1      1 

"*"^       ^  1.2.3 (2n)  ^  [a^+2^1     i^+2n-ij 
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Falls  ft  >  1  ist,  was  durch  ^i  =  l  -\-  k  ausgedrückt  werden  möge, 
l&ßst  sich  die  Reihe  linker  Hand  ins  Unendliche  fortsetzen  ohne  zu 
diyergiren;  es  wird  dann  b  =  a  +  g.h  =  oo,  und  demnach  bleibt 

^^^    ^i+^  "*"  (a  +  Ä)i+^  "^  (a  +  2Ä)i+*  "^  (a  +  3^)^+^  "'"'•' 

Aa*Ä"'"2a*+i"'     l,2a*+2  1.2.3.4.a^+*  *""* 

.      ,   .  P2n~3(A+l)(A  +  2)...(A  +  2n-3)fe^n^3 

■^^       '^  1  .  2  .  .  .  (2ri  —  2)a*+2»-2 

■^  ^       ^  1.2...  (2n)a*+2n 

Diese  Transformation  einer  unendlichen  Reihe  in  eine  halbconvergente 
Reihe  bietet  einen  wesentlichen  Vortheil  sobald  A  klein  ist,  weil  dann 
die  Reihe  linker  Hand  zu  langsam  convergirt,  als  dass  man  ihre 
Summe  direct  berechnen  könnte.  Handelt  es  sich  um  die  Summirung 
der  Reihe 

*  =  IITÄ  +  ^TTl  +  §TT^  +    •  •  •  •• 

so  thut  man  am  besten,  etwa  die  ersten  neun  Glieder  unmittelbar  zu 
summiren  und  nachher  die  Formel  43)  für  a  =  10,  Ä  =  1  zu  be- 
nutzen; es  ist  dann 

__1_    .       1       ,       1       ,  .1 

«  =  ii+A  +  ^A  +  jm  +  •  •  •  +  9H-A 

j-J-fl  ,1.^  +  1     a+i)(^+2)(A+3) 

"^IO^U'^20'^    1200  7200000 

(A+l)(A  +  2)...(A  +  5)  1 

"*■  30240000000  J' 

und  der  Rest  beträgt  immer  einen  Bruchtheil  desjenigen  Terms, 
welcher  auf  den  zuletzt  in  Rechnung  genommenen  folgt.  Diese  For- 
mel gewährt  eine  bedeutende  Genauigkeit. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  43)  mit  l  und  lässt  nachher  diese 
Grösse  unendlich  abnehmen,  so  gelangt  man  zu  dem  bemerkens- 
werthen  Satze,  dass  das  Product  ' 

^{c^  ^  (a+W^  '^  (a  +  2Ä)i+*  +  •  "j 
gegen  den  Grenzwerth  —  convergirt*). 


♦)  Es  ist  dies   eine  von  Dirichlet  bei   zahlentheoretischen  Unter* 
•uchungen  gemachte  Bemerkung;  vergL  Crelle's  Jonrn.  .Bd.  19,  S.  826. 
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d.  Wir  wollen  noch  den,  in  mancher  Hinsicht  eigeutbfimlichen 
FaU 

1,2  1  . 2 . . 4       ^  1  .  2  .  . 6 

betrachten,    wobei    die  angewendete   Beihenentwickelong    nur    fär 
M»  <  (2  ä)»  Geltung  hat    Hier  ist 

/(0)  =  0.    /(0)  =  |5„    /"'(0)=-l53. 

'  mithin  nach  Formel  36)  für  o  =  0,  6  =  gÄ,  und  wenn  das  letzte 
Integral  kurz  mit  J2n  bezeichnet  wird, 

^le*  —  1  "•"  e2A  —  1  ■•  ^  ^9-i)h  —  i) 

-(f  +  i  +  T  +  ---  +  J^)  +  T<«-«» 

(2«)' 
oder  bei  etwas  anderer  Anordnung  und  nach  Division  mit  h 


—    /«     v,«^2n 


c2A  —  1     '  '     e<«-i>*  —  1 


\1^2^  ^    q  ^)  h         Ä^4 

+  ^  [/'(flA)  -  I B,]  -  ?^  [/"(«Ä)  +  1^3]  +  . . . 

2n 

*«• 
~(2^*"- 
Um  die  Reihe  linker   Hand   ins   Unendliche  fortsetzen   zu  können, 
müssen  wir  die    Werthe  aufsuchen ,    welche  /'(u)^  /'''(u)  etc.  für 


■+<-)-l7^'[^-'(»»)-.^.M 
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w  =  00  annehmen.  Differenzirt  man  aber  f{u)  mehrmals  nachein- 
ander und  macht  bei  jeder  Diflferentiation  Gebrauch  von  der  Formel 

80  gelangt  man  sehr  leicht  su  der  Gleichung 

J  W  IßU _  1  "T  ^^  _  j)3  -r         -r  ^^„ _  ;^^an  y2n        /» 

worin  o^i,  ctj,  .  .  .  agn  gewisse  numerische Coefficienten  bedeuten,  auf 
deren  Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.  Diese  Formel  zeigt,  dass 
y(2n— i)(^j  bei  unendlich  wachsenden  u  die  Null  zur  .Grenze  hat. 
Lassen  wir  jetzt  in  Nro.  44)  g  unendlich  zunehmen  und  beachten 
ausser  der  vorigen  Bemerkung  noch  die  Formel 

•'^(t  +  i  +  i  +  •  •  •  +7  - ''«)  =  ^'^^  •  •  •  =  c, 

80  gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Reenltate 

45)  zA-.  +  :5r^  +      ^        • 


e*  _  1    '    e^f^  —  i    '    e3*  —  1    ' 
Ä      ^4        2'.2  4\4  (2w— 2)'(2w— 2) 


e^2n 


h^\ 


(2n)' 

Der  Rest  bedarf  hier  einer  speciellen  Untersuchung,  weil  die  Func- 
tion/(u)  im  vorliegenden  Falle  nicht  von  der  Art  ist,  da8s/(^*^(M) 
von  w  =  a=Obisw  =  b=oo   entweder  nur  wächst  oder  nur 
abnimmt.    Zufolge  der  Bedeutung  von  J%n  nämlich 
1 

0 

kommt    diese  Untersuchung  im   Wesentlichen  darauf  hinaus,  zwei 
endliche  Grössen  M  und  N  zu  finden,  zwischen  denen  die  Summe 
S2„  =/(2«)(ä0  +/(»«)(ä  +  ht)  +/(2«)(2Ä  +  ÄO  +  •  •  • 
enthalten  ist;  wie  in  Nro.  38)  erhält  nachher  der  Rest  die  Form 

46)  (-  1)«+»  ^g^  \M  +  HN  -  M)l 

Setzt  man,  um  zunächst  /(^'*>(u)  zu  discutiren,  in  Formel  27)  auf 
S.  142  o;  =  ^,  80  hat  man 
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_  J^    .         A  l  l         , 

2A  ■*"  1«  +  A«  ■*"  22  +  A2  "^  3-^  +  A*  ^  '  "  '  * 

und  für  2lit  =  u 

f(u)—2\       ^         t         ^         !         "*         I      1; 

hieraus  folgt  durch  2 n- malige  Differentiation  unter  Anwendung*  der 
Formel  15)  auf  S.  277  des  ersten  Theiles 

/C2i.)(tt)== 

\(2n  +  l)arctan  —       cos  (2n  +  i)arctan  —  I 

(2^7t^  +  uY^y*       "^         (423r«  +  t*«)»+V.        "•         j 
Für  den  absoluten  Werth  von /»'»>(i«),  welcher  mit  [/<2'«)(m)]   be- 
zeichnet werden  möge,  ergiebt  sich  hiernach 
1/(2«)  (^)]  < 

^^^^^\(2^7t^  +  u^)^  "*"  (42inc2  +  tt2)»  "*"  (62jr2  -f  w^)»*  +"  J 
Diese  Ungleichung  wird  starker,  wenn  man  beachtet,  dass  immer 

_i_<  l 

ist;  es  ergiebt  sich  nämlich 

U       WJ^(2:n:)2«-2|i2n-2(22:;r24_t^2)^22'— 2(42;;r2+w2)  ^       / 
oder,  wenn  42^2^  62^2  etc.  durch  22^2  ersetzt  werden, 

rAMfa)]<  2(2ny  j_J_  .  ^_  .  ...)  _J 

L/       v.«*;j^  ^2?r)2«-2(i2n-2T^22«-2^      J  22:^:2  +w» 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  eingeklammerten  unendlichen  Reihe 
mit  S2n— 2  nnd  versteht  unter  s  einen  nicht  näher  bestimmten  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Bruch,  so  darf  man  jetzt 

/(2n)/^)  =  2(MW^2. f 

setzen.    Hiernach  ist 

Q    __2(2nys2n^2i         Sq  Si ^2  ,     1 

^^'*~  (2jnr)2'»-2    |4:»:2_,_(;^^)3"r4;j2+(;^+/j^)3-r4;j2_j.(2Ä+M>2"'"*  j 

und  für  den  absoluten  Werth  von  S2n  folgt  daraus 
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2(2nys2n-2l  11  1  \ 

2(2nys2n-2l  1         1/11  M 

We^en  der  bekannten  Summe  der  reciproken  Qoadratzahlen  hat  man 
jetzt  die  Ungleichung 

2(2nys2n~2/  1     .    ^'V^ct     ^  .  2(2nys2n~2/  1     ■    gr^N 
(2:;r)2«-2    V4Ä2"^6Ä2y  ^  ^'""^  "^    (2:r)a«-a  V4Ä2"*"6Ä2y' 

und  der  Best  stellt  sich  nach  Nro.  46)  unter  die  Form 

B2n-lS2n-.2h^y    1       ,     7t^\  B^r^zB^r^lh^""-^ (  h^         n^\ 

9      {27cf^-^     \2%^'^^hy  ^       (2n— 2)'      \4ä^'^  6/ 

worin  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet, 
Lassen  wir  endlich  in  Nro.  45)  n  -\-  1  9Ji  die  Stelle  von  n  treten,  so 
können  wir  schreiben: 

47)    ^ 1 ^ I ^ f- 

^  ^7^^  +  1  -  C,Ä  -  C8Ä3 Can-iÄ^«-»  -  -Ba« 

und  zwar  gelten  hier  folgende  Werthe 

C=  0,5772156649  .  .  ., 

_{B,y_  1 

^*  ~  2\2  ""  144' 

^         4'.  4         86400* 

*         6'.  6         7620480' 

^  ~"  8\8         290304000* 

(A)^_  1 

^""  lOMO       6322821120' 

u.  s.  w. 

^'-  =  «•    1.2...(2«)U  +  4^A 
Für  e~^  =  z  ergiebt  sich  noch ,  wenn  a  einen  positiven  echten  Bruch 
bedeutet. 


Schlömilch,  Analyais.    n.  IQ 
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242                  Die  Bernoulli'schen  Functionen  etc. 
43)  j L  .  .  .  • 

..-c^,-.[/(^)]""-i?,.. 

^-  -  *  1.2...  (2«)  IT  +  TF^l' 
Diese  Formel  gewährt  einen  wesentlichen  Y  ortheil,  sohald  e  wenig 
kleiner  als  die  Einheit  ist;  die  Reihe  linker  Hand  convergirt  nämlich 
unter  dieser  Yoranssetznng  äusserst  langsam,  während  es  rechter 
Hand  nur  einiger  Summanden  bedarf,  um  eine  ansehnliche  Genauig- 
keit zu  erreichen.*) 


*)  Nach  einer  von  Lambert  (Architektonik,  S.  507)  gemachten  Be- 
merkung kann  die  miendliche  Beäie  in  Kro.  48)  nach  Potenzen  von  s 
geordnet  werden,  nämlich 

z  +  22^  +  2e^  +  3^*  +  2£«  +  4^«  H 

und  Ewar  ist  'dann  der  Coefficient  von  ^m  gleich  der  Anzahl  der  Theiler 
Ton  m  also  u.  A.  =  2,  wenn  m  eine  Primzahl  ist.  Femer  hat  C lausen 
(Cr eile's  Jonmal,  Bd.  3,  S.  95)  erwähnt  und  nachher  Scherk  (ebendas. 
Bd.  9,  8.  162)  bewiesen,  dass  dieselbe  Reihe  folgende  Form  annehmen 
kann 

welche  bei  kleinen  js  eine  leichtere  Summirung  gestattet.  Die  obige 
Transformation,  gewissermaassen  das  Gegenstück  der  vorigen,  ist  vom 
Verfasser  angegeben  worden  in  den  Sitzungsberichten  der  £.  S.  Greaell- 
schafb  d.  Wissenichaften,  Bd.  13  (Jahrg.  1861),  S.  120. 
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Die   Gammafunctionen. 


I.   Definition  und  Fundamentaleigenscliaften  der 
Gammafimctionen. 

Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  es  bekannt- 
lich keine  Schwierigkeit,  das  Product  x^e~^dx  zu  integriren,  na- 
mentlich wird  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  a;  =  oo  der  Inte- 
gralwerth  sehr  einfach  (Thl.  I,  S.  413,  Nro.  8): 


00 


^m  ^x  (ia?  =   1   .   2  .   3  .  .  .  IW. 

Ö 

Für  andere  als  ganze  positive  m  lässt  sich  der  Integral werth  nicht 
in  geschlossener  Form  darstellen,  und  es  liegt  dann  am  nächsten, 
e"^  in  die  bekannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln.  Das  so  erhaltene 
Resultat 


/ 


x'^er^dx 


|m  +  l  1       |»n  +  2  1  fcm  +  3  |  1"*  +  ^ 


w  +  1  Im  +  2  1.2  m  +  3  1.2. 3  m  +  4' 
ist  nun  zwar  für  jedes  endliche  |  gültig,  verliert  aber  bei  grossen  | 
alle  Brauchbarkeit;  der  Fall  |  =  oo  bedarf  daher  einer  besonderen 
Untersuchung.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäfti- 
gen und  dabei  unter  Voraussetzung  eines  beliebigen  positiven  f(  die 
Abkürzung 
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246  Die  Gammafunctionen. 

1)  ^ip)=  I  xf^-'^er^^dx 

0 

benutzen  *).     Nach  dieser  Definition  der  Function  F(f4)  ist  speciell 

r(i)  =  1,    r(2)  =  1,    r(3)  =  1.2,    r(4)  =  1.2.3,... 

wie  aus  der  Anfangs  erwähnten  Formel  hervorgeht. 

Um  r(p)  in  zwei  Grenzen  einzuschliessen,  welche  frei  von  Inte- 
gralzeichen sind,  bemerken  wir  zuerst,  dass  für  jedes  positive  z  die 
Ungleichung  6«  >  1  +  js?  besteht,  dass  also  für  beliebige  positive 
X  undi> 

e  P  >  1  +  - 
ist,  woraus  folgt 


Da  femer  xf^"^  immer  positiv  bleibt,  wenn  diese  Potenz  im  absoluten 
Sinne  genommen  wird,  so  hat  man 

X  1 

oder  durch  Substitution  von  1  -| =  — 

i>        y 

1 

0 

Nimmt  man  die  beliebige  positive  Grösse  p  z=  ^  -{-  1  +w,  wen 
eine  willkilhrliche  .ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  läset  sich  die  auf 


*)  Heber  das  obige  und  einige  verwandte  Integrale  hat  zuerst  Euler 
mehrfache  Untersuchungen  angestellt;  s.  Institutiones  calculi  integralis, 
Vol.  I,  sect.  1,  cap.  VII,  IX.  und  Vol.  IV  (supplementa),  Acta  Petropoli- 
tanae,  T.  I,  Nova  acta  Petrop.  T.  V,  Miscellanea  Berolinensia,  VII,  129, 
Melanges  de  la  Societe  de  Turin,  T.  III.  Später  haben  sich  gleichzeitig 
damit  beschäftigt  Legendre  in  seinen  Exercices  de  calcul  integral, 
Paris  1811,  und  Gauss  in  den  Commentat.  Gotting.  reo.  T.  II,  a.  1812. 
Von  Legendre  rührt  der  Name  „Euler'sches  Integral**  und  die  Be- 
zeichnung r(u)  her;  Gauss  bezeichnet  dasselbe  Integral  mit  JI(fjL  —  1). 
Jede  dieser  Bezeichnungen  hat  etwas  für  sich,  doch  scheint  die  erste 
allgemeiner  angenommen  zu  sein. 
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p  bezügliche   Integration  mittelst  der  Formel  4)  auf  Seite  412  des 
ersten  Theiles  ausführen,  und  es  wird 

Die  Formel  1)  liefert  andererseits,  wenn  statt  der  oberen  Grenze 
CO  die  endliche  ganze  Zahl  n  gesetzt  wird, 


n 


Für  jedes  echt  gebrochene  positive  s;  ist  nun  e"'  ^  l  —  0,  mithin 
und  nach  dem  Vorhergehenden 


^0*)  >  f'^'^i}  —  ^^^' 


X 

Mittelst  der  Substitution  1 =  ^  wird  hieraus 

n 

1 

3)  r(^)>w^; 


d.  L 

1.2.3 n 


Die  beiden  für  r(jj)  gefundenen  Ungleichungen   gestatten  fol- 
gende übersichtliche  Zusammenstellung 


f*  +  l\^  ^/t(ft  +  l)(fi  +  2)...(ft+n) 


(' + n^) 


welche  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  eine 
Gleichung  liefert,  nämlich 

4)       r{p)  =  um\  ,  ,Vw'^rnr"r  .  ^^l 

^  ^^  lf^(/^  +  l)0*  +  2). ..(/i  +  n)      i 

Um  in  Zähler  und  Nenner  des  rechts  stehenden  Bruches  gleich  viel 
Factoren  zu  haben,  zerlegen  wir  noch  wie  folgt 

nf^  n  ^.. 

= .  n/*    ^ 

fi  +  n        f^  +  » 
und  bemerken,  dass  der  Bruch  n  :  (/it  -f-  ^)  g^CT^Q  ^i®  Einheit  con- 
vergirt;  es  ist  dann 
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5)    rQi)  =  Liml^  .  — f—   .  — ^ r^ 7«^~^p 

^        ^^  lftft4-l/i  +  2  /*  +  »  —  !  J 

wofür  auch  das  unendliche  Product 

^^        ^^  ""  /*  *  l."-i(^  +  1)  '  2/*-iOi  +  2)  '  3."-Hf*  +  3)  '  *  * 
gesetzt  werden  kann*). 

Entwickelt  man  nach  einer  der  Formeln  4),  5)  oder  6)  die  bei- 
den Functionen  r(k)  und  r(X  -\-  1) ,  so  gelangt  man  zu  der  Relation 

7)  r(A  +  i)  =  Ar(A). 

die  auch  aus  Nro.  1)  durch  theil weise  Integration  hergeleitet  werden 
kann.     Nach  dieser  Relation  ist  weiter 

r(A  +  2)  =  (A  4-  i)r(x  + 1)  =  (A  +  i)Ar(A) 

und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  g 

8)         r(a  +  A)  =  A(A  +  i)(A  +  2)...(A  +  3-  1)  .  r(A). 

Diese  Gleichung  dient  u.  A.,  um  Gammafanctionen  unecht  gebro- 
chener Argumente  auf  Gammafunctionen  echt  gebrochener  Argumente 
zurückzuführen.  Ist  nändich  f(  keine  ganze  Zahl,  so  kann  man  sie 
in  eine  ganze  Zahl  g  und  in  einen  echt  gebrochenen  Rest  X  zerlegen; 
die  Formel  8)  zeigt  dann,  wie  rQi)  =  r(g  +  A)  aus  r(X)  herzu- 
leiten ist.  Zugleich  erhellt,  dass  eine  Tafel  der  numerischen  Werthe 
von  r  nur  das  Intervall  A  =  0  bis  A  =  1  zu  umfassen  braucht. 

Berechnet  man  nach  Formel  5)  die  drei  Functionen  r'W, 
r('it  -f  A)  und  r(x  —  A),  wobei  x  >-  A  >>  0  sein  muss,  so  findet 
man  leicht 

specieller  für  x  =  1  wird  r(x)  =  1,  und  das  unendliche  Product 
rechter  Hand  erhält  dann  einen  bekannten  Werth;  es  ergiebt  sich 

1  sin  X  7t 

r(l+A)r(l  — A)  ^  liiT 


*)  Die  obigen  Productenformeln  sind  von  Gauss  in  der  vorhin  er- 
wähnten Abhandlang  auf  anderem  Wege  entwickelt  worden.  Man  kann 
sie  auch  als  Ausgangspunkt  d.  h.  als  Definition  von  r(ß)  benutzen,  und 
es  ist  dies  in  dem  Falle  von  Yortheil,  wo  man  negative  oder  complexe 
fi  zulassen  will ,  weil  das  in  Nro.  1)  angegebene  Integral  für  solche  ^ 
nicht  immer  einen  bestimmten  Werth  hat.  Wegen  des  überaus  seltenen 
Vorkommens  dieser  Fälle  haben  wir  den  historischen  Gedankengang  bei- 
behalten, und  verweisen  dafüi^  auf  die  Abhandlung  von  H.  Hankel  in 
der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IX,  S.  1. 
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oder  umgekehrt 

r(i+A)r(i-A)=-^.     o<x<i. 

Wegen  r(l  -\-  k)  =  X  r(X)  kann  man  dafär  schreiben 

9)  rß)rii-x)  =  -£-,     o<A<i. 

und  es  ist  hieraus  ersichtlich,  ^^ie  die  Gammafunction  eines  zwischen 
I  und  1  liegenden  Argumentes  auf  die  Gamma function  eines  zwischen 
0  und  I  enthaltenen  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Der 
epecielle  Fall  ^  =  |  giebt 

10)  r(i)  =  V«. 

woraus  nach  Nro.  8)  folgt 

n)  r(,  +  ^^  =  '-'-'-f^-'^Vli. 

Zufolge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  r(fi)  ist  also 


■  a 

J 


welche  Formel  durch  die  Substitution  x  =  s^  in  die  auf  Seite  153 
entwickelte  Formel  übergeht. 


n.  Bestimmte  Integrale  für  ?r(fi). 

Da  r(ji)  in  Form  eines  Productes  dargestellt  werden  kann,  so 
liegt  es  nahe,  den  Logarithmus  von  i^(^)  genauer  zu  untersuchen. 
Zu  diesem  Zwecke  schicken  wir  ein  paar  Bemerkungen  über  gewisse 
bestimmte  Integrale  voraus. 

Wie  leicht  zu  sehen  ist,  bleibt  die  Function 
,  .  1  1 

^^  ^         1  —  e-'         z 
endlich   und  stetig  für  alle  positiven  jef,  und  zwar  wächst  sie  von 
^(0)  =  I  bis  9>(oo)  =  1;  hieraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Inte- 
grales 


(p  {£;)€"' dz 

6 
zwischen 
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J\er'dz  =  \       und        fe^'dg=l 

enthalten,  also  von  endlicher  Grösse  ist     Er  mag  kanftig  mit  O  be- 
seichnet  werden.     Statt  der  Gleichung 

schreiben  wir  die  mit  ihr  identische 

/(dri  — )  ? +/(i^  -  i  +  ri7>' =  " 

und  entwickeln  hier  das  zweite  Integral.  Bei  unbestimmter  Integra- 
tion ist 

nnd  da  dieser  Ausdruck  Eowohl  f ur  xr  =  oo  als  f nr  j?  =  0  yer- 
schwindet,  so  reducirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 

Hierin  setzen  wir  das  eine  Mal  j?  =  aj?,  nachher  jer  =  ba?,  wo  a  und 
h  positive  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten,  und  subtra- 
hiren  beide  so  entstehende  Gleichuagen  von  einander;  wir  erhalten 
dann  die  neue  Gleichung 


J  \1  +  ax        1  +l)xj  X        J  ^ 


^  ^  dx 

^-)  -  =  0. 

0  •  ■         '  ö 


worin  sich  der  Werth  des  ersten  Integrales  leicht  auf  gewöhnlichem 
Wege  finden  lässt.     Wir  gelangen  damit  zu  der  Formel 

OD 

14)        /(e-«' —  e-*')^  =  z(^Y         a>0,    b  >  0. 

Hiervon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  alle  Glieder  der  end- 
lichen Beihe 

-'a)+'C-T5)+i-T-.)+-+i-T^)+'--"" 

in  bestimmte  Integrale  zu  verwandeln;  man  erhält  einen  Ausdruck 
von  der  Form 
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dx 


f' 


J        X  ' 

0 

und  zwar  ist 

CT—  (e-^^  — e-*)  -f  (e-(i"  +  i)*— e-2^)  +  •  •  • 

•  •  •  +  (e-(."+«-')^  — e-«')  +  Qi  —  l)(e-*  -  e-«') 
oder  nach  der  Summen  form  el  für  geometrische  Progressiouen 

r7=(e-^'-e--)i^^-  +  (^ -  i) (^^^ - e-«-). 

Zufolge  des  ursprünglichen  und  des  nachherigen  Werthes  von  8  hat 

man  nun  folgende  Gleichung 

*^N  7/ 1  .2.3 n fiju— A 

0 

Für  das   letzte  Integral   ist   die  Bemerkung   wesentlich,  dass  die 

Function 

(er^  -  e-i^-  _  ,^ _ , .1  i  _  1  ^  e-f^^  ^  ^(l^e'') 

l    1  —  e-'  ^        1  X  ~  a:(l  — e-*) 


=  3-^ 


(1-e--) 


l—lx  +  lx'^ 

für  alle  positiven  x  endlich  und  stetig  bleibt,  dass  mithin  ihr  Mini- 
mum Ä  und  ihr  Maximum  B  endliche  Grössen  sind.  Demzufolge 
liegt  der  Werth  des  letzten  Integrales  in  Nro.  15)  zwischen 

00  00 

I  Äe'-^*dx  =  —     und      1  Ber'^'dx  = — , 

j/  "        {/  " 

er  convergirt  daher  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null. 
Gehen  wir  jetzt  in  Nro.  15)  zur  Grenze  für  n  =  co  über,  so  erhal- 
ten wir  die  Gleichung 

0 

welche  späteren  Untersuchungen  als  Basis  dienen  wird. 

In  dem  speciellen  Falle  ft  =  §  wird  die  vorige  Gleichung  zu 
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0 

oder  für  a;  =  2y 

Hieraus  lässt  sich  noch  eine  andere   Integralformel  herleiten,  wel- 
che wieder  zur  Umgestaltung  von  Nro.  6)  dienen  kann.   Die  Function 

die  sich,  falls  /8^  <  (2;r)2  ist,  auch  unter  der  Form 

*W  =  -h  +  m^'  -  m'^  +  ■■• 

darstellen  lässt,  bleibt  nämlich  für  alle  positiven  e  endlich  und  ste- 
tig, mithin  besitzt  das  Integral 


00 

ß 


ö 

einen  endlichen  Werth,  den  wir  vorläufig  G  nennen  wollen.  Zu  der 
so  gebildeten  Gleichung 

0        ^ 

addiren  wir  die  folgende 

0 

welche  aus  der  unbestimmten  Integralformel 
unmittelbar  hervorgeht,  und  erhalten 

0 

wo  n  zur  Abkürzung  dient.  Statt  z  substituiren  wir  das  eine  Mal 
ax^  das  andere  Mal  bor,  multipliciren  die  erste  so  entstandene  Glei- 
chung mit  a,  die  zweite  mit  b,  und  ziehen  das  ertte  Froduct  vom 
zweiten  ab;  unter  Voraussetzung  positiver  von  Null  verschiedener  a 
und  h  giebt  dies 
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a  >  0,     6  >  0. 
Die  Constante  H  bestimmt  sich    doi'ch    die  Specialisirung   a  =  1, 
5=  2,  für  welche  man  erhält 

^  —  J  \^  -l       c-i'  -  1  ^^  «*  ^    1  a; 

0 

0  '  0 

d.  i.  Dach  Nro.  17)  und  14) 

Die  Formeln  18),  19)  und  20)  werden  jetzt 

0 
0 

a  >  0,      5  >  0. 

Um  die  Gleichung  16)  mittelst  dieser  Formeln  umzugestalten, 
schreiben  wir  statt  jener  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

0 

+  0*-i)/(«-'-^''')^ 

0 
0 

+    /l -L_  _  i  _  I)  ie...... 

t/   ll  —  e-^        o;         2]  X 

0 

Nach  Nro.  22)  ist  der  Werth  des  ersten  Integrales  =  |?(2w);  der 
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Werth  des  zweiten  folgt  aas  Nro.  14)  and  ist  =  7f(;  das  dritte  In* 
tegral  wird  mittelst  der  Formel 


/( 


1  —  e-."'    dx        1  —  <r-^' 

X  ]    X  X 


gefunden  und  hat  den  Werth  —  ft;  demnach  ist 
24)  ir(^)  =  i?(2«)  +  ö»-i)Z,i-f. 

+  At-^  -  -  -  t1  -'-'"'^* 

^  c/    11  —  e-'        X         2)  X 

0 

Bevor  wir  die  Formeln  16)  and  24)  weiter  entwickeln,  scbal- 
ten  wir  erst  einige  Bemerkungen  ein,  welche  die  Differentialqao- 
tienten 

betreffen.     Ans  Nro.  16)  folgt 

ir(n  +  S)  —  ir(n)         f[_^        xe-f"      1  —  e-'*\  äx 
d  —  J  V  l-e-''        8»       ]  x' 


0 


und  wenn  hier  die  bekannte  Ungleichung 

i>i-_£l_>i_.,, 

benutzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  vorigen  Differentialquotienten 
die  Ungleichung 

fU«      *<^'"  \  ^'  ^  ir(ii  +  8)-ir(ii,) 

0 

0  0 

Im  letzten  Integrale  ist  x  :  (1  —  e~')  immer  positiv  und  <Z  1  +  .1?» 
mithin  besitzt  das  Integral  einen  endlichen  Werth,  der  einen  Bruch- 

theil  von 1 ausmacht     Das  Product  aus  6  und  dem  Inte- 

grale  convergirt  demnach  gegen  die  Null,  wenn  ö  unendlich  ab- 
nimmt, und  dann  geht  die  obige  Ungleichung  in  die  folgende  Glei- 
chung über 

25)  ILCOi)  _    /V'  -    ^^^M  ^. 

'  du  J  \  1  —  e-'\  X 
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£1*8012!  man  sie  darch  die  mit  ihr  identische 

'JIM  =  A-;-^^-,.  _  /f_i_  _  i\e-'ä., 

d^  7      1  —  e-'  t/   ll  —  e-*        a?J 

0  0 

80  hat  man  auch  nach  Nro.  12) 

0 
oder,  wenn  e~^  =  t  substituirt  wird, 

*^  0 

woraus  noch  folgt 

27)  röi)  =  rot) Ifi^^dt  -  c 

Diese  Formel  zeigt,  dass  — •  C  der  specielle  Werth  ist,  den  -n(ft)  für 
^  =  1  annimmt,  und  es  ist  daher 

28)  -  0  =  r (1)  =  xm^ny:^, 

wo  d  wie  vorhin  eine  unendlich  abnehmende  Grösse  bezeichnet. 


in.  Das  Theorem  von  Gauss, 

Setzt  man  in  Formel  16)  der  Reihe  nach 

fi  =  A,    ^  +  y.     ^  +  J»---    ^H — -^ 

wo  "k  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Addi« 
tion  aller  so  entstehenden  Gleichungen 

oder,  wenn  man  A;a?  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 


dx 

X 
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Ferner  ist  nach  Nro.  16) 

0  '      ^ 

diese  Gleichung  ziehen  wir  von  der  vorhergehenden  ab  und  geben 
der  Differenz  folgende  Form 

i[mr{x  +  l)...r(x  +  !^)]-iriU) 

00 

+  Q-Ä^)/(«-'-e-*')^. 

0 

Nach  Formel  23)  hat  das  erste  Integral  den  Werth  §(*—  1)1  (2  n); 
das  zweite  Integral  ist  =  IJCy  wie  man  aus  Formel  14)  ersieht,  und 
somit  ergiebt  sich  die  Gleichung 


{rwr(A  +  l)...r(A  +  ^))_jr(U) 


=  \ik  — 1)1(271)  +  (i-U)lk. 
Geht  man  von  den  Logarithmen  auf  die  Logarithmanden  zurück,  so 
erhält  man  das  bemerkenswerthe  Theorem*) 


29) 


mr(x+\)r(,  +  ^)...r(,  +  t^) 


=  (2jr)«^*    '^J^    **r(ÄA). 
len  Falle  A  =  --  wird  linl 
Factor  =  1  und  es  bleibt  die  einfachere  Gleichung 


In  dem  speciellen  Falle  A  =  --  wird  linker  Hand  der  letzte 


*)  Legendre  beweist  diesen  Satz  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen, 
die  jedenfalls  der  Sache  fremd  sind;  s.  Traite  des  fonctions  elliptiques, 
Tome  n,  p.  439,  Nro.  93.  Der  von  Cauchy  in  den  Exercices  de  Ma- 
thematiques,  livraison  15,  pag.  91  gegebene  Beweis  gründet  sich  auf  die 
im  Abschnitte  IV.  vorkommende  Formel  37).  Lejeune-Dirichlet  be- 
nutzt in  Grelle' s  Journal,  Bd.  15,  S.  258  eine  Formel  für  — -j-^,um 

erst  den  nach  X  genommenen  Differentialquotienten  der  Gleichung  29) 
und  dann  letztere  selber  zu  entwickeln,  wobei  jedoch  vorausgesetzt  wer- 
den müss,  dass  man  die  speciellere  Formel  30)  schon  kenne.  Der  obige 
neae  Beweis  dürfte  wohl  am  einfachsten  sein. 
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30,        r(i)r(D...r(^)  =  y<a^. 

die  sich  auch  aus  der  unter  Nro.  9)  bewiesenen  Relation  herleiten 
lässt. 


IV.  Unendliche  Reihen  für  irQi\ 

Um  zu  einer  Reihenentwickelung  für  irQi)  oder  ir(l  -f  /i)  zu 
gelangen,  kann  man  verschiedene  Wege  einschlagen,  je  nachdem  man 
von  der  einen  oder  anderen  der  Gleichungen  5),  16)  und  24)  ausgeht. 

a.  Lässt  man  in  Nro.  5)  ft  -j"  1  an  die  Stelle  von  [l  treten  und 
bezeichnet  für  den  Augenblick  mit  q  eine  Grösse,  welche  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist 

r(l+ft)  +  Q  —  —L—.—^ ^nf* 

mithin 

l(ril+ii)  +  Q}=filn-l(l  +  fj-l(l+^^ ^0  +  «) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  ft  ein  positiver  oder  negativer  echter 
Bruch  ist,  können  rechter  Hand  alle  negativ  genommenen  Logarith« 
men  in  unendliche  Reihen  verwandelt  werden ;  dies  giebt  bei  Anord- 
nung nach  Potenzen  von  (i 

Z{r(l  +ft)  +  p}  =  --(l  +  i  +  i+...+  -  -ln)ft 

"*"    2   \12  "^  2«  "^  32  "^  "  '     "^  n^/'* 

■*"  3   V18  +  28  "•"  33  "^  ■*"  nV** 

+ 

Lassen  wir  jetzt  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  Q  gegen 

die  Null,  ferner  wird 


^•«(t  +  I  +  ?  +  ---  +  ¥-^») 


c» 


wo  c  =  0,57721566  .  .  die  schon  auf  Seite  440  des  ersten  Theils 
bestimmte  Gonstante  ist,  ferner  gehen  die  Goefficienten  von  ft^  f(^  etc. 
in  convergirende  unendliche  Reihen  über,  für  deren  Summen  wir 
die  Bezeichnung 

s.  =  Tp  +  h  +  h  +  -'-'^     i'>i 

Bchlö milch,  Analysis.    U.  17 
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in  Anwendung  bringen  wollen.    Nach  diesen  Erörteningen  ist 

31)    ir(l+ii)  =  -  cfi  +  jSjfi»  -  iSsii^  +  \S,(i^ 

-  1  <  f^  <  +  1. 
IMvidirt  man  beideneits  mit  §1  ond  l&sst  dann  §1  gegen  die  Nnll  con- 
▼ergiren«  so  ergiebt  sieb  nach  Formel  28)  die  Gleichung  C  =  c; 
die  früher  vorläufig  durch  C  bezeichnete  Gonstante  ist  demnach 
identisch  mit  der  sogenannten  Constante  des  Integrallogarithmiis 
(vergl.  Seite  199). 

Ans  Nro.  31)  folgt  weiter 

ir(l  -/*)  =  cii  +  IS2I1'  +  ISsfi^  +  IS4/**  +  •  •  •  • 
-i<f*<  +  i; 

diese  Gleichung  snbtrahiren  wir  von  der  vorhergehenden  und  berfick- 
sichtigen  hierbei  die  Relation 

r(i-ft)     ftroi)r(i-/i)-  iix 

wodurch  entsteht 

Um  die  Convergenz  der  Beihe  zu  erhöhen,  addiren  wir  zur  vorigen 
Gleichung  die  folgende 

0  =  -  >^Q~^  +  }<t  +  i^*  +  i*t*  +  •  •  •  • 

und  erhalten  ein  Resultat  von  der  Form 

•^)  "■<■+<•) =K^)-Kf^) 

worin   die  mit  Cu  Qi»  Cs»  etc.  bezeichneten  Coefficienten  folgende 
Werthe  haben 

Ci  =  1  —  C=  0,42278  43351, 
Q  =  KSs  —  1)  =  0,06735  30105, 
O5  =  KSg  —  1)  =  0,00738  55510, 
Oj  =  l(St  —1)  =  0,00119  27539, 
Ci  =  |(Si  —  1)  =  0,00022  31548, 
Cii=i^(Sn—  1)  =  0,00004  49262, 
u.  s.  w. 
t)ürch  beiderseitige  Subtraction  von  1(1  findet  man  aus  Nro.  32)  auch 
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tP(ii).    Üetrigens  kann  man  wegen  Nro.  9)  immer  ^  <  |  voraug. 
setzen,  und  dann  convergirt  die  obige  Reihe  sehr  rasch*). 

b.    Nimmt  man  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen 

0  ^ 

0 

und  beachtet  hierbei  die  Relation 

ir{i-iC)  =  i\—-^. — ), 

so  erhält  man  die  Formel 

33)  21  r{^)  —  J^  +  l  sin  {in 


=/{ 


n ZÜ (l-2f')e- 


die  sich  auf  folgende  Art  weiter  entwickeln  lässt.     Für  beliebige  a 
und  ein  zwischen  —  %  und  -|-  Jt  enthaltenes  o  gelten  bekanntlich 
die  Gleichungen 
n  €^(o  ^  er^to         isino  2sin2(x)         SsinSo) 


2  6«^  —  e-««        a2  +  12        «2  +  22    '    «^  +  32  • 

^ sin  Ol  stn2ci  gm  3  cj    ^^ 

Y"^       i  2       "•"       3  *'*'• 

X 

für  a  =:  ~—  und  o  =  (1  —  2u)jc  wird  hieraus 

r    —  c   ^ 

j27tsin2ii3C        4nsin4(ix        Gxsmßfin    ,  I 

""    U2  +  (23r)2  +  aj2  +  (4ä)2  "■"  a;2  +  (ösr)«  +  '  *  •}♦ 
'($in2ii7C       sin^fiyc       sinSfiit  | 

und  diese  Gleichungen,  welche  für  beliebige  x  und  echt  gebrochene 
positive  fi  gelten,  können  nun  zur  Entwickelung   des  Integrales  in 


•)  Dieselbe  ist  auf  ganz  anderem  Wege  von  Legendre  entwickelt 
worden  im  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Tome  II,  Chap.  X,  Nro.  90« 

17* 
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Nro«  33)  benutzt  werden.     Man  erhält  zunächst  ein  Resultat  ron 

der  Form 

34)  2irQi)  —  ljc  +  lsin[in 

=  4(62Stn2f*3r  -f-  b^sin4fi7e  +  hßSin6[i7C  +  .  •  •  •) 
worin  die  Coefficienten  h^y  ^4,  etc.  durch  die  Gleichung 


^•  =  /t 


2n7t  er^  |  dx 


^2n 


V 

bestimmt  sind.     Der  Werth  dieses  Integrales  ergiebt  sich  mittelst 
der  Zerlegung 

2nn\J\l-\'X       4w2Ä2^.aj2/       ^0/  \1  +  Ä  Jx^ 

und  zwar  ist  derselbe  zufolge  der  Formel  13) 

Hiernach  erhält  man  aus  Nro.  34)  durch  Division  mit  2 
iriiü)  —  \l7C  +  \lsinii7C 

=;  -i — L-J stn2^7C  H > — jr — ■ sini(iüt 

7C  2X 

^ — 2^ — j. — ! stn6(in  +  •  •  •, 

oJt 

und  wenn  man  noch  alle  diejenigen  Glieder  zusammenfasst,  welche 
den  gemeinschaftlichen  Factor  In  •\-  G  besitzen,  so  wird  schliesslich 

35)    iriji)  =  (1  —  ft)ZÄ  +  Cd  — ft)  —  l^smftjr 

.     1  f^2   .   ^        .   Z4   .    ,         .    ?6   .   ^         ,  I 

st  [1  2  0  f 

wobei  II  zwischen  0  und  1  enthalten  sein  muss  *). 

a  Behufs  einer  weiteren  Entwickelung  der  Formel  24)  schicken 
wir  folgende  Bemerkung  voraus.  Die  Gleichung  6)  auf  Seite  280 
des  ersten  Theiles  lässt  sich  schreiben 

_? i-i 

1   _  6-2»  y 


+  /o,^/■     -.  + 


«*  +  y"      (2«)'  +  y'     (33t)»  +  »« 


*)  Za  derselben  Formel  ist  Kummer  aof  anderem  Wege  gelangt  in 
Crelle's  Joomal,  Bd.  35,  S.  1. 
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und  giebt,  wenn  y  =  \x  gesetzt  und  beiderseits  mit  2  dividirt  wird, 

1  _  I  _  1 

1  —  e-^         2        X 
2x  2x  2a;  . 


(2;r)2  +  xi    '    (4;r)2  +  a?^    '    {Gny^  +  x'i 

Mit  Hülfe  der  identischen  Gleichung 

n»  x        x^    ,    x^ 

—  .._  —  -4—  — —  — «  »••••• 

^9  ^4       I       ^6 


a3  -f  aj2       a«       a*    '    a 

^  ^       ^  fl^a*     -r  V      a;  ej2*(a2  +  a;2) 

kann  man  alle  auf  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  stehen- 
den Brüche  in  endliche  Potenzenreihen  umsetzen,  und  zwar  erhalt 
man 

1         _  1  _  JL^ 
1  —  e-'        X        2 
2  8.2  284     o   ,     2Se     , 

~  (2;i)2  (2;r)*'^    ^  {27t)^'^ 

^  '^       '^       (2:;r)a*'^  ^^      ^  (2;r)a*^ 

darin  haben  Sg,  S4,  •  •  '  dieselbe  Bedeutung  wie  in  a,  und  T^t  ist 
zur  Abkürzung  benutzt,  nämlich 

1_  1  ,1  1  ,     1  1 

^3*  —  12*  •  (27r)2  +  x8"'"22*  *  (4;r)2  +  a?2"^32*'(6;r)2+a;2  +  '" 

Man  bemerkt  augenblicklich,  dass  T2k  positiv  und  kleiner  ist  als 

12*  •  (2:;r)2  "^  2**  '  (4;r)3  "^  3a*  '  (ßn)^  "^  '  '  *  ~  (2  3r)2 ' 
man  kann  folglich 

rp       _   ^82k  +  i 
^"—72^ 

setzen,  wo  £  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Drückt  man 
DochSji,  84  etc.  durch  die B er noulli'schen Zahlen  aus  (Thl.I,  S.244, 
Formel  28),  so  gelangt  man  zu  folgender,  für  jedes  x  gültigen 
Gleichung 

1         _  i.  _  i 

BiX  BsX^ 


_  j riz 

1.2         1  .  2  .  3  .  4  ^  1  .  2  .  .  .  6 


^^      ^^        1  .  2  ...(2Ä;)  ^  ^       ^  1.2...(2Ä  +  2) 
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Dieae  läset  eich  nun  zur  Transformation  von  Nro.  24)  benutsen»  und 
zwar  ergiebt  sich  zunächst 

+  Ä  fe-f'dx  -,     /'      ^  fx^e-y'dx  +  •  •  • 
^  1.2c/  1  .  2  .  3  .  4u/ 

0  0 

+  (-^)*n:|FF2)/-"-'"'^*- 

Für  die  X;  ersten  Integrale  liefert  die  Formel 

0  *^ 

alle  nöthigen  Werthe;  das  letzte  Integral  ist,  wegen  0  <  e  <C  1| 
zwischen  Null  und 


/' 


e 

enthalten,  und  kann   folglich   einem   Bruchtheile   dieses  Integrales 
gleichgesetzt  werden.     Nach  diesen  Bemerkungen  hat  mau,  unter  Q 
einen  nicht  näher  bezeichneten  positiven  echten  Bruch  verstanden, 
36)    iriii)  =  ll(27c)  +  (^-1)?^  -  |tt 

,  -^1 ^3  ,  Bs 

"*"l.2.^        3.4.ft3"rö.6./i5 

..  4.  r— n*-i ^^^-^ t  /      .y  QBit^i 

-TK      ^)       (2Ä;— l)2Ä.ft"-i^^      ^>  (2Ä;+l)(2ifc+2).fi2*+i' 

woraus  sich  durch  beiderseitige  Addition  von  7f(  noch  eine  Formel 
für  ir{\  ^-ft)  herleiten  lässt.  Uebrigens  darf  diese  Reihe  nicht  ins 
Unendliche  fortgesetzt  werden,  weil  dann  Divergenz  eintreten  würde; 
gleichwohl  bietet  die  obige  Formel  namentlich  bei  grossen  ft  wesent- 
liche Yortheile,  denn  schreibt  man  kurz 

irOt)  =  |?(2;r)  +  öt-|)Z^  -  ,t  +  s, 
so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  unter  jener  Voraussetzung  s  sehr 
wenig  beträgt.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  noch 


'^^^-YTiff'- 
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nnd  da  8  sehr  klein  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

37)  r(,)  =  y^(^7(i  +  e). 

WO  d  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  (i  unendlich  wächst.  Für 
ganze  positive  [i  gehen  diese  Formeln  in  die  schon  von  Stirling 
angegebenen  über. 

d.  Wir  kehren  noch  einmal  zur  Formel  24)  zurück,  um  die- 
selbe auf  andere  Weise  umzugestalten.  Durch  Substitution  von 
1  —  e~^  =  t  verwandelt  sich  dieselbe  in 

38)     irQi)  =  ll(27t)  +  Qi^'^lli  —  li 

J  \t  2   ^  Hl-^i)]     l{\—t)    ^^' 

und  hier  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  den  Factor,  womit 
(1  —  ty-'^^  dt  unter  dem  Integralzeichen  verbunden  ist  Aus  der  leicht 
zu  prüfenden  Integralformel 


/ 


=  ii;(l-i;) -(!-») 


(1-0'        (i-O* 


'1(1-0    m-m> 

folgt  nun  durch  Einführung  der  Grenzen  t;  =  1  und  t;  =  0 

1 


0 


1(1— t)}  «(1  —  0 

ferner  durch  beiderseitige  Divinon  mit  t  und  nmgekehrte  Anordnan|f 


(l_i  +  _i_|_L 

\t        2  ^  Hi  —  t)i  1(1  — 

1 

=/(i-t,) 


0 


'-^]-*^'äv. 


Da  V  positiv  ist  und  t  die  Einheit  nicht  überschreitet,  so  lässt  sich 
(1  —  ty  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln  (Thl.  I,  S.  214);  die 
Integration  der  einzelnen  Glieder  liefert  dann  ein  Resultat  von  der 
Form 
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-T  +  TT2  ^  +  TTTTs^  +  1.2.3.4^  +•••'' 

worin  die  Coefficienten  Oi,  «2»  etc.  folgende  Werthe  haben 

1 

«1  =/(|  — v)«^^f  =  —  n» 


0 

1 


(h  =  /(l  — t;)t;(l— t;)dt;  =  0, 

0 

1 

«3  =J'i\-v)vil  -V)  (2  -»)  dl,  =  -jlj, 
0 

1 
«4  =yÖ-f)v(l  — f)(2-t;)(3-f)  d»  =  -ij-, 


40)  0«=  y  ^  — t,)t'(l— »)(2  — »)  ..  .  (m— 1— »)dt;. 

0 

Durch  Substitation  von  Nro.  39)  in  Nro.  38)  ergiebt  sich  weiter 

iro*)  =  IK2«)  +  0»- i)J;t  -  ft 

and  wenn  man  rechter  Hand  die  einzehien  Theile  integrirt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

41)  ?röi)  ==  |?(2;r)  +  (ft~i)?fi-fi 

\  ai         \         üi  2.  ^ 

welche  den  Yortheil  bietet,  dass  die  Beihe  für  alle  positiven  fi  con- 
vergirt  und  zwar  sehr  gut,  falls  ft  einigermaassen  gross  ist""). 


*)  Für  die  B  r  i  g  g '  sehen  Logarithmen  von  r  (^)  hat  L  e  g  e  n  d  r  e  im 
zweiten  Bande  des  Traite  des  fonct.  ellipt.  eine  ziemlich  umfängliche 
Tafel  gegeben,  aus  welcher  einige  Werthe  hier  Platz  finden  mögen. 
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V.   Unvollständige  aammafunctionen. 

Mit  dem  Namen  „unvollständige  Gammafunction**  möge  im  Fol- 
genden das  bestimmte  Integral 


^wicr^ax 


bezeichnet  werden,  welches  für  a;=  oo  in  rQi)  übergeht.  Die  Berech- 
nung desselben  hat  bei  kleinen  ^  keine  Schwierigkeit,  denn  man  er- 
hält mittelst  der  Exponentialreihe 


42) 


^er'dx 


~       \ii         l/i  +  1^1.2^  +  2         1.2.3ft+3^  J 

Für  einigermaassen  grosse  x.  (wie  z.  B.  schon  für  o;  =  10)  wird 
aber  diese  Formel  so  unbequem,  dass  man  sich  nach  einer  anderen 
Methode  umsehen  muss. 

Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  (i  ist  nun 

J  xf^-^er^dx  =  J  xf^^^er-'^dx  --  J  xi^-^e-'dx, 

0  0  X 

d.h. 


f* 

logrif,) 

A* 

logr{/i) 

1,00 

0,0000000000 

1,50 

0,947  5449407  —  1 

1,05 

0,988  337  8588  —  1 

1,55 

0,948837  4414  —  1 

1,10 

0,978  3406740  —  1 

1,60 

0,951 102  0175  —  1 

1,15 

0,969  9006960  —  1 

1,65 

0,954298  8754  —  1 

1,20 

0,962922  5038  —  1 

.1,70 

0,958  3912457  —  1 

1,25 

0,957  321  0837  -  1 

1,75 

0,963  3450589—1 

1,30 

0,953020  2772  —  1 

1,80 

0,969128  6662  -  1 

1,35 

0,949  9515142  —  1 

1,85 

0,975  712  5966  -  1 

1,40 

0,948052  7714  -  1 

1,90 

0,983  069  3441  -  1 

1,45 

0,9472677075  -  1 

1,95 

0,9911731822  —  1 
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J xf^-^er^dx  =  ro*)  --  J  xf^-^er-'dx, 

0  X 

woraus  hervorgeht,  dass  es  nnr  darauf  ankommt,  das  zweite  Inte^al 
zu  entwickeln.  Ist  ft  ^  1 ,  so  kann  man  zunächst  die  iheilw^eise 
Integration  anwenden  um  den  Exponenten  von  x  zu  verringern;  man 
erh&lt  nämlich 

1  xl^-^er'dx  =  rc^-^e-*  +  0*—  1)  J  xf^^^er^dx. 

X  X 

Im  Falle  f£  2>  2  lässt  sich  rechter  Hand  dasselbe  Verfahren  wieder- 
holen, und  es  wird, 


/ 


zf^-^e-'^dx 


CO 

=  [a;^-i  +  (ii^l)xf*-^]€r'  +  (/ti— l)Oi  —  2)  /a;^-^«-^^^ 

X 

Bei  ganzen  /x  kommt  man  durch  hinreichend  vielmalige  Anwendang 
dieser  Operation  auf  das  Integral 


/ 


er^dx  =  e-*; 


liegt  dagegen  fi  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  $  und  q  '\'  1^  so  führt 
die  ^-malige  theilweise  Integration  auf  das  Integral 


/ 


worin  (i  —  1  —  q  ein  negativer  echter  Bruch  ist*  um  dasselbe 
weiter  zu  entwickeln,  setzen  wir  den  positiven  echten  Bruch 
g-f-1  —  /x  =  A,  schreiben  unter  dem  Integralzeichen  v  statt  x^ 
so  dasB 

/•  • 

X  X 

ist,  und  substituiren  rechter  Hand  v  =  x(l  +  w);  es  ist  dann 

OD  eo 

X  0 

Zufolge  der  Definition 
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0 

hat  man  weiter  für  jff  =  at^  wenn  a  eine  positive  Gonstante  be« 
zeichnet, 

r(X)  =  a^J^-^tr^^dt     oder     ^  =  jJn/ <^"^^'*'^*» 

und  hiervon  lässt  sich  für  a  =  1  +  m  Gebrauch  machen  um  die 
vorige  Gleichung  zu  transformiren,  nämlich 

X  0  0 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  erlaubt  ist,  die  Reihenfolge  derln- 
tegri^tionen  nach  t  und  u  umzukehren;  das  Doppelintegral  geht  dann 
über  in 

0  0  0 

und  es  entsteht  die  Gleichung 

44)  J  ^e-^dv  =  -j^J  j^^e-^dt. 


X'  ^  "     0 


Wir  erinnern  nun  an  die  in  Thl.  I,  S.  169  bewiesene  identische 
Gleichung 

1       (ß  _  ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n-^lM 
a  —  ß\n        a(a+  l)(a  +  2)  .  .  .  (a-J-n—l)] 
^      ß        I         /3(/>  +  l)        .  /3(/?  +  l)...(^  +  n-2), 

a(a+l)"^a(a  +  l)(a  +  2)"^"  "'"a(a+i)(a4-2)..(a+n~l)' 

f ür  a  =  a?,  /5  =  —  t  und  durch  beiderseitige  Addition  von  —  zie- 

X 

hen  wir  daraus 

45)  -L.-(- lY  «(^-i)(^-2)...«-;r^ri)     1 

'  x  +  t       ^       -*   a:(»+l)(a?+2)...(a!  +  »— 1)  »  +  « 
1  f  <(<—!) 

^^       -*       «(* +!)...(«  +  « -1)' 
nnd  untersuchen  vorerst  den  Quotienten 
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*  —  1  t—  2  t  —  n 


aj+  1  x  +  2  x  +  n  —  1 

Unter  der  Yoraossetzimg,  dass  t  zwischen  den  ganzen  ZaUen  h  —  1 
und  h  liegt,  nehmen  wir  n  ]>  2;  und  zerlegen  den  fraglichen  Quo- 
tienten in 


1        *     Ä— 1     *    h      *       n  — 1       ic-f-l*    ic  +  «  — 1 
Die  erste  Gruppe  lässt  sich  folgendermaassen  darstellen 
^  —  Ä;  +  1  t  --k  +  2  e  —  2  t  —  1^ 

1  *  2  Ä— 2'*  — 1' 

wegen  X;  —  1  <  ^  <  ^  si^d  hier  alle  Factoren  echte  Brüche,  mit- 
hin ist  auch  das  Product  ein  echter  Bruch.  Die  zweite  Gruppe  ge- 
stattet die  Schreibweise 

'-■'"-(•-|)(-*iT)-('-,-iT> 

welche  zeigt,  dass  dieses  Product  gleichfalls  ein  echter  Bruch  ist. 
Der  absolute  Werth  des  in  Nro.  45)  erwähnten  Quotienten  beträgt 
demnach  einen  Bruchtheil  von  ' 

1  .  2  .  3  .  .  .  (n  -» 1) 
{x+l)ix  +  2)...{x  +  n-l) 
und  es  ist  folglich,  wenn  b^  einen  positiven  oder  negativen  echten 
Bruch  bedeutet, 

-i_  =  i  <  ,  t(t  —  1)         _ 

x-^t        X        x(x-^l)'^  x(X'\-l)(x  +  2) 


,  t(t-l)(t-2)...(t^n-^2) 

"^^       ^       ir(a;+  l)ix+2)  ...(x  +  n  —  1) 
,       1  .  2  .  3  ...(«—  1)  t 


*a;(aj  +  l)(a;  +  2)  .  .  .  (aj  +  n  —  1)  a?  +  ^ 
Diesen  Ausdruck  substituiren  wir  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  44) 
und  führen  zur  Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein 

46)    am  =  _r7I)/*(^-  l)(^-2)  . . .  it^iir^'i)t^-'(r'cU, 


-mlTT-^^''''^ 


wir  erhalten  dann 
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J  v^  [x        x(x  +  l)  ^  x(x+l) 


...+(— l)n-l 


x{x+l)(x  +  2) 

x(x+l)...(x  +  n  —  1) 
1.2...(n~l)&,  '  I 
"*'ir(a:+l)...(a;  +  w  — 1)J 
Da  Sn  zwischen  —  1  und  +  1  liegt,  weil  ferner  bei  positiven  x  der 
Quotient  l:(x  -}-  t)  endlich  bleibt,  so  hat  b„  immer  nur  endliche 
Werthe.  Nimmt  man  hierzu  die  Bemerkung,  dass  für  o?  >  0  und 
unendlich  wachsende  n 

lAml — 1 — -—-  •  •  .  •  — ' -}  =  0 

U  +  la?  +  2  ic  +  n  —  1) 

ist,  so  folgt  weiter 

T'    \         1  *  2  »  3  ...  (n  —  l)hn        \        r. 

^'^  U  (0?  +  1)  (a;  +  2)  .  .  .  (ic  +  n  -  l)j  ~    ' 
und  damit  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

Die  Coefficienten  Ox,  a^^  etc.  sind  leicht  zu  berechnen,  wenn  man 
unter  dem  Integralzeichen  die  Entwickelung 


tif,  —  \){t  —  2)(^  —  3)  .  .  .  (f  —  w  —  1) 
vornimmt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  die  Gleichungen 

beachtet.   Wendet  man  hierbei  die  abkürzende  Bezeichnung 
^-^^  =  MA  +  1)  . .  .  (A  +  2-1)  =  rf 

an,  so  erhält  man 

48)  a^  =  W  -  C,  W  "'+  C2  W  ■"  -  ..... 

Hiemach  sind  z.  B.  die  Werthe  der  fünf  ersten  Goefficienten 
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öl  =  A, 

(h  =  [A]  -  [A]  =  k\ 

a,  =  [k]  —  3[A]  +  2[A]  =  A3  +  A, 

ai  =  [A]  —  6  [A]  +  11  [A]  —  6  [A]  =  A^  +  4  A2  —  A, 

aj  =  [AJ  —  10  [A]  •+  35  [A]  —  50  [A]  +  24  [A] 
=  A5  +  lOA^  —  5A2  4-  8A, 

O.   8.  W. 

Einige  bemerkenswerthe  specielle  Fälle  der  Gleichung  47)  mö- 
gen noch  Erwähnung  finden. 

Für  A  =  1  ergieht  aich  die  Formel 

Ol  =  1,  Oa  =  1,  03  =  2,  a4  =  4,  05  =  14,  ag  =  38,  .  .  .  ., 
welche  zur  Berechnung  des   Integrallogarithmus  von  c~*  benutzt 
werden  kann. 


Im  Falle  A  =  |  hat  man 


< 


Ol  =  |,  a,  =  1,  0,  =  f,  a«  =  1^,  «5  =  ^, .  . . . 
oder  aach,  wenn  v  =  t^  und  x*  für  x  gesetzt  wird, 


7  2»        \      -  «'  +  1  ^  («« +  1) 


(a;'  +  l)(a;«  +  2) 


Alle  diese  Reihen  convergiren  für  jedes  positive  x  und  zwar  um  so 
stärker  je  grösser  x  ist.  Für  o?  =  3  z.  B.  geben  die  drei  ersten 
Glieder  der  letzten  Reihe 


e-^dt  =  0,00001958, 

8 

was  auf  acht  Stellen  richtig  ist*) 


*)  Die  Formel  47)  hat  der  Verf.  gefunden  s.  Zeitschr.  f.  Maihem.  u. 
Phys.,  4.  Jahrg.,  S.  890.    Für  die  Transcendente 


/' 


-  «•(!«, 


* 

welche  auch  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechaung  vorkommt,  hat  Kramp 
eine  Tafel  gegeben  am  Ende  seiner  Analyse  des  refractions  astronomiques. 
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"VI.   Durcli  Oammaftinctionen  ausdrüokbare  Integrale. 

Nach  den  vorigen  Untersuchungen  und  vermöge  der  Tafel, 
welche  Legendre  für  logr(^)  berechnet  hat,  ist  die  Function  rQi) 
als  ebenso  bekannt  anzusehen,  wie  z.  B.  logfi,  sinfi^  cosii  etc.,  daher 
sind  auch  bestimmte  Integrale  als  vollständig  entwickelt  zu  betrach- 
ten, wenn  es  gelingt,  dieselben  auf  Gammafunctionen  zurückzuführen. 
Aus  der  ansehnlichen  Menge  bestimmter  Integrale,  welche  man  auf 
diese  Weise  reducirt  hat,  wollen  wir  im  Folgenden  einige  der  wich- 
tigsten herausheben. 

a.  Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale 

0  0 

in  denen  t  eine  willkührliche  Constante  bezeichnen  möge.  Beide  In« 
tegrale  lassen  sich  in  ein  einziges  zusammenfassen ;  setzt  man  näm- 
lich V —  X  =  i  und 


00 

W  =  J  xf^-^er(^-^<o^dx, 


BO  \BiW  =  ü  —  tF  mithin  ü  der  reelle,  —  *  F  der  rein  imaginäre 
Bestandtheil  von  W.  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  dass  es  hier 
erlaubt  ist,  beiderseits  in  Beziehung  auf  t  zu  dififerenziren  und  rech- 
ter Hand  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorzunehmen ; 
man  erhält  so 


^=  — »  /«"c-a+'O^ela?. 


=  -»/. 

0 

Femer  giebt  die  theilweise  Integration,  ft  ]>  0  vorausgesetzt. 


IF=-rf77/--— 


d.  L 

dW  _  t> 


TF. 


dt  l  +  it 

Aus  dieser  Differentialgleichung,  welche  die  Sonderung  der  Yariar 
belen  gestattet,  findet  sich 

C 


w  = 


{i+ity 
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wobei  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.   Um  sie  zu  bestimmen, 
braucht  man  nur  in  der  Gleichung 

C 


J  x.^-^e- 


a+iox^x  = 


OD 


_  (1+tO." 

^  =  0  S5U  nehmen ;  es  bleibt  dann  r(fi)  =  C  mithin 

Diese  Formel  wird  etwas  allgemeiner,  wenn  man  t:=:~  und  x=az 

setzt,  wo  a  eine  positive  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet; 
es  ergiebt  sich  *) 

49)  .  I zf'-^  ^(«+'»)'c?;8:  =  — P^,       ,a  >  0. 

'  J  (a  +  ibY 

Um  die  reellen  und  imaginären  Theile   beiderseits  vergleichen  zu 
können,  bringen  wir  a  +  «6  auf  die  Form  h(cos'y  +  isiny\  wo 


h  ==  V«'^  +  ^'»         y  =  aräan \-  nn 

ist,  und  haben 

*)  Wenn  man  die  auf  S.  56  unter  Nro.  24)  angegebene  Formel 
y  ay  ß 

{a  +  tß)ff[(a  +  tß)^d^  z=zjf(x)dx  +  iyjny(a  +  tfi)]dfi 

0  0  0 

als  bekannt  voraussetzen  will,  so  kann  man  das  obige  Resultat  auch  auf 
folgende  sehr  einfache  Weise  ableiten.  Für  f(x)  =  aji"— i «— «  ergiebt 
sich 

.y 


0 

/ay  ß 


bei  positiven  «,  y  und  ju  convergirt  der  Ausdruck  yf*e—ay  gegen  die 
Null,  sobald  y  ins  Unendliche  wächst;  dasselbe  gilt  auch  von  dem  Pro- 
ducte  aus  yf^e~-(*y  und  dem  letzten  Integrale,  weil  dieses  immer  nur 
endliche  Werthe  besitzt.    Die  so  entstehende  Gleichung 
»  « 

0        '  0 

ist  im  Wesentlichen  identisch  mit  Nro.  49). 
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/' 


cos\  fifaräan \-  n7c\\  —  isinl  ^(ardan \-  n7t\\ 

Die  ganze  Zahl  n  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  ä  =  1, 
h  =  0,  welche  zu  der  Gleichung  1  =  cos^nn  führt.  Diese  kann 
für  beliebige  positive  |Lt  nur  dann  bestehen,  wenn  n  =  0  ist,  und 
nun  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären 
Partieen  die  beiden  Gleichungen 

r(^)  cos  ( ft  ardan  —  \ 


50)  /;e;^-ic-« 


^coshzdz  = 


öl) 


y®                       -             r(^)  sin  ( |Lt  ardan  —  j 
isl-^-'^e^^''sm'bzd0  =  ^ -. 


fi  >  0,     a  >  0* 
Der  Fall  a  =  0  ist  durch  die  vorige  Herleitung  von  selbst  aus- 
geschlossen und  bedarf  deshalb  einer  besonderen  Untersuchung.    Wir 
gehen  dabei  von  der  Formel 

00 

0 

aus,  welche  für  alle  positiven  A  gilt,  schreiben  e  für  a,  multipliciren 
die  nunmehrige  Gleichung 

0 

mit  coshzdz  und  integriren  von  je?  =  0  bis  ^e?  =  oo  ;  dies  giebt  zu- 
nächst 

/CO  00  00 

— Y-  dz  =  -=-rp-  /  cos  hz  dz  I  v^'-'^er^^du, 

0  0  0 

Kehren  wir   rechter  Hand   die  Reihenfolge  der   Integrationen  um, 
so  haben  wir  ferner 


Sc  hl  ö  milch,  Analysis.    II.  18 
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0 

u 


00 

and  mitteißt  der  Substitution  u  ^hv  wird  hieraus,  falls  5  >>  0  ist, 

/coshz       t*  — 1  /'  v^dv 

Das  Integral  rechter  Hand  kennt  man  zufolge  der  Formel  2)  auf 
S.  433  des  ersten  Theiles;  es  ist  also  unter  der  dort  angegebenen 
Bedingung  und  weil  hier  X  positiv  sein  muss, 

"T"  ^^  =  n  r>/i\ TT'  »  0  <  A  <  1. 


f 

0 


Mittelst  ganz  desselben  Verfahrens  erhält  man 


j 


— y-  ofjg  =     -,..    .   n     ,  0  <  A  <  2. 


0 

Setzt  man  endlich  in  diesen  Formeln  A  =  1  —  ^  und  beachtet  dio 
Kelation 

1  ^ 

-TC/t*)   2s«n|/[A:;rOöS5/[A7r 
60  gelangt  man  zu  den  beiden  Ergebnig^sen 

52)  ßf-^  cos  b.d.  =  IMgikfE,  0  <  ^  <  1. 


63)  /l^-i  sml..  d,  =  £({0|mü«r 


1<  f*  <  1, 


worin  h  positiv  sein  muss.  Hieraus  ersieht  man  die  Beschränkungen 
welchen  (i  und  h  zu  unterwerfen  sind,  wenn  die  Formeln  50)  und  51) 
für  a  =  0  benutzt  werden  sollen,  üeborhaupt  lassen  sich  die  bis- 
herigen Resultate  zu  folgendem  Satze  zusammenfassen:  die  Formel 


/ 


zf--^e-*'dz  =  ^,  (i>0 


0 

gilt  für  jedes  complexe  k,  dessen  reeller  Theil  positiv  und  von  Null 
verschieden  ist;  im  Fall  aber  der  reelle  Theil  von  h  gleich  Null  ist, 
muss  {A  ein  positiver  echter  Bruch  sein. 
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Der  ppecielle  Fall  /it  =  |  giebt 

rcoslg  _  Csinhz  ,         1  fit 

oder,  in  eine  Formel  zusammengezogen 
Für  jsf  =  y^  wird  hieraus 

0  — 00 

Q 

und  durch  Substitution  von  y  =  w  -\-  — 

54)  fei»<^+ic«)  dw  =  \/|e^^  ~  ^^ ' 

—  00 

b.  Die  Gleichungen  50)  und  51)  führen  zu  neuen  Resultaten, 
wenn  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  ft  differenzirt  und  dabei  die 
Formel  27)  anwendet.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  rechter  Hand 
die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorgenommen  werden 
darf,  und  erhält  dann,  wenn  zur  Abkürzung 


h  =  Va2  +  b\      -9-  =  arctan— 


gesetzt  wird, 

55)  /  st^-Hz€r^''cos'bzde 


0 

1 


0 

00 

56)  /  zH'''Hzer^'' sinhzdz 

0 

=  ^  \(f^  T— T^^^  —  G—  lh)8miid'  +  »cosfi^y 

0 

So  ist  z.  B.  nach  Nro.  55)  für  /it  =  i  und  d  =  0  also  h  =  a,  d'  = 
fl=.lze-^'dz  =|/^(—  2Z2  —  C  —  la) 


18 


* 
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oder  für  z  =  t*^ 

y%.v...,=-V^.^±-2iiü.«. 

0 

Die  Gleichungen  55)  und  56)  könnte  man  wiederum  nach  ft  differeu- 
ziren,  doch  werden  die  Resultate  immer  verwickelter. 


c.  In  der  Formel 


0 


welche  für  alle  positiven  jit  gilt,  falls  der  reelle  Bestandtheil  von  li 
positiv  und  von  Null  verschieden  ißt,  substituiren  wir  z  =  f^  und 
erhalten 

57)  y<,«->e-'>.'c?*  =  rM. 

0 

Diese  Formel  lässt  sich  zur  Reduction  des  Doppelintegrales 

0       0 

in  folgender  Weise  benutzen.  Man  erhält  zunächst,  wenn  man  die 
angedeuteten  Integrationen  mittelst  der  Formel  57)  ausführt, 

58)  y^^mm. 

Transformirt  man  dagegen  F  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

x  =  rcosfh    y  =  r$in6,     dxäy  =  rdddr^ 
so  findet  man 


\n 


F  =   /     /  r2CP+9)-le-(acoÄ«Ö+6«««Ö)r«cOs2p-10s^-^23-lfl^^  Jy 
0        0 

und  durch  Ausführung  der  auf  r  bezüglichen  Integration 


Aus  Nro.  58)  und  59)  zasammen  ergiebt  sich  die  Formel 

^  J  (acosVj  +  5sm2ö)p+«       ~  2r(p  +  q)' an^' 

welche  für  alle  positiven  p  und  q  gilt,  wenn  die  reellen  Bestand- 
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tlit  ilo  von  a  und  h  positiv  und  nicht  Null  sind  Das  hier  vorkom- 
mende Integral  läsät  sich  mittelst  der  Substitution  cos^O  =  ^  in  eine 
algebraische  Form  bringen,  nämlich 

oder  für  a  =  h  -\-  c,  wo  nun  die  reellen  Theile  von  b  und  6  -|-  c 
positiv  sein  müssen*), 

CO-,  rtllO^zDlZld  t  ^  r(p)r(q)      1 

-^  J    (J  +  c|)p+«     ^     rip  +  qYib+cyh^' 

Setzt  man  in  Nro.  61) 

^       =g     also     |  =  :r-T-?.     1  -|=        ^ 


so  erhält  man  noch 


ni')r(a) 


(a  g  +  &)P+?        r(2)  +  a)  aPfe« 

Bemerkenswerth  ist  der  specielle  Fall  q  =  l  —  p,  wobei  p  ein 
positiver  echter  Bruch  sein  möge;  man  erhält 


•£.-..$_      ,      ._^.,        „^^^,_ 


a^  -\-  J)        sinpTt     aP 

und  zufolge  der  hinsichtlich  des  j)  gemachten  Voraussetzung  darf  hier 
der  reelle  Theil  von  a  auch  =  0  genommen  werden.     Setzt  man  h 


*)  Auf  anderem  Wege  ist  Abel  zu  dieser  Formel  gelangt  in  Cr  eile's 
Journal,  Bd.  2,  S.  22,  ohne  jedoch  ihre  Gültigkeitsbediugungen  näher  zu 
bezeichnen.  Man  kann  übrigens  die  Formel  61)  auch  dadurch  erhalten, 
class  man  von  der  Gleichung 

00         00 

0        0 

ausgellt  und  linker  Hand  die  auf  S.  460  des  ersten  Theiles  besprochene 
Substitution 

X  =  s(l  —  t),    y  =:  st,    clxdy  =  8dsdt 
anwendet.    Die   im  Texte  gegebene   Ableitung  wurde  nur  vorgezogen, 
weil  der  üebei'gang  von  rechtwinkligen  zu  polaren  Coordinaten  bekann- 
ter und  geläufiger  ist  als  die  letztere  Substitution. 

Für  a  =  1  und  &  =  1  erhält  man  eine  specielle  Formel,  deren  linke 
Seite  Legendre  mit  dem  Namen  Euler'sches  Integral  erster  Art  be- 
zeichnet hat. 
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als  reell  voraus  und  a  =  cosß  -f  isinß,  so  giebt  die  Vergleichung 
der  beiderseitigen  imaginären  Theile 

tPdt  Ä^P-i  sinpß 


A 


h'^  +  2h^cosß  +  g^        sinpTC    sinß  ' 

0 

0<P<h  ^\7t^ß£   +   l^. 

Aus  der  Vergleichung  der  reellen  Theile  findet  man  leicht  unter  Rück- 
sieht  auf  die  vorstehende  Gleichung 

gp-ijg  _        xhP-^  sin(p—l)ß 


f. 


1)2  +  2bgcos/3  +  g«  $inp%  sinß 

0<p<h     -\^^ß£  +  l^' 
Beide  Resultate  lassen  sich  zu  einer  Formel  vereinigen,  wenn  man 
in  der  ersten  Gleichung  jp  =  A,  in  der  zweiten  p  =  k  -^  1  setzt; 
dies  giebt 

r"     ^       ^^dt  _  grl)^-i  sinXß 

J  h^  +  2hicosß  +  i^~  sinlTt'  sinß  ' 


64) 


-    1<A<   +    1,       ^l^^ß^  +  l7C. 

Für  b  =  1  und  ß  =  \jt  kommt  man  auf  dieinTheill,  S.  433  unter 
Nro  2)  angegebene  specielle  Formel  zurück. 

Die  Gleichung  63)  gestattet  eine  eigenthümliche  Transformation, 
wenn 

a  =  cosß  +  isinß^        J)  :=  cosa  -^  isina 
gesetzt  wird,  wobei  noch 

ag  -|-  5  ==  cosa  +  ^cosß  +  i(sina  -\-  tsinß) 
=  q{cosc3  -|-  tsmcö), 
mithin 

9  =  Vl+2gc<,s(«-^)  +  e»und  tana,  =  !ÜL«_±|f!l| 

sein  möge.     Durch  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  und 
imaginären  Bestandtheile  erhält  man  die  Formeln 


/ 

0 


9P+9  r(p  +  q) 

welche  eine  bessere  Gestalt  annehmen,  wenn  man  oj  als  neue  Varia- 
bele  betrachtet  und  demgemäss  g  und  Q  durch  oj  ausdrückt.  Die 
obige  Formel  für  tancj  liefert  zu  diesem  Zwecke 
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p        sin((o  —  a)  .,        sinfß  —  a)  , 

mittelst  des  vorstehenden  Werthes  von  f  und  unter  Anwendung  der 
trigonometrischen  Belation 

sin^A  +  2smuism^cos(^  +  S)  +  sin'^B  —  $in^(Ä  +  B) 
erhält  man  ferner 

sin  (ß  —  a) 

^  ""  sin(ß  —  CO)  * 
endlich  zeigt   die  frühere  Gleichung   für  tan(0 ^  dass  den  Grenzen 
5  =  0  und  5  =  00    die  Grenzen  o)  =  a  und  (o  =z  ß  entsprechen. 
Nach  diesen  Bemerkungen  findet  man 
ß 

65)  /  sinP~^((»  —  a)sin^''^(ß  —  (o)cos(p  •\'q)(od(o 
a 

66)  /  sinP-^ (ra  —  a)sin^~^(ß  —  ci))sin(p  ■\-  q)(odo3 


Werden  hier  a  und  ß  zwischen  — \n  und  +  5?r  gewählt,  so  gelten 
diese  Formeln  für  alle  positiven  jp  und  ^;  nimmt  man  dagegen 
/3  =  |;r,  so  darf  p  nur  echt  gebrochene  positive  Werthe  erhalten*), 
d.  Um  noch  eine  Anwendung  der  Formel  63)  zu  zeigen,  er- 
innern wir  an  die  im  ersten  Therle  auf  S.  425  unter  Nro  10)  ange- 
gebene Gleichung 

dt 

'VT' 


/"    /  M  \<^«    —  J_    f     /  1  \ 


worin  9  eine  beliebige  Function  bezeichnet.  Bei  der  Annahme 
q)(z)  =  ;8rff  +  V2  erhält  man  rechter  Hand  ein  Integral,  welches  sich 
nach  Nro.  63)  für  jp  =  |,  a  =  1,  d  =  ß-\-  2yay'entwickeln  lässt, 
so  dass  entsteht 


♦)  Die  Formeln  65)  und  66)  sind  vom  Verfasser  in  der  Zeitsohr.  für 
Mathem.  u.  Phys.  Bd.  9,  S.  356  entwickelt  worden.  Den  speciellen  Fall 
«  =  0,  /J  =  l^r  hatte  schon  früher  Kummer  nach  einem  ganz  anderen 
Verfahren  behandelt  in  Crelle's  Journal  Bd.  17,  S.  215. 
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f  wdu  Vi  na)      _       1      _ 

>     7  («  -I-  /J  M  -f-  y  «2)»+'/.         r(3  +  I)  ■  Vy  (^  +  2  V«  y)' 

Durch  mehrmalige  Dififerentiationen  in  Beziehung  auf  die  Constauten 
cc,  ß,  y  können  hieraus  noch  mehrere  Formeln  abgeleitet  werden, 
von  denen  wenigstens  zwei  Platz  finden  mögen. 

Linker  Hand  führt  die  w-malige  Differentiation  in  Beziehung  auf 
cc  zu  dem  Ausdrucke 

(-  i)'(ä  +  i)(ä  +  i) .  •  •  (a  +  ^^)fia  +  ßuX%)^^«^''' 

rechter  Hand  lässt  sich  die  n-mslige  Differentiation  nach  a  mittelst 
der  allgemeinen  Formel  für  D"J'(Va;)  ausführen  (s.  S.  9,  Nro.  11) 
wenn 

F(x)  = U= 

(ß  +  2Vy.x)t 

und  nachher  2;  =  «  gesetzt  wird.  Benutzt  man  zur  Abkürzung 
die  Zeichen 

(n  +  r  -  1)  («  +  r  —  2)  .  .  .  («  -  r)_  54.21/^—« 

2  .  4  .  6  .  .  .  (2r) -^••'     P  +  ^Vuy-d, 

and  beachtet  die  Gleichungen 

80  erhält  man 

D;(/3+2V^)-<r 

^ (-i)Yy\Ur(a+n)    _c^  r(a+n-i) 

r(q)  \aj    l     ««+»     ''"2V^       ö«+«-i 

et,     r(a  +  n-2)  ) 

■^(2V^)»        0«+«-''        -1----J 
Hiemach  ergiebt  sich  aus  Nro.  67),  wenn  g  +  w  =:  |)  gesetzt  wird, 
681  /°  uP-'du 

_   Vit  1/r^fr(p)      c,  ro)-i),     c»    ii:p-2),  | 

worin  |)  jede  beliebige  positive  Grösse  ^  w  bedeuten  kann. 
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Difierenzirfc  man  die  Gleichung  67)  w-mal  in  Beziehung  auf  /3, 
so  gelangt  man  zu  demselben  Resultate,  als  wenn  mau  q  um  n  ver- 
iiiehrt  hätte,  was  von  keiner  Bedeutung  ist. 

Um  endlich  die  Gleichung  67)  in  Beziehung  auf  y  zu  differen- 
ziren,  möge  man  bemerken,  dass  erstens 

'  -        '-'.D. 


und  dass  zweitens  ß  -\-  ^y ay  symmetrisch  in  Beziehung  auf  aund 
y  ist.  Differenzirt  man  jetzt  (n  —  l)mal  nach  y ,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wieder  g  -|-  «  =  ^  gesetzt  wird, 


''^  fra 


(a-l-/JM  +  yM2)p+'/i 


Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  kürzer  dadurch,  dass  man 
in  Nro  68)  —  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt  und  zugleich  die 
Buchstaben  d  und  y  gegeneinander  vertauscht*). 


vn.  Durcli  Gammafunctionen  summirbare  Reihen. 

Wenn  für  alle  von  a;  =  0  bis  x=l  gehenden  x  eine  Gleichung 
von  der  Form 

70)  F(x)  =  Ao  +  Äix  +  Ä2X'^  +  ÄiX^  H 

besteht,  so  kann  man  daraus  mittelst  der  Formel  61)  oder  der  ein- 
facheren 

auf  folgende  Weise  neue  Reihensummirungen  ableiten. 

a.  In  der  Gleichung   70)  setzen  wir  xd'^  an  die  Stelle  von  x, 
multipliciren  beiderseits  mit' 

und  integriren  zwischen  den  Grenzen  O'  =  0undO'=l.    Rechter 


♦)  Der  Verf.  hat  die  Formeln  68)  und  69)  ursprüuglich  auf  einem  an- 
deren Wege  gefunden,  s.  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale, 
Jena  1843. 
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Hand  lassen  sich  alle  Integrale  nacliNro. 71)  entwickeln,  und  es  ent- 
steht die  Gleichung 
1 

0 

_Aor(a)r(q)        Ä,r(a  +  h)r(q)^    ,    Ä,IXa  +  2h)r(q)   ,, 
-    r{a  +  q)     "^     r(a  +  h  +  q)    "^  "^     r(a  +  2l>  +  q)    ^  +- 
Uuter  der  Voraussetzung  eines  gabzen  positiven  q  geht  diese    Glei- 
chung üher  in  i 

1 

72)  ji-y^^«-i(l  —  ^)^--^Fix%^)d& 

Ao  ^  A\X 


-a(a+l)...(a+2-l)     (a+«>)(a+2^+l).  .(a+&+g-l) 


'  (a+2b)(a+26—l)...(a-f2&+g—l)  "'""'* 
und  hieraus  ergiebt  sich  in  allen  den  Fällen  eine  Reihensummirungi 
wo  es  gelingt,  die  Integration  nach  %'  durch  geschlossene  Ausdrücke 
zu  bewirken. 

So  erhält  man  z.  B.  für  F{x)  =  (1  +  x^ 
1 

73)  j^fd^-^il  —  ^)?-i  (1  +  x&^)Md^ 


(thJL 


'a(a+l)...(a+q--iy(a+V)(a+b+l)...(a+h+q^l) 


'  (a+2b)(a+2&+l)...(a+2b+ä— 1)^ 
und  hier  ist  die  Integration  sehr  häufig  ausführbar  namentlich  wenn 
a  und  h  ganze  Zahlen  sind.     Der  specielle  Fall  a  =  l)  =  1,  ^=3, 
ft  =  —  1  giebt  z.  E. 

2aj3     '^''^'^^        2x'        4tx 

1  a?         ,         a?2  a;3         , 

+  "5 — :; — ^  —  1 — S^ — S-  T 


""1.2.3        2.3.4    '3.4.5         4.5.6 
—  1  <  o:  <  +  1. 

Nimmt  man  in  Nro.  73)  b  =  1  und  x  =  —  1,  was  unter  der  Vor- 
aussetzung eines  positiven  ft  erlaubt  ist,  so  kann  man  linker  Etud 
wieder  die  Formel  71)  anwenden  und  erhält 
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^                r(q)r(a+a  +  (i) 
= 1 . (P)i 

a(a+l)..,(a  +  2  — 1)        (a+ l)(a-|-2)...(a  + g) 


'  (a+2)(a+3)...(a+g+l) 

b.  Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Gleichung  70)  zurück,  setzen 
darin  xd"  für  o:,  multipliciren  beiderseits  mit 

und  iutegriren  rechter  Hand  alle  Glieder  mittelst  der  Formel  71), 
wobei  wir  FQ)  -f  1),  FQ)  +  2),  etc.  durch  r(b),  ebenso  r(c  +  1) 
r(c  +  2),  etc.  durch  r(c)  ausdrücken.  Das  Resultat  besteht  in  der 
Gleichung  i 

Hiernach  ist  z.  B.,  wenn  F(a?)  =  (1  —  x)"^  genommen  wird, 

1 

_  a.h         a(a  +  l).h(h  +  l) 

-^  +  l.c"^      1  .2.c(c  +  l)    "" 

a(fl  +  l)(a+2).b(b  +  l)(l.  +  2) 
■''         1  .  2  .  3  .  c(c+l)(c+2)       *    T* 
und  hier  gelingt  es  nicht  selten,  die  auf  der  linken  Seite  angedeutete 
Integration  auszuführen.     Im  Falle  x  =  1,  kann  dies  wieder  mit- 
telst der  Formel  71)  geschehen,  und  es  ergiebt  sich 

77^  r(c)r(c^b^a) 

^  r(c  —  a)  r{c  —  h) 

^.  ■  g.ft  .  a(a+l)»K^  +  l)  .  a(a+l)(a+2).b(b+l)(ft+2) 

■^  l.c"^  1  .  2  .  c(c  +  l)  "*"  1  .  2  .  3  .c(c+l)(c  +  2)  "*""* 
wobei  c  >  a  +  b  sein  muss,  .damit  die  R^ihe  convergire  und 
r{c  —  T)  —  a)  nicht  unendlich  werde  *). 


♦)  Die  in  Nro.  7G)  vorkommende  Reihe  führt  den  Namen  hyper- 
geometrische Reihe;  sie  wurde  genauer  zuerst  von  Gauss  untersucht 
in  den  Comment.  soc.  Gotting.,  Tom.  II,  a.  1812;  wesentliche  Ergänzungen 
hierzu  lieferten  Kummer,  Heine,  Riemann  u.  A. 
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Wählt  man  in  den  hier  entwickelten  Sumraeuformeln  JP(aj)  und 
die  Constanten  so,  dass  die  Summe  der  Reihe  schon  bekannt  ist,  so 
lassen  sich  die  vorigen  Gleichungen  auch  benutzen  um  die  Werthe 
mancher  bestimmten  Integrale  zu  ermitteln.  In  Formel  76)  z.  B. 
erhält  man  für  a  =  —  |ft,  5  :=  +  ^ft,  c  =  |,  o?  =  -Sf^  auf  der 
rechten  Seite  eine  Reihe,  deren  Summe  =  cos  (fi  arcsin  z)  ist  (Thl.  I, 
S.  230,  Formel  13);  setzt  man  noch  arcün  z  =.  a  und  -9*  =  siui^i)^ 
so  gelangt  man  zu  der  Integralformel 

78)  /  sm/" - ^  e  Cös-^  e  (1  — sw2  a  sm^  Ofl^f^dO 

ra^)r(i~ifi) 


2V^ 


cos^a, 


worin  (i  ein  positiver  echter  Bruch,  und   a  zwischen  —  ^7t  und 
-\-  ^TC  enthalten  sein  muss  *). 

c.  Um  die  Anwendung  der  Gammafunctionen  auf  Reihen  noch 
an  einem  Beispiele  ganz  anderer  Art  zu  zeigen,  wollen  wir  das 
Integral 

0 

auf  zwei  verschiedene  Weisen  entwickeln. 

Ersetzt  man  zunächst  x  durch  2aJ,  so  hat  man 


00 

2^-f^U  =       [^ -—1 -)  xf'-'dx, 

0 

cch  Subtraction 

CO 


0 

mithin  durch  Subtraction 


Weiter  ist  nun 
1 


--:::   ß- x   _    ^2x    _|_    ^-  3.r (g-  2 :r  __  g-  4 .r    _|_    g-  6^ ), 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  nach 
Ausführung  der  Integrationen 


*)  Zahlreiche  Entwickelungen  dieser  Art  giebt  Kummer  in  Cr  eile 's 
Journal  Bd.  17,  S.  210  und  S.  288,  sowie  Bd.  20,  S.  1. 
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Zur  Abkürzung  möge  nun  folgende  Bezeichnung  angewendet  werden 
80)  <p(^)  =  i-_i.  +  i-_i.  +  ..., 

man  hat  dann  nach  dem  Vorigen 

Eine  andere,  nicht  für  alle  positiven  fi  geltende  Entwickelung 
von  U  entsteht  dadurch,  dass  man  die  Formel  27)  auf  S.  142  für 

0/  =  0,  A  =  —  anwendet,  also  in  Nro.  79) 

_1 1         X  ^  j ^ 

Yx  "  e^  —  e-^  —  :nc2  +  x^  ""  (2 Tt^  +  x'^  "^  {^Tt^-^x'^ 

setzt  und  die  einzelnen  Integralwerthe  nach  der  Formel 
xH'äx  %  1 


h 


_    c2  +  a;2        2cos|ftjr     c^-/"' 


1<  /i  <  +  1, 


bestimmt,  welche  aus  der  letzten  Formel  auf  S.  277  mittelst  der 
Substitutionen  g  =  aj^,  |)  =  |(1  -|-  ^),  a  =  1,  5  =  c^  hervorgeht; 
dies  giebt 

cr=.       ^       [    ^  ^         I    _J 1 

2cös|/x;r  U^-i"        (2jr)i-i«  ^  (3jr)i-i^  J 

=  t; i 9^  (^  —  f*)- 

2cös|fA:;r^^  ^"^ 

Durch  Vergleichung  dieses  und  des  unter  Nro.  81)  verzeichneten 
Werthes  von  13  gelangt  man  nun  zu  der  Relation 

welche  den  Zusammenhang  zwischen  der  Function  9  (^)  und  ihrer 
complementären  Function  (qp  1  —  ft)  aufdeckt.  Symmetrischer  ge- 
staltet sich  die  Formel  82),  wenn  man  die  Function  <P(^)  durch 
folgende  Gleichung  definirt 


83) 


^(,)  =  (2.  -  1)  (±  -  ±  +  i--....)  V^-_^^M__, 
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es  ist  dann 

84)  ®(1  -(i)  =  0(ii). 

d.    Mittelst  eines  ganz  analogen  Verfahrens  findet  man   eine 
der  Formel  82)  entsprechende  Eigenschaft  der  Reihensumme 

85)  ^(^)  =  ^_J_+^_^  +  .... 
Wird  nämlich  in  dem  Integrale 


J  e^  +  e-' 


V=J  -zr-. — r-T  x^-^dx 

0 

die  Entwickelung  benutzt 
1 


-— .  ß— Ä  —  g— 8*  -|-  e""**  • 


so  ergiebt  sich 

F=rW^(p); 

setzt  man  dagegen 

1  _7t{  1 3  5  \ 

&"  +  er^~  2[(^7ty  +  a;3      <|;r)2  +  x^^ {^7cy  +  x^      ""]' 

2x 
wie  aus  der  Gleichung  32)  auf  S.  143  für  sc  =  ^ä  und  A  =  — 

folgt,  so  erhält  man 


y^(j£fMl_ZL^ 


■=©' 


mithin  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  V 

86)  ^jr^  =  {^Jr(ti)sin\(i«,  0<(i<l. 

Um  auch  hier  eine  symmetrische  Form  herbeizuführen,  möge  die 
Function  ^(f*)  durch  die  Gleichung 

87)  ^(f*)  =  (^  -  ^  +  ^  -  •  •  •  •)  y{lj  r(,)sinli.n 

definirt  werden;  es  gilt  dann  die  Relation 

88)  1F(1  -ti)=  ^((i), 
welche  dem  Ergebnisse  Nro.  84)  völlig  analog  ist*). 


*)  Diese  Resultate  hat  d.  V.  mitgetheilt  in   den  Sitzungsberichten 
d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  Jum  1877. 
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I.    Die  Reduotion  der  elliptischen  Integrale. 

Wenn  es  sich  um  die  Entwickelung  eines  Integrales  handelt, 
welches  nicht  unmittelbar  zu  den  Fundamentalintegralen  in  §.  65 
des  ersten  Theiles  gehört,-  so  ist  es  immer  die  erste  Sorge,  das  ge- 
gebene Integral  mittelst  passender  Transformationen  auf  andere  und 
zwar  einfachere  Integrale  zurückzuführen,  deren  Werthe  entweder 
schon  bekannt  oder  doch  leichter  zu  berechnen  sind.  Ein  Beispiel 
hierzu  liefert  das  Integral 

F(x)  dx 


A 


Väo  +  Aix  +  Ä,x^' 
worin  F(x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeuten  möge;  schafft 
man  mittelst  der  auf  Seite  340  und  341  angegebenen  Substitutionen 
die  Wurzel  weg,  so  kommt  man  auf  ein  Integral  von  der  Form 

"■gp  +  B,y  +  -g^y'  +  •  •  •  +  Bn^fT 


/ 


dieses  lässt  sich  wieder  nach  den  in  Cap.  XL  auseinander  gesetzten 
Methoden  behandeln,  albo  zuletzt  durch  Potenzen,  Logarithmen  und 
Kreisbögen  ausdrücken.  Einer  ähnlichen  Heduction  sind  nun  auch 
alle  die  Integrale  fähig,  welche  der  Form 

F(x)  dx 


A 


VAo  +  A,x  +  A,x-i  -(-  A.x''  +  A.x"^ 
angehören  und  elliptische  Integrale  genannt  werden,  weil  dieRec- 
tification  der  Ellipse  von  einem  derartigen  Integral  abhängt.    Es  ist 
"-^ir  nicht  möglich,  das  hier  vorkommende  Radical  wegzuschaffen, 

Schlömiloh,  Analysis.     11.  19 
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wohl  aber  kann  das  Integral  auf  einfachere  Integrale  derselben  Art 
zurückgeführt  werden,  welche  als  die  constituirenden  Elemente  des 
allgemeineren  Integrales  zu  betrachten  sind. 

A.     Um  die  genannte  Reduction  auszufuhren    betrachten  wir 
zunächst  das  Integral 

dx 


It. 


worin  Aq  +  A\X  +  •••  +  A^X^  zur  Abkürzung  mit  X  bezeichnet 
werden  möge,  und  setzen  einstweilen  voraus,  dass  A^  von  Null  ver- 
schieden sei.  Die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  nennen  wir 
A|)  ^2>  ^3)  ^4>  ^^^Us  sie  sämmtlich  reell  sind,  denken  wir  sie  uns  der 
Grösse  nach  geordnet,  nämlich  ai  <  ^  <  ^8  <  ^i»  ßi^^  zwei  da- 
von reell  und  die  beiden  anderen  complex,  so  mögen  aj  und  a^  die 
beiden  complexen  Wurzeln  sein,  welche  dann  selbstverständlich  die 
Form  . 

«1  =  ^t  -f-  iv^        c^  =  (i  —  iif 
besitzen;  sind  alle  Wurzeln  complex,  so  nehmen  wir  wieder  Ai  und 
«2  als  das  eine  conjugirte  Paar,  sodass  das  andere  durch 

a3  =  f*i+tvi,        a^  —  iii  —  ivi 
ausgedrückt  wird.     Man  hat  nun,  wenn  statt  A^  kürzer  A  geschrie- 
ben wird, 

X  =  A(x^ai)(x  —  aj)  (x  —  a^)  (x  —  a^) 

=  -4  [a;2  —  (flfi  +02)  X  +  aiOj]  [x^  —  («g  +ai)x  +  ag  a^] 
und  zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen  sind  hier  die  quadrati- 
schen Factoren  reell. 

Zunächst  wollen  wir  den  speciellen  Fall  betrachten,  wo 

«1   +  «2  =  03  +  «4 
ist;  der  gemeinschaftliche  Werth  beider  Summen  heisse    dann  2  a. 
Dem  X  kann  jetzt  die  Form 

X  =  AKx  —  ay  +  aio^i  —  a2][(a;  — a)«  +  Äga*  —  a^] 
gegeben  werden,  worin  zur  Abkürzung  a*  —  «102  =  bi,  a'  —  a^a^ 
=  1)2  sein  möge.     Führt  man  in  der  nunmehrigen  Gleichung 

/dx    r dx^ 
VX~  J  V^[(a;-a)2  — bJKic-aP— ba] 
statt  X  die  neue  Variabele  y  z=z  x  —  a  ein,  so  erhält  man 

J  VX        J  VA{y^—'b{){y^-^hy  \ 

das  ursprüngliche  Integral  lässt  sich  demnach  auf  ein  anderes  zu- 
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rückführen,  worin  nur  gerade  Potenzen  der  Integrationsvariabelen 
vorkommen. 

Um  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

«1   +  «9  ^  «3   +  «4 
zu  einer  ähnlichen  Eeduction  zu  gelangen,  gehen  wir  auf  die  Glei- 
chung 

/dx  _^     r J^ 
Vx       J  y A  (ä  —  ai)  (a;  —  a<^  (x  —  asj)  {x  —  Ö4) 
zurück  und  benutzen  die  Substitution 

worin  ^  und  q^  zwei,  vorläufig  nicht  näher  bevianamte  Constanten  be- 
zeichnen.    Es  ergiebt  sich 

J  ]/x     J  Va  ü,  ü,  u,  ü^ 

und  zwar  sind  hierbei  die  folgendea  Alaidirzungen  eingeführt 

U2=p  —  02  +  («  —  «2)3^, 
u.  s.  w. 
aus  denen  folgt 

Uiü.2  =  (i?  — fli)(p— a2)  +  [(i'— ai)(3  — «O  +  Ci?— «2)(g  — aOls^ 
U3  Ü4  =  (p— aaXi)— 04)  +  [(l>— asX«— a^)  +  (p— a4)((Z  — «3)]^ 

Soll  nun  das  Product  Ui  Üi  üs  ü^  nur  gerade  Potenzen  von  y 
enthalten,  so  müssen  die  in  Uf  Ü.2  und  ü^  U4  vorkommenden  Coeffi- 
cienten  von  y  verschwinden;  daraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
von  p  und  q  die  zwei  Gleichungen 

Pa  —  5(«i  +«2)(P  +  g)  +  «JÖ2  =0, 

pa  —  i(«8  +  «4)(i?  +  2)  +  «3«*  =  0. 

Setzt  man 

\{p  +  a)  =  s,     l(p-'q)  =  t,     mithin  ijg  =  s«  —  f«, 
so  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

<2  =  (s-— ai)(s  — «2)»      t^  =  (s  —  ai)(s  —  a4), 
und  man  erhält  der  Reihe  nach 


3) 


«1  +  Ol  —  («3  +  04)' 

19* 
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^N  ^  _  V(qi  —  a^)  (tf I  —  ^4)  (%  —  «3)(g2  —  04) 

«i  +  «i  —  (»ü  +04) 

5)  ^  =  s  +  f ,        g  =  s  —  t. 

Zufolge  der  Voraussetzungen,  welche  anfangs  hinsichtlich  der  Wur- 
zeln au  02,  «3,  a^  gemacht  wurden,  ist  s  jederzeit  reell;  was  ferner 
t  betrifft,  so  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden.  Bei  reellen 
Wurzeln  ist  jeder  der  vier  Factoren  ai  —  «3,  «i  —  »4  etc.  negativ, 
mithin  t  reell;  bei  zwei  reellen  und  zwei  complexen  Wurzeln  lassen 
sich  die  vier  Factoren  folgendermaassen  gruppiren 

(«1  —  03)  («a  —  öa)  .  (öl  —  «4)  («2  —  «4) 

und  liefern  ein  positives  Product;  endlich  bei  vier  complexen  Wur- 
zeln gestatten  jene  Factoren  die  Anordnung 

(«1  —  as)  («2  —  «4)  .  («i  —  04)  («2  —  «3) 

=  [Ö*  -  ^1)^  +  (v  -  v,y]  .  IQi  -  /t,)2  +  (t;  +  v,y] 
und  geben  wiederum  ein  positives  Product;  demnach  ist  t  jederzeit 
eine  reelle  Grösse.      Hieraus  folgen .  reelle   endliche  Werthe  von  p 
und  g;   es  lässt   sich  daher  die  beabsichtigte  Transformation  unter 
allen  Umständen  ausführen,  nämlich 

'  dx 

Vx 

~J  Va [(p-ai)(i)-a2)  +  (2-ai)((Z-a2)y^j  [(^-«s) (l>-«4)  +  (2-a8)(3-Ö4)2/^] 
Zur  Abkürzung  sei  noch 

6)  B  =  Ä(q  —  ai)(q  —  (h)(a  -  öa)^/  — «4), 

wobei  ^,  I)i  und  1)2  jederzeit  reelle  Grössen  sind;  man  hat  dann  die 
wichtige  Reduction 

8)  f  ,  ^"^ 

J  Va  (x  —  a,)  (x  —  Os)  (x  —  oa)  (x  —  04) 


Vx 


V^(^  — ai)(a?  — aj)  (a?  —  aa)  (ic  —  a^) 


Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  hängen  von  den  Vorzei- 
chen der  Grössen  JB,  b|,  hi  ab;  dabei  ist  erstens  zu  unterscheiden, 
ob  B  positiv  =  4"  y^  oder  negativ  =  —  y'  ist,  und  in  jedem  die- 
ser Hauptfälle  sind  dann  wieder  die  dl  ei  Unterfälle 
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b,  =  -  a2,        h  =  +  ß\ 

5i  =  ~  a\         h,  =  ^  /3^ 
möglick     Für  den  Ausdruck  B(y^ '-'bi)(y^ —  b^),  welcher  kurz  Y 
heissen  möge,  ergeben  sich  hiernach  sechs  verschiedene  Formen,  die 
wir  im  Folgenden  einzeln  betrachten. 
Ist  erstens 

r=y2(y2_«2)(^2_^2) 

und  a*  die  kleinere  der  beiden  Grössen  «^  un(j  ^2^  gQ  jj^t  das  Inte- 
gral nur  dann  einen  reellen  Werth,  wenn  entweder  y^  <Z  ^^  <^  ß^ 
oder  y^  ^  ß^  ^  cc^  genommen  wird.  Im  ersten  Falle  substi- 
tuire  man 

x==-j,      y  —  az, 

dies  giebt 

dz 


rM==—  r 

J  Vy     ßy  J  V{\ 


und  zwar  sind  hier  x  und  z  positive  echte  Brüche,    deren  letzter 
gleichzeitig  mit  y  wächst.     Im  zweiten  Falle  setze  man 

«  ß 

wodurch 

dz 


rdy  ^ 1_     n  di 

J  Vy  /3y7  V(i-^2)( 


erhalten  wird;  auch  hier  sind  x  und  z  positive  echte  Brüche,  deren 
letzter  abnimmt,  wenn  y  wächst. 
Für  die  zweite  Form 

r=y2(y2^.a2)(y2_^2) 

wobei  selbstverständlich  y^  >  /S^  sein  muss,  benutze  man  die  Sub- 
stitutionen 

«  _     ß 

es  wird  dann 

dz 


J  Vy     yV«2  +  ß2  J  V(r 


•;?2)(1  — X2^2) 

und  hier  sind  x  und  z  positive  echte  Brüche,   deren  letzter  gleich- 
zeitig mit  y  wächst. 

Gehört  Y  unter  die  dritte  Form 

Y=r'(y'  +  c^')(y'  +  ß'\ 
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80  nenne  man  a^  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a^  und  ß^y  und 
substituire 


V/52  _  «a  ßVl  —  ^3 

dies  giebt 

dz 


J  Vy  .      ßrJ  Vö^ 


wiederum  sind   x  und  ;er  positive  echte   Brüche,   deren  letzter  ab- 
nimmt, wenn  fß  wächst. 

Falls  Y  von  der  vierten  Form  ist,  nämlich 

helsse  a^  die  kleinere  der  beiden  Grössen  cc^  und  /S^;  selbstverständ- 
lich muss  dann  y^  zwischen  a*  und  ß'^  liegen.     Die  Substitutionen 


Vß^  ~  «» 


y  = 


^-  ^         '         ^  -  Vi  _  x«^» 

geben  jetzt 

J  Vy        ßy  J  y{l—z^){l'-K^z^y 

worin  x  und  z  positive  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  gleichzeitig 
mit  y  wächst. 

Für  die  fünfte  Form 

Y=Y^{y^-^a^){ß^-y^) 
bedient  man  sich  der  Substitutionen 

diese  geben 

'  dy  1 r dz 


rdy  ^  1  r 

J  Vy         yVa»  +  ß^  J  V(r 


worin  x  und  z  wieder  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  abnimmt, 
wenn  y  wächst. 

Was  endlich  die  sechste  Form  anbelangt,  so  ist  dieselbe  von 
keiner  Bedeutung,  w^il  dann  das  Integral  einen  rein  imaginären 
Werth  hat,  welcher  auph  aus  der  dritten  Form  durch  Multiplication 

mit  V—  1  folgt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht  in  dem  Satze, 
dass  das  Integral 
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dx 


C  r  dz     _ 

J  y(i-^«)(i_x2 


Va  (o?  —  ai)  (a;  —  o»)  (x  —  Og)  (a?  —  a^ 
mittelst  zweier  Substitutionen  auf  die  weit  einfachere  Form 

de 

gebracht  werden  kann,  worin  x  und  z  positive  echte  Brüche  sind. 

Noch  müssen  wir  die  Modification  erwähnen,  welche  sich  für 
den  Fall  nöthig  macht,  wo  das  Polygon  X  nur  vom  dritten  Grade 
ist,  also  die  Reduction  des  Integrales 

dx 


h 


Vä(x  —  a,)  (x  *—  oa)  (x  —  ag) 
verlangt  wird,  in  welchem  bei  drei  reellen  Wurzeln  ^i  <Z  (h  <Z  ^8i 
und  im  Gegen  falle  a^  die  einzige  reelle  Wurzel  sein  möge.  Es  ge- 
nügt hier  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  vorliegende  Integral 
als  der  Grenzwerth  angesehen  werden  kann,  welchem  sich  der  Aus- 
druck 

V —  04  dx 


A 


VA  (ic  —  ai)  (a;  —  Oj)  {x  —  a»)  («?  —  «4) 
bei  unendlich  wachsenden  a^  nähert;  man  braucht  demnach  nur  die 
Gleichung  8)  mit  V— -04  zu  multipliciren  und  die  Grenzwerthe  der 
Grössen 

Pf      2i  j^     >       Ol,       Ö2 

aufzusuchen.     Bezeichnen  wir  den   dritten  dieser  Grenzwerthe  mit 

-^,  so  erhalten  wir  f ür  «4  =  00  aus  Nro.  3),  4)  etc. 


s  =  Os, 


<=  —  V(ai— aaXoa  — Os), 


9)  l)  =  a3— V(ai— a3)(a3— 03),    3  =  «3  +  V(ai— a3)(a2  — «3), 

10)  ^  =  ^(a  — ai)(g  — OaXg  — «3), 

11)  Ol   =   7 r-7 r,        Oji   = 

und  aus  Nro.  8) 

0/  y-ä(a?  — ai)(a;  — a2)(a?— -03) 


(,-,)/, 


wobei  zwischen  x  und  j^  die  Gleichung  2)  stattfindet.     Das  rechts* 
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stehende  Integral  hat  dieselbe  Form  wie  das  i^uf  y  bezügliche  Inte- 
gral in  Nro.  8);  die  weitere  Reduction  bleib«  also  für  beide  Theile 
die  nämliche. 

B.     Nach  diesen  Voruntersuchungen  ist  es  nicht  schwer,  das 
allgemeine  Integral 

F{x)dx rF{x) 


F{x)  dx r 

y^o  +  A,x  +  A^x^  +  ÄiX^  +  A^x"^  ~  J 


aale  algebraiscl 


dx 


zu  transformiren ,  worin  F{x)  eine  rationale  algebraische  Function 
von  X  bedeutet     Die  Substitution 


1  +  y 

giebt  zunächst 

„)    /^).,=(,_„/.(^)^. 

und  zwar  ist  hier  Twie  früher  von  der  Form  JB(y'  —  &i)(y'  —  62X 

(P  '\'  9.y\      • 
J  wieder  eine  rationale  algebraische  Function 

von  y,  also  von  der  Form 

p(p  +  gy\  _  go.+  giy  -\-  GiV^  +  &zy*  +  &*y*  -\ 

\l-\-y)       H^+Eiy  +  H,y^  +  H,y»  +  H,y*  +  ■■• 
Qo  +  G<,y^  +  G,y*  +  ■■■  +  (Gl  +  G^y^  +  ■■■)y 
~  Ho+H,y^-\-B,y*  +  --  +  (Hi+H,y^  +  -)y' 

Multiplicirt.man  Zähler  und  Nenner  mit 

Ho  +  H,y^  +  Äiy«  +  •  •  .  -  (H,  +  Hsy'  +  H,y*  +  .  •  .)y, 
so  enthält  der  neue  Nenner  nur  gerade  Potenzen   von  y;   in   dem 
neuen  Zähler  dagegen  kommen  gerade   und  ungerade  Potenzen  vor, 
die  sich  wie  vorhin  sondern  lassen.     Das  Resultat  hat  demnach  fol- 
gende Gestalt 

j^fp  +  ay\    _M,+M2y'  +  M,y'  +  -'  +  (M,+Msy^  +  M,tß  +  ..^).ß 
\l+yJ  No  +  N,y^  +  N,y'  +  Nsy'  +  ... 

oder  kurz 


^W  +  "Pdf") .  y. 


worin   0  und   W  rationale  gebrochene  Functionen  bedeuten.     Aus 
der  Gleichung  13)  wird  jetzt  vermöge  des  Werthes  von  y 
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=  '»-^'17  vl5i=wS=w'"+y  Vp(,.-t.)fe.-M'"'4 

und  es  sind  nun  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  näher  zu  un- 
tersuchen. 

Das  letzte  Integral  geht  für  y^  ■=z  z  über  in 

und  kann  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  entwickelt,  d.  h.  auf 
Potenzen,  Logarithmen  und  Ejreisbögen  zurückgeführt  werden,  was 
keiner  weiteren  Erörterung  bedarf. 

Anders  verhält  sich  die  Sache  bei  dem  ersten  Integrale  in 
Nro.  14),  für  welches  je  nach  den  Vorzeichen  von  J?,  5i  und  hi  ver- 
schiedene Substitutionen  anzuwenden  sind.  Man  bemerkt  aber  leicht, 
dass  jene  Substitutionen  unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

enthalten  sind,  und  dass  folglich  die  Function 

«r«n  -  J<o  +  J^aff*  +  -a^y*  +  •  ♦  • 

zu  einer  rationalen  Function  von  e^  wird,  etwa 

fh  +  a. x^  _  Po  +  Pä*»  +  ^A.'*-  ^ — 


ÖO    +    02'»*+    «4^*    +   •••' 

die  wir,  der  Allgemeinheit  wegen,  als  unecht  gebrochene  Function 
voraussetzen  wollen.  Diese  zerfallt  durch  Division  in  eine  ganze 
Function  Äi,  ■\-  Kiis^  ■\-  KtB*  +  etc.,  und  in  eine  echt  gebrochene 
Function,  die  sich  wieder  in  Partialbrüche  von  der  Form 

L 

(1  +  ke^y 

zerlegen  lässt.    Da  ferner  durch  die  für  y  angewendete  Substitution 
dy^ ^_ de 


wird,  so  folgt,  dass  das  Integral 

auf  drei  Gruppen  von  Integralen  zurückkommt;  die  erste  Gruppe 
enthält  Integrale  von  der  Form 


ß 
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15)  r^=^M_ 

worin  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet;  die  zweite  Gruppe  ist  aus  Inte- 
gralen von  der  Form 

dz 


•"         h 


(1  +  Ajer»)«  V(l  —  ^2)(1  —  x«ier2) 
zusammengesetzt;  in  der  letzten  Gruppe  kommen  nur  solche  Inte- 
grale vor,   die  sich  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen 
ausdrücken  lassen. 

Wir  haben  uns  nun  noch  mit  der  weiteren  Reduction  der  In- 
tegrale 15)  und  16)  zu  beschäftigen.  Gewöhnlich  ertheilt  man  den- 
selben durch  Substitution  von  z  =  $inq>  und  durch  Einführung  des 
abkürzenden  Zeichens 


J{<(p)  =  Vi  —  x^sin^ip 
eine  einfachere  trigonometrische  Form;  es  sei  daher 

C.    Durch  Differentiation  erhält  man 
=[(ni— 3)sm"»"^9  cos^(p — sm*»""^9]^(9)  d(p -j-r~ -dtp 

+<— ')"^^^. 

mithin  ist  umgekehrt  durch  Integration 
18)  8in^-~^(p  cos  (p  ^(fp) 

=  (m~3)Cr^_4-(m-2)(l  +  x»)Cr^«a  -f  (m—l)oc^ü„,. 
Diese  Reductionsformel  zeigt,  wie  ü,n  aus  C7m— 2  nnd  Um -^4  herge- 
leitet werden  kann;  für  m  =  4,  6,  8,  etc.  liefert  sie  der  Reihe  nach 
^4»  ^Bi  ^8»  etc.  ausgedrückt  durch 

Wegen 

ist  noch 


=i^[^-H 
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die  Entwickelang  von  Um  führt  daher  auf  die  beiden  Integrale 

deren  letztes  bei  der  Rectification  der  Ellipse  vorkommt. 

D.    Bezeichnet  man  V(l  —  is^)  (1  —  x^z^  knr?  mit  i2,  so  erhält 
man  durch  Differentiation  eine  Gleichung  von  der  Form 

,  (         eR        ]  c^e^  +  C2ff^  +  gi^^  +  gp  äz 

1(1  +  ;i^»)— 4  ~  (1  +  ^^2)»  B  ' 

worin  die  Coefficienten  Co,  Cu  Cji  ^  von  x,  X  und  n  abhängen.  Die- 
sem Ergebnisse  kann  man  leicht  die  folgende  Gestalt  verleihen 

yaCl  +  le'r  +  yaCl  +  ^.g»)*  +  yi(l  +  Ag»)  +  y,  de 
~  (1  +  A^r»)»  iJ 

de  ,  <f;Bt  ,  rf;e 


■*■  ^"(1  -1-  kgi^B 

und  zwar  sind  hier  die  Weithe  der  mit  y  hezeichneten  neuen  Coef- 
ficienten: 

y3  =  -(2»-5)^,       y,=(2„_4)(L+iL'  +  3|i), 

,  =  <.„_„(: +  l  +  iL'+-). 

Durch  Integration  der  vorhergehenden  Gleichung  und  Substitution 
von  a  =  sin(p  gelangt  man  zu  der  Reductionsformel 

-Q.  sing)  cos  q>^((p) 

'^  {l+ksin^g>Y'-^ 

welche  für  jedes  n  gilt.  Nimmt  man  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4, 
etc.,  so  erhält  man  F2,  F3,  F4,  etc.  ausgedrückt  durch  die  drei 
Integrale 
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r,  =  f ^ 

die  beiden  ersten  gehören  zu  der  schon  vorhin  betrachteten  Form, 
dagegen  bildet  das  letzte  Integral  ein  neues  Element. 

Das  Gesammtresultat  der    ganzen  Untersuchung  besteht   nun 
darin,  dass  die  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales 

r  F(x)dx 

theils  auf  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen,  theils  auf  drei 
specielle  elliptische  Integrale  führt,  welche  entweder  in  der  algebrai- 
schen Form 

j  V(i— ;ji)(i_xv-')     J  y  1—^* 


L 


de 


(1  +  Iz^)  V(l  —  z^)  (1  —  K^e^)    . 
oder  in  der  trigonometrischen  Form 

dargestellt  werden  können.  Falls  die  letzteren  Integrale  zwischen 
den  Grenzen  9)  =  0  und  g?  =  9)  genommen  sind,  pflegt  man  sie 
elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
zu  nennen  und  folgendermaassen  zu  bezeichnen : 

F(x,  9-)  =  y  ^T .    E{^,  9)  =  f^i<P)  d<P , 


J7o(x.i,9,)  =  /^-^-^^ 


die  obere  Grenze  (p  heisst  die  Amplitude,  x  der  Modulus,  A  der 
Parameter  des  betreffenden  Integrales*). 


*)  Die  obige  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  ist  von 
Legendre  in  den  fünf  ersten  Capiteln  seines  Traite  des  fonctions  elliptiqaes, 
Paris  1825,  angegeben  worden;  sie  empfiehlt  sich  durch  einfachen  und  natür- 
lichen Gedankengang.  Elegante  Modificationen  der  Legen dre'schen  Me- 
thode verdankt  man  Eichelot  in  Crelle's  Journal,  Bd.  34,  S.  1,  und 
Weierstrass  in  Abschn.  13  des  Schellbach*schen  Werkes:  Die  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafunctionen,  Berlin  1864.     Die  allge- 
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Mittelst  der  Formeln  18)  und  19)  überzeugt  man  sich  leicht 
von  der  Richtigkeit  der  nachstehenden  Gleichungen,  welche  wir  ihres 
öfteren  Gebrauchs  wegen  zusammenstellen  und  in  denen  statt  -^(qp), 
F(7C^  <p),  E{x,  9?)  kürzer  ^,  F,  E  gesetzt  worden  ist. 


sin'^q)  ^  F  —  E 


/ 


y__^y  = lii . 


0 


/ 


fan'^cp        ^J  .  tantp  —  E 


^  ^  1    —   X2 

0 


rsec^w       -        -^  .  fanq)  +  (1  —  k^) F  --  E 
J  -^^9  = Y-ZT^^ • 

0 
0 

/sin'^  q)        1        /E  —  i(l  —  x^)  F       sin  g)  cos  (p\ 


0 


cos^q)        F  —  -^1    s^'^T  ^os(p 

ö 


j 


Hieran  knüpfen  sich  noch  ein  paar  bemerken swerthe  Folgerungen. 
DiifereDzirt  man  nämlich  das  mit  E(it,  (p)  bezeichnete  Integral  par- 
tiell in  Beziehung  auf  x,  so  erhält  man 


dE  f'sin^w  . 


i.  nach  der  ersten  Formel 

dE         E 


dx  K 


meine  -Theorie  der  Transformation,  deren  Anseinandersetznng  hier  zu  weit 
fuhren  würde,  ist  eine  Schöpfung  Jacobi's;  siehe  dessen  Fundamenta  nova 
theoriae  functionum  ellipticarum,  Regiomonti,  1829.  Hinsiclitlich  der  Bezeich- 
nung ist  zu  erwähnen,  dass  Jacob  1  unter  II  ein  etwas  anderes  Integral  ver- 
steht als  Legen dre;  es  schien  daher  zweckmässig,  das  Legendre'sche  In- 
tegral dritter  Gattung  mittelst  eines  Index  von  dem  später  vorkommenden 
Jacobi'schen  Integral  zu  unterscheiden. 
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Auf  gleiche  Weise  ergieht  sich  durch  Dififerentiation  von  F  {oCj  9) 

dF  rsin^q) 


/8in 


0 


d.  i.  nach  der  vorletzten  Formel 


dF  _       1        /E  —  (1  —  xg)J^  _  xsinq>cos(p\ 


TL    I>l9  Lande  nasche  Substitution  für  Integrale 
erster  Art. 

Wenn  man  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

statt  r   eine  neue  Variahele   o   einführt,  welche   mit  t  durch   die 
Gleichung 

sm2G>  -      ^  sm2G} 

r  =  arcian  — : -r—  *  oder  tan  x  = 


p  -f  co82ci)  p  -f-  cos2g) 

verbunden  ist,  so  erhält  man  der  Keihe  nach 

-,  «  1  +  pcos2(o  _ 

dt  =  2 —^ da), 

1  +  2pcos2ci)  +  p^ 

lA o   ♦  9  1  -f  p cos 20 

Vi  +  2pcos2(o  4-  p2 

mithin  durch  Division  und  wegen  cos2(o  z=  1  —  2sm^(ö 

dt  2  d(D 


Vi  —  p^smH        1  +  i> 


V»  -  (T^*«'"'"' 


Der  unteren  Grenze  r  =  0  entspricht  cj  =  0;  ferner  wachsen  t 
und  m  gleichzeitig,  und  wenn  daher  r  eine  obere  Grenze  erreicht 
hat,  die  hier  kurz  mit  r  bezeichnet  wurde,  so  hat  o  den  durch  die 
Gleichung  ■  . 

«^x         ^  stn2cD  j         .   /«  N 

20)         iant  = ; -—   oder    stn(2fO  —  r)!=üswT 

.      P  +  cos2a  '^  -'        ^ 

bestimmten  Werth  angenommen.  Aus  der  vorhergehenden  Glei- 
chung folgt  jetzt 
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r         dt 2        r  do 

Y  (l+py 

d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

21)  1 — 7^—  =  ff»        mithin  p  = .. 

1  +i>  ,  1  +  Vi  —  fl» 

gesetzt  wird, 

22)  2^0,,^)=       2^^^^^  ^j^ 

und  hierin  liegt  die  Reductiön  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
zweites  von  anderem  Modulus  und  anderer  Amplitude. 

In  Bezi»liiuig,aaf  die  Grössenverhältnisse  zwischen  p  und  q  so- 
wie Zwisten  t  und  to  verdient  Folgendes  bemerkt  zu  werden. 
Wegen  ii  <  1  ist  (1  +  p^  <  4  und 

.^   /  vg  >P>P^^  d.  i.  ä«  >  1)2  oder  g  >  p. 

Ans  Nro.  20)  ergiebt  sich  ferner 

99n(2&^t)  <  «inr,  also   2»  --  t  ■<  t  oder   o  <[  t. 
Die  Gleichung  22)  zeigt  demnach,  wie  ein  eUipiisoheB  Integral  auf 
ein  anderes  von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Ampli- 
tude zurückgeführt  werden  kann.    Ertheilt  man  der  Gleichung  22) 
die  umgekehrte  Form 

23)  Fin,  fi»)  =  ^-^Tip,  %), 

indem  man  q  und  C9  als  gegeben,  p  und  t  als  hieraus  abgeleitet  an- 
sieht, so  sagt  di«  Gleichung  23),  dass  sich  jedes  elliptische  Integral 
auf  ein  anderes  von  kleinerem  Modulus  und  von  grösserer 
Amplitude  reduciren  lässt. 

Die  beiden  hiermit  gewonnenen  Theoreme  liefern  zwei  bemer- 
kenswerthe  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  des  Werthes  von 
Fi^i  9^);  sie  bestehen  einfach  darin,  dass  man  entweder  den  einen 
oder  den  änderen  Satz  mehrmals  nacheinander  auf  das  gegebene  In- 
tegral anwendet. 

Im  ersten  Falle  berechnet  man  eine  Reihe  wachsender  Moduli 
^i9  2^2)  ^^^'  ^^^  zugleich  eine  Reihe  abnehmender  Amplituden  9i, 
q)2f  €ftc,  mittelst  der  Formeln 


l  +  k'  '         l+h, 
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sin(2<pi  —  9?)  =  Icsinq),        8in(2(p2  —  91)  =  ki sirnpi ,  .  .  • 
und  hat  dann  die  entsprechenden  Gleichungen 

F(k,  9)  =  j-^ F(ti,  9),),     Fih,  9i)  =  :^-~-  F(h,  tp^),  etc. 

Aus  diesen  zusammen  folgt,  wenn  bis  Jcn  und  (pn  gegangen  wird, 

oder  kürzer 


Fik,  <p)  =  Fik„,  g>„)yhhE^IK\k. 

Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Moduli  fortwährend  wachsen,  ohne 
die  Einheit  zu  überschreiten,  muss  fc„  bei  unendlich  wachsenden  n 
gegen  eine  bestimmte  Grenze  ^  1  convergiren.  Sie  bestimmt  sich 
leicht  aus  der  Relation 

welche  giebt 

1  -  7f,+i        1  -  Vir»  1 

1  -  Ä»  1  +  VC'  1  +  *»' 

und  wonach  auf  alle  Fälle 

ist.  Zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Theil  I.,  Seite  208)  Jst  nun 
Lim(l  — Ä;;^)  =  0  oder  JjimJcn  =  1.  Weil  ferner  die  Amplituden 
unausgesetzt  abnehmen,  ohne  negativ  zu  werden,  so  muss  Lim  (pn 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  <P  sein,  welche  sich  aus  der  obigen 
Rechnung  von  selbst  ergiebt.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

LimF(Jcn.  q>n)  =    f:-y=J2—  =  ltaru(\7t  -f  \0) 
0  ^ 

und  hierdurch  verwandelt  sich  die  vorige  Formel  für  F(k^  qi)  in  die 
folgende 

Fß,  <p)  =  Uau(in  +  10)  .  yM^LllJ. 

Dieselbe  gewährt  namentlich  bei  grossen  h  eine  bequeme  Rechnung, 
weil  dann  schon  k^,  Jc^  der  Grenze  1  ausserordentlich  nahe  kommen. 
So  ist  z.  B.  für  Ä  =  a* 
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Ä;  =  0,96;     Ä,  =  0,999  7917;     *j  =  0,999  9999; 
mithin  auf  sieben  Decimalen  ki  =  1,     Nimmt  man  ferner  9?  =  |;r, 
so  erhält  man 

9    =  600  O'O"; 
2  9i  —  9)  =  56»  14'  28"  30 ,         g?i  =  ÖS»  7'  14"  15 ; 
2(pi  —  (pi=  58»   6' 50",  9,  =  58^6' 39"  57; 

wegen   jfcj  =  A3  •  •  •  =  1   bricht  hier  die  Rechnung  von  selbst  ab 
und  giebt 

g>2  =  0  =  580  6' 39"  57. 
Es  ist  folglich  

ir(||,|;r)  =  ? ton 740 3' 19" 79  .  y^^^^^l  =  1,278522. 

"Will  man  dagegen  FQc,  g>)  durch  successive  Verkleinerung  des 

Modulus  und  Vergrösserung  der  Amplitude  berechnen,  so  benutzt  man 

die  Formel  23),  worin  p  aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  21),  und 

r  aus  der  Gleichung  20)  zu  bestimmen  ist.    Die  letztere  nimmt  eine 

für  die  Praxis  bequemere  Form  an,  wenn  in  der  Gleichung 

.     ,  .         tanz  —  tan  CD 

tan(t  —  o)  =  ,    ,    ^ 

1  +  tanvtana} 

rechter  Hand  für  tanz  sein  Werth  gesetzt  und  Alles  durch  sina 
und  cosa  ausgedrückt  wird;  es  ergiebt  sich  nämlich 

tanCc  —  ca)  =  - — r— ^  tono  =  Vi  —  q^tano, 
1  +p 

Berechnet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Grössen  Jci,  k^,  etc.  und  fpi, 

9^2  f  etc.  nach  den  Formeln 

1  +1/1  —  Jc2'         ^         i+VT 

tan ((pi  —  9)  =  Vi  —  Ä'ton (p ,  tan (92  —  9i)  =  Vi— k^ tan g>i, . . . 
so  hat  man  als  entsprechende  Gleichungen 

F(h,  q,)  =  l±hF(ki,  9,),     Fih,  qpi)  =  l±-b.Fih„  <pi), ... 

und  es  ist  folglich,  wenn  bis  Ji„  und  tp»  gegangen  wird, 

F{k,  9)  =  (1  +fci)(l  +fc,)  .  .  .  (1  +fc.)£i^L£-). 

Der  Grenzwerth,  gegen  welchen  kn  durch  Abnahme  convergirt,  findet 
sich  durch  die  Bemerkung,  dass 

fc,  +  ,  1  -  Vi    -  k»  kn 


&.      knii+Vi-k,')     (n-Vi-fc.«)» 

Scblömilch,  AiulyaU.    H.  20  ^/>> 
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mithin  auf  alle  Fälle 

iim^  <  1 
ist;  dies  giebt  lAmka  =  0.     Hieraus  folgt  weiter 


Lim- 


J  2»  Vi  —  kisin^fp 
o/     2«  2»  ' 


dieser  Grenz werth,  welcher  sich  bei  der  Berechnung  der  wachsenden 
Amplituden  von  selbst  ergeben  muss,  heisse  <P.  Nach  den  gemach- 
ten Bemerkungen  hat  man  nun 

F(k,  (p)  =  a> .  {i-hicOii  +  h)(i+h) . . . 

Aus  der  Gleichung  tan(<pn^i  —  9«)  =  Vi  —  k^  tanq>n  geht  übri- 
gens hervor,  dass  bei  klein  gewordenen  A*,,  nahezu  9>n  + 1  —  ^>n  =  ^m 
also  jede  folgende  Amplitude  beiläufig  das  Doppelte  ihrer  Vorgän- 
gerin sein  muss.  Genau  findet  diese  Beziehung  im  Falle  q)  =  ^tc 
statt;  es  ist  dann  q)i  =  n^  q)^  =  2n,  9>8  =  4^,  .  .  .  mithin 

und 

F(k,  i«)  =  1«  .  (1  +h)(l  +  y  (1  +Ä3)  .  .  .  . 
Der  Vergleich  mit  der  vorigen  Formel  giebt 

Fß,  Isr)  :  F(k,  9)  =  I«  :  *, 
und  hieraus  erhellt  die  analytische  Bedeutung  von  O, 

Besonders  elegant  gestaltet  sich  diese  Berechnungsmethode,  wenn 
man  sie  auf  das  Integral 

/  Va^cos^q)  +  h^sin^q)        a     \       a  ^J 

anwendet,  welches  kurz  /(a,  6,  q>)  heissen  möge.     Hier  ist 


1  bei  einmaliger  Transformation 


tan(q)i  —  q))  =  —tanq)^ 
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/(a,  5,  (p)  = 


a     a  +  b 


\  a         r  d(px 


y._(i^)w,, 


-1  f 


dq>i 


)«cos»9)i  H-  (Va6)»sm»9)j 
und  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  so  gilt  die  einfache  Relation 

Um  dieselbe  mehrmals   nach  einander  anzuwenden,  berechnet  man 
der  Reibe  nach  folgende  Grössen 


fla  =  |(a.^  +  62),  l>3  =  VMi, 


^ön  (g?i  —  9>)  =  —  tan  (p\  tan  (9P2  —  9i)  =    '  tan  g>i , 

h 
tan  ((ps  —  92)  =  —  tan  ^2 »  •  •  • 

«2 

und  erhält,  bis  a„,  b»,  9)«  gehend, 


/(«,  i>,^)  =  !/(«„  6..  .p,)  =  y^;^.^ 


Nach  dem  Früheren  ist  Lm}c„  =  0,  d.  h.  im  vorliegenden  Falle 

Lim  yi  —  f—Y  =  0  mithin  Lim—  =  1; 

die  Grössen  a„  und  b„  convergiren  also  gegen  eine  gemeinschaftliche 
Grenze,  welche  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  a 
und  h  genannt  wird.  Bezeichnet  man  dasselbe  mit  c,  so  ist  bei  un- 
endlich wachsenden  n 

2"  7   2"c  c  2- 

und  nach  dem  Vorigen 


20* 
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wo   0  wiederum   den  Grenzwerth   des  Quotienten  (pn  :  2**  bedeutet. 
Im  speciellen  Falle  9}  =  ijr  wird  0  =  ^Tt  mithin 

/(a,b,l;r)=^. 

Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  des  Integrales 


/ 


dq> 


welches  für  die  auseinandergesetzte  Methode  insofern  ungünstig  ist, 
als  a  und  h  bedeutend  differiren.     Man  hat 

a   =  25,0000000,  h   =    7,0000000; 

01  =  16,0000000,  fei  =  13,2287566; 

02  =  14,6143783,  62  =  14,5485431; 
aa  =  14,5814607,  h  —  14,5814235; 

a^  =  14,5814421    =  64  =  14,5814421  =  c; 

(p   =     600  O'O", 
gji  —  9    =    25'>52'19"87,         (pi  =    85052'19"87, 
9)2  — .  9?i  =    850   o'41"23,         g>2  =  1700  53'    1"10, 

93  —  9?2  =  170055'26"47,         9)3  =  341048' 27"  57, 

94  —  9?3  =  3410  48' 27"  72,    ^^  ,^  6830  36' 55"  29, 

|9i  =  420  56'  9"  93, 

l9?2  =  420  43' 15"  27, 

l(p^  ==  420  43' 33"  45, 

^9)4  =  42043' 33"  46, 

O  =  arc  420  43' 33"  456  =  0,7457087, 

0,7457087 

14,58144 

Das  nach  der  ersten  Methode  gerechnete  Beispiel  liefert  hierzu  die 
Probe;  es  ist  nämlich 

/(25,  7,  |:?r)  =  ±F(^,ln)  =  0,04  .  1,278522  =  0,05114088. 

Bei  denselben  Werthen  von  a  und  h  erhält  man  für  9}  =  l;r 

f(25    7    .;,) -iif- 225707963^  _  01077257 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  25  der  Werth  von  F(^,  531) 
=  2,6931425  herleiten  lässt. 


/(25,  7.  |.)  =  :^i^^  =0,0511409. 
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III.    Die  Landen'sche  Substitution  für  Integrale 
zweiter  Art. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  erwähnte  Substitution 

sin2cD 

tanr  =  — ■ — , 

p  -f-  C0S2iD 

aus  welcher  die  nachstehenden  drei  Gleichungen  folgen: 

V  4"  cos2c3 
cost  =  ^,  , 

Vi  -f  2p  cos  2  c:)  +  i)2 

Vi   —  p^stn^t  =     .  '   -^  , 

Vi  +  2pcos2G)  +  j>2 

^,^_H}±PC0s2c^)_^^ 
1  +  2pcos2(A}  +  1)2         ' 

lässt  sich  auch  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  anwenden  und 
führt  dann  zu  gleichfalls  bemerkenswerthen  Resultaten. 

Benutzt  man  nämlich  die  angegebene  Substitution  zur  Trans- 
formation der  rechten  Seite  folgender  Gleichung 

^(Pi  ^)  +  psint  =    /  (Vi  —p^sin^t  +  pcosr)dr^ 

0 

so  erhält  man 

ft>         ^     , 
■n/       \    1         .  ^    r         1  +  pcos2a}  , 

•2?Cp,i^)  +  pstnr  =  2  /     .  da, 

J   VI  +  2pcos2ca  +  p« 

__2_     ri  +I>(l-2sm2cj)^^ 
^+pj      Vi  —  g^sin^o 
wobei  wie  früher 

*     i  +p 

gesetzt  worden  ist.     Für    die  rechte  Seite    der  vorigen  Gleichung 
kann  man  schreiben 

f\(l+p)Vl  ^q^sin^o)  +  (l^p)—==L===\da> 
J  l  Vi  —  q^stnrcaJ 

0 

=  (I  +p)E(q,  o)  +  (1  -p)F(a,  o). 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  Formel 

24)  Eip,  z)  +  psint  =  (l+p)  Eia,  o)  +  (1  -p)F(q,  a,). 
Wegen  Fia,  ra)  =  i(l  •\-p)F(p,  t)  ist  ferner 

F(P,  z)  +  psim  =  (1  +p)E(,i,  a,)  +  1(1  -p*)F(p,  t) 
oder 

25)  1(1  -p*)  Fip,  i)  =  E(p,  r)  -  (1  +  p)  E(q,  m)  +  p  sin  r , 

und  hierin  liegt  der  Satz,  dass  jedes  elliptische  Integral  erster  Gat- 
tung durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung  ausgedrückt 
werden  kann. 

Die  ohigen  Formeln  gestatten  ganz  ähnliche  Anwendungen  Tsrie 
die  früheren  einfachen  Relationen  22)  und  23);  man  benutzt  sie  ent- 
weder, um  den  Modulus  eines  elliptischen  Integrales  zweiter  Art 
successiv  zu  vergrössern  und  zugleich  die  Amplitude  zu  verkleinern, 
oder  um  den  Modulus  zu  verkleinern  und  die  Amplitude  zu  ver- 
grössern. 

Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  dem  allgemeineren  Integrale 

T 

^    VI  —  p^sinH 

zeigen,  welches  aus  elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Art 
besteht,  falls  A  und  fi  irgendwelche  Constanten  bedeuten.  Transfor- 
mirt  man  nämlich  die  identische  Gleichung 

G-(Py  0  —  ^sint 
P    . 

r/  psin^r  —  CQsr  ]/l  —  p^sin^z\ cTr 

"~  /  \         ^  P  )  Vi  --  pHin^t 

mittelst  der  vorhin  erwähnten  Substitution  und  berücksichtigt  hier- 
bei die  Relation 


psin^z  —  cos  r  Vi  —  p^sin^x  =  —  cos2g)  =  2sin^(o  —  1, 
so  erhält  man 

AI 

^.       .        /A    .  2         r/,   ,      2sm2ai— 1\  d(o 

i>  l+pj\^^         p        JVl-a^s\ 


0 

Durch  Einführung  der  Abkürzungen 

P  P 

wird  hieraus 


2(1 


^1 
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tu 

n  f       \        1        .  2  r  h   -\-  ih  sin^oj  , 

G-iP^  ^)  —  if*i  stnt  =  /     /  ^  ''  (l(o. 

1  +  i>  j/   Vi  —  a^sin^-co 

Das  Integral  rechter  Hand  hat  wieder  die  Form  von  G  und  möge 
mit  Gi(q,  G))  bezeichnet  werden,  um  gleichzeitig  anzudeuten,  dass 
Ai  und  ^1  an  die  Stellen  von  A  und  (i  getreten  sind.  Zufolge  der 
Gleichung 

27)  G{p,  r)  =  — ?—  ffifa,  ro)  +  l(iiSint 

1  -r  i> 

ist  nun  das  Integral  G  auf  ein  anderes  derselben  Art  reducirt,  wel- 
ches einen  grösseren  Modulus  q  und  eine  kleinere  Amplitude  o  be- 
sitzt. Wendet  man  diese  Reduction  mehrmals  nach  einander  auf 
das  Integral 


G=       h+^^^'^      ^y 


an,  so  erhält  man  die  folgende  Reihe  der  Gleichungen 
1  +  k 


G  =  T-r-T  ^1  +  aMi  S«W9, 


2 
Gl  =  ^  G2  +  l(h8in(pu 


und  hierin  wird  man  so  weit  gehen,  bis  mit  hinreichender  Genauig« 
keit  A;„  =  1  gesetzt  werden  darf.     Der  Werth  von  Gn  ist  dann 


J  cos  CD 


cosw 

ö  ^ 

=  ßn  +  i^n)Jtan{\n  +  ig?«)  —  (inSintpn, 

und  hieraus  lassen  sich  rückwärts  mittelst  der  obigen  Formeln  6r«— 1, 
Gn—2j'''Gi,G  herleiten.  Die  zur  Ausführung  dieses  Gedankens 
erforderlichen  kleinen  Rechnungen  übergehen  wir,  weil  die  gleich 
zu  erwähnende  zweite  Methode  bequemere  Formeln  liefert. 

Aus  den  Gleichungen  26)  und  27)  folgt  umgekehrt 
ffiÖ,  P)  =  ^^Y^  [G-(P,  ^)  —  l^ism^j. 

Denkt  man  sich  Aj  und  fti  gegeben,  etwa  Aj  =  a,  fti  =  /5,  und 
daraus  A  ==.  «i,  ft  =  /3i  hergeleitet,  schreibt  man  ferner  G  für  die 
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nunmehr  primitive  Function  Gi  und  ersetzt  demnach  die  abgeleitete 
Function  G  durch  Gu  so  hat  man 

«1  =  «  +  1/*»    ßi  =lßP^ 
und  damit  ist  das  Integral  G  auf  ein   anderes    Gi   zurückgeführt, 
welches    einen  kleineren  Modulus  p  und  eine  grössere  Amplitude  r 
besitzt.     Diese  Relation  gestattet  eine  mehrmalige  Anwendung,  in- 
dem man  aus  der  Gleichung 


J  Vl^  kUin*tp 


die  folgenden  Gleichungen  herleitet 


in  denen  k\^  X^,  .  .  .  die  abnehmenden  Moduli,  tp^  9^3)  ••  •  die 
wachsenden  Amplituden  und  o^i ,  <i^3 «  •  •  •  9  ßi,  ß^j  •  •  •  Grössen  be- 
zeichnen, welche  durch  die  Formeln 

«1  =  tt  +  \ß.  ßi  =hß^i^ 

«2  =  «1+  Ißu         ß2  =  \ßihj 


bestimmt  werden.  Denkt  man  sich  die  vorigen  Gleichungen  bis  ff» 
fortgesetzt,  so  lässt  sich  G  durch  tf«  ausdrücken,  und  zwar  ge- 
schieht dies  am  einfachsten,  wenn  man  jene  Gleichungen  mit  den 
entsprechenden  Factoren 

1  +fei      1  +^1    1  +h 
2     '       2  2     ' 

multiplicirt  und  die  Producte  addirt.     Dies  giebt 
^—2/2        '2         "*        2  ** 


-i( 


— — ß8tn(pi  H — ßistnq)^  + 

1  +h    i  +  h    i  +  fc« 


+ 


2  2 


ßn^lSiflffnl 


and  darin  ist 
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Q  ^  fcl  /C2  ^      •     •     •     ^» 

P«  =  P 2^ 

Wird  nun  n  so  gross  genommen,  dass  Ä;„  mit  hinreichender  Genauig- 
keit für  Null  gelten  darf,  so  ist  um  so  mehr  /3„  =  0,  mithin 


0 


1  +  fei    1  +  h    1  +  h        1  +K^ 

2  2  2  2  " 

=  «»(1  +*i)(l  +Ä^)(1  +^)  .  .  .  (1  H-M-g-'       ' 

folglich  ist  genau  für  n  =  00 ,  wenn  wie  früher  Lim  -^  mit  0  be- 
zeichnet  und  Lima„  =  ^1  gesetzt  wird, 

a  =  4«i>(i  +Ä,)(i  +*,)(!  +  Äi,) .... 

i/i  fi  +  *i  •       .  (i+fci)(i+*»)   *i  . 

+  (i+M(L±m±^).  M,,„^3  + . . . .}. 

Zur  Abkürzung  der  für  G  gefundenen  Formel  bemerken  wir  erstens, 
dass  0(1  +  ÄJi)  (1  +  Ä^j)  .  .  .  =  F{Jc^  q>)  ist,  und  dass  zweitens  aus 
den  Gleichungen 

^»  1 i — TT  '^l»  1 — i — tT  —  Ä2,  .  .  .  . 


1  +  Äi  '  1  +  Ä,  "         1  +  Äs 

die  nachstehenden  folgen 

Nach  allen  diesen  Bemerkungen  zusammen  ergiebt  sich  zur  Berech- 
nung von  G  folgende  Vorschrift:  man  berechne  zunächst  die  abneh- 
menden Moduli  und  die  wachsenden  Amplituden  mittelst  der  For- 
meln 
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,.   _  1  -  Vi  -  &■»  i_V/l-fc» 

ian{tpx  —  (3p) -r=  Vi  —  A;2  fang?,  ton(92  —  9^1)  =  Vi  —k^tatKpw* 
so  ist  schliesslich 

28)  /  .  +  ßsin^^p 
J  Vi  —  ifc2sm»9) 

=  P(ä:,  9)(a  +  1^(1  +  \lc,  +  lÄiÄ^  +  |fcifc2Ä3  +  •  •  0) 

Für  a=  1,  ß  -=  —  h'^  erhält  man  sofort  eine  Formel  zur  Berech- 
nung von  E{k^  9) ,  nämlich 

29)  E%  cp)  =  F%  <p)  jl  -  Ik^l  +  Ih  +  \k,h  +  •••)) 

+  ^[iVklsintpi  +  \VkiJe2Sinq)2  + }' 

Im  speciellen  Falle  9  =  ^tt  wird  91  =  w,  92  =  2w,  93  =  4Jt 
etc.,  mithin  einfacher 

30)  E(k,  IJT)  =  F(k,  i;r)  [l  -lÄ»(l  +  J*i  +  ifci*»  +  •••))• 

Nach  diesen  Vorschriften  lässt  sich  auch  das  Integral 

q>  . 

Vu^cos^ip  4"  h'^stn^cpdq)  =  a£?f ,9) 

berechnen,  wobei  das  arithmetisch  -  geometrische  Mittel  zwischen  a 
und  h  wieder  benutzt  werden  kann.  Es  sind  dann  folgende  Grössen 
zu  bestimmen 


ai=|(a  +  5),         bi  =  V^,  ki  = 


K«-^) 


«1 

02 


tan((pi  —  9)  =  —  tantp,      tan((p2  —  9?i)  =  —  tan  91 , 

und  wenn  Lim  an  =  Limhn  =  c,  Lim{tpn  :  2")  =  ^  gesetzt  wird, 
60  ergiebt  sich 


Digitized  by 


Google 


Die  elliptischen  Integrale.  315 

31)  /  Va^cos'^g)  +  h'^sm^(pd(p 

0 

+  V2 (a  —  l)ai  [iVki  sin qPi  +  iVhhsintp^  +••••} 
und  specieller  für  g?  =  |ä 

32)  /  Ya^cos^q)  +  h^sin^g>dfp 

0 

=  ^{a«-(a-l')ai(l  +  jÄi  +  i*i»2  +  J^iA^Äs  +  •••}• 

Beispielweise  sei,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  a  =  25,  6  =  7;   aus 
den  dort  berechneten  Werthen  von  ai ,  bj ,  «2 ,  bj  etc.  erhält  man 

hl  =  0,5625000,        iJci  =  0,2812500, 

h2  =  0,0948122,        \1ci7c2       =  0,0133330, 

^3  =  0,0022575,        Ihkih  =  0,0000151, 

Jc^  =  0,0000013 ,       ^ki . .  ^4  =  0,0000000 , 

iVh  sinq)i  =  +  0,3740272, 

i  VäT^     sinq)2  =  +  0,0091474, 

iVkihih  sinifs  =  —  0,0004282, 


^g  Vki . .  ki  sin<Pi  =  —  0,0000005, 


8 

/ 

0 

1, 


y2bUos^(p  +  7Uin^q)  dq>  =  22,081387, 


1 1/25^ Cös2g)  +  l'^sin^q)  dq>  —.  27,163662. 

0 

Dieses  Beispiel  zeigt,  dass,  selbst  bei  ungünstigen  Verhältnissen  zwi- 
schen a  und  h,  die  Rectification  eines  EUipsenbogens  weit  leichter 
nach  der  vorigen  Methode  als  nach  den  Formeln  auf  Seite  387  des 
ersten  Theiles  ausgeführt  werden  kann.  Bei  den  angegebenen  Zahl- 
werthen  ist  nämlich  die  numerische  Excentricität  a  =  ^  wenig  von 
der  Einheit  verschieden,  und  in  Folge  davon  convergiren  die  nach 
Potenzen  von  s  fortschreitenden  Reihen  so  langsam,  dass  man  we- 
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nigstens  50  Glieder  derselben  suimuiren  müsste,  um  6  richtige  Deci- 
malstellen  zu  erhalten. 

Auf  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lässt  sich  die  Lan- 
den'sehe  Substitution  zwar  gleichfalls  anwenden,  führt  aber  dabei 
zu  complicirten,  und  praktisch  nicht  brauchbaren  Formeln.  Die  Ent- 
wickelung  derselben  können  wir  um  so  eher  übergehen,  als  sich 
später  zeigen  wird,  dass  die  Integrale  dritter  Art,  welche  Functionen 
dreier  Variabelen  darstellen,  auf  gewisse  Functionen  zweier  Varia- 
belen  zurückführbar  sind*). 


IV.   Reihenentwickelungen  für  die  Integrale  erster 
und  zweiter  Art. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  Entwickelung  der  voll- 
ständigen Integrale  F(k,  \7t),  E(k,  In)  und  bezeichnen  dieselben 
kurz  mit  K  und  E, 

a.    Entwickelt  man  in  der  Gleichung 
In 


K  = 

0 

den  Factor  von  dq>  mittelst  des  binomischen  Satzes  und  integrirt 
dann  die  einzelnen  Reihenglieder  unter  Anwendung  der  Formel 

.  „„     ,  1  .  3  .  5  .  .  .(2»— 1)     n 

0 

so  erhält  man  augenblicklich 


/ 


*)  Die  Arbeiten  von  John  Landen,  nach  welchem  die  besprochene 
Substitution  genannt  wird,  stehen  in  den  Philosophical  Transactions  von  den 
Jahren  1771  und  1775,  sowie  in  den  Mathematical  Memoirs  vom  Jahre  1780. 
Die  successive  Transformation  der  elliptischen  Integrale  zeigte  Lagrange  in 
den  Memoires  de  l'Academie  a  Turin,  1784  und  1785,  Tome  II,  woran  sich 
die  weitere  Ausführung  von  Legendre  im  Traite  des  fonctions  elliptiques, 
Tome  I,  Chap.  XVII.  bis  XIX.  anschliesst.  Das  arithmetisch -geometrische 
Mittel  hat  Gauss  eingeführt  in  der  berühmten  Abhandlung:  Determinatio 
attractionis  etc.,  Commentat.  societ.  reg.  Gotting.  rec.  Vol.  IV,  1820.  Ueber 
die  geometrische  Bedeutung  der  Lan deutschen  Substitution  vergl.  Jacobi, 
Extrait  d'une  lettre  a  M.  Hermite,  Crelle's  Journal,  Bd.  32,  S.  176,  so^ie 
Küpper,  Demons  ration  geometrique  etc.,  Crelle's  Journ.,  Bd.  55,  S.  89* 
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-)-=fi'+(i)'"+G-^y-+(ifi7i)-+"i- 

Zur  Entwickelung   von   E  kann   man   entweder  auf  analoge 
Weise  verfahren  oder  auch  die  auf  Seite  302  bewiesene  Relation 
dF(h,(p)  _       1        JEQc,  (p)  —  (l  —  k^)F(k,  y)  __  Ä;smycösyl 
ÖÄ        "~  1  —  AM  Je  zJ{k,  q>)   J 

benutzen,  welche  für  q>  =  §?r  übergeht  in 

34)  E  =  {\-lc'')(K-^h^y 
Aus  der  schon  bekannten  Reihe  für  K  folgt  dann 

35)  E=-[l-[-)  Y-(^)    3-(2T4r6)    5  "  '  *  f 

b.    Etwas  rascher  convergirende  Reihen   erhält  man  dadurch, 

dass  man  erst  mittelst  der  Landen 'sehen  Substitution  den  Modulus 

verkleinert  und  dann   die  Reihenentwickelung  vornimmt.     Nun  ist, 

wenn 

1   —   Vi   —  l^  _y 

Äi  = ^y  ,     tan  (opi  —  g?)  =  K 1  —  Ä^  tan  w 

1  4-  Vi  —  fc2 

gesetzt  wird, 

und  für  g?  =  |3r 

F(K  In)  =  l±AF(k,,  TT)  =  (1  +  k,)Fik,,l7t) 
mithin,  wenn  F(ki,\7t)  nach  Potenzen  von  k^  entwickelt  wird, 

3«)  ^='Ji±wj,+(iy,.  +  (i^)V  + |. 

Mit  E  kann  man  ähnlich  verfahren,  doch  ist  es  kürzer,  erst 
die  Gleichung  34)  so  zu  transformiren ,  dass  ki  an  die  Stelle  von  k 
tritt,  und  dann  die  Entwicklung  in  Nro.  36)  anzuwenden.  Man 
hat  nun 

ferner    durch   Substitution    des   Werthes  von   k    in    die   Gleichung 
für  E 


J^(*.<)P)  =  4-^-F(*i.9'i) 
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hieraus  folgt  nach  Xro.  3G) 

"  -='-V^l'  + <!)%•  + K^)V +  ••••!. 

wobei  der  Coefücient  von  hf*  ist: 

/1.3.5...(2n-l)y 

^*"+^H  2. 4.0... .(2«) ; • 

1  ;t« 

Ersetzt  man   in  Nro.  37)  den  Factor   1  —  ki  durch  - —       '     und 

1  H"  Äi 

multiplicirt  die  Reihe  mit  1  —  hf^  so  wird 

Dies  giebt  zugleich  eine  Formel  für  die  Länge  des  Quadranten  einer 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirten  Ellipse;  für 

7.  _  ^^^  —  ^^  ^    _a  — 5 

a  .  a  -\-  b 

und  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  a  erhält  man  nämlich 


2 

!'+(i)'(^)'+(j^y(^)' 


0 


Um  über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  Beihen  ein  ür- 
theil  zu  gewinnen,  wollen  wir  wenigstens  bei  einer  derselben  unter- 
suchen, wie  viel  Glieder  zur  Erreichung  einer  vorgeschriebenen  Ge- 
nauigkeit berechnet  werden  müssen.  Bezeichnen  wir  die  n  ersten 
Glieder  der  Reihe  in  Nro.  33)  mit  Wo,  Wi,  %,  .  .  .  «*«— i  und  den 
Rest  mit  JRn,  so  haben  wir 

X  =  «0  +  «1   4-  «»+•••  +  «n-l  +  i^n, 

-■=uH^f:^)HHm)'^'\ 1- 

Bei  einigermaassen  bedeutenden  n  ist  nun  annäherungsweis  (Theil  L, 
Seite  237) 


/l  .  3  .  5  .  .  .  (2«  — 1)Y_ 

\2  .  4  .  6 (2w)     /  ~  (2» 


+  l);r' 

2w  4-  1         ,  2n  +  3 

;; i — -^  =  1>         "t: i — :  ==  li    u.  s.  w. 

2n  +  2  '  2n  +  4 

also  nahezu 
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Soll  nun   die  Rechnung  auf  d  Decimalen   genau  werden,   so  muss 
En  <  —^  sein,  folglich  w  der  Bedingung 


(2«  +  l)(l-ft»)  . 

7-Qn  -"^     *" 


oder 

log(2n  -1-  1)  +  «  .  %(i^  >  «  +  7o<,(^^-J_^) 

genügen,  woraus  man  n  durch  Versuche  leicht  findet.  Hiernach  ist 
für  k  =  -g  und  bei  einer  Genauigkeit  von  6  Decimalen  n  so  zu  wäh- 
len, dass 

log(2n  4-  1)  +  M  .  0,19382  >  6,4437 
und  hierzu  gehört  mindestens  die  'Gliederzahl  n  =  25.     Aehnliche 
Betrachtungen  gelten  für  die  übrigen  Reihen,  und  man  ersieht  dar- 
aus, dass  die  vorigen  Formeln  nur  bei  kleinen  k  praktischen  Werth 
besitzen. 

c.  Um  Reihenentwickelungen  zu  erhalten,  die  für  grosse,  d.  h. 
der  Einheit  nahe  kommende  k  eine  leichte  Berechnung  von  K  und 
E  gestatten,  schicken  wir  eine  Erörterung  über  gewisse  bestimmte 
Integrale  voraus. 

In  der  Gleichung 

0  ' 

bezeichne  W  den  noch  unbekannten  Werth  des  rechts  stehenden  In- 
tegrales; man  erhält  dann  durch  beiderseitige  Differentiation  in 
Beziehung  auf  /3,  welche  hier  aus  nahe  liegenden  Gründen  erlaubt 
ist, 

8  TT         r.^    r  a^^^^ 


_2ß   /' ^ 


dß  ^  J  (1 4- «2a;2)(l  4- /?2:r2)"~  «(«  +  /?)' 

0 

mithin  umgekehrt 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  W  ver- 
schwindet, wenn  /3  =  0  wird;  es  ist  folglich  Const.  =■  —  la  und 
vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  W 
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J    1  +  a^x'^  ix    \     a     J 


0 

Durch  Substitution  von 


«  =  -7==,  /5=1,  X^::^COiO 

Vi   —  £2 


folgt  weiter 


/^    ZsmflcgO      _        n     Z(l  +  Vi  -  g^) 
"^^^  7  1  -  a^s^n^ö  ~        2  *        Vi  _  £2       ' 

worin  selbstverständlich  €  ein  echter  Bruch  sein  muss.  Schreibt  man 
statt  dieser  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

In  1 

dz 


J  1  —  f^si^aö  ""  .      2  J  Yi  __  fc2jp2  '  1 


so  kann  man  beide  Integrale  leicht  in  convergirende  Reihen  ent- 
wickeln, die  nach  Potenzen  von  £  fortschreiten.  Die  Vergleichung 
der  Coefficienten  von  f^"  giebt  dann 

i^  1 

I    '  7nn     1   ^   n^ü  ^     1.3.5...(2n  — 1)     C    e^^      , 

J  2  2.4.6...(2n)      J   l  +  si 

und  durch  Ausführung  der  auf  z  bezüglichen  Integration 


1 


n 


40)  I  sin^'^e  .  l sin  6  de 

2  2.4...(2w)       1  1^2  ^  2n| 

Die  Formel  39)  lässt  sich  ferner  wegen  der  identischen  Glei- 
chung 

folgendermaassen  darstellen 


r   l  sine  de     _      n        U  n    7/<l+j_Lzi_!!\ 

J   1  —  £2sf^20  —       2  •  yi  _  £2       4  '    Vi  _  Vi  —  «V 


0 

oder  auch 
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a^  1 

Vi  —  £2  "^   ä7   1  —  a^g^v^ö  —         J   1  —  (l-£2)^2- 

"Wir  setzen  hierin  s  =  Äsmg?,  multipliciren  beiderseits  mit  dq)  und 
integriren  zwischen  den  Grenzen  9?  =  0  bis  9?  =  |ä;  es  ist  dann 

*sin2  9?sm2d 

5^    1 

yr d(pdu 
J  1  —  (1  — Ä2^ 


l{ksinfp)dq>      .     2^    /'      /'      l  sind  dtp  i 


0 
Das  erste  Integral  linker  Hand  zerfällt  in 

/  Vi  —  kUin^<p        /  Vi  —  Ä^sm^y 
^     Vi  —  kUin^g)' 


^sin^g))u^ 


=  K.lh  + 

ö 

das  nächste  Doppelintegral  wird  bei  umgekehrter  Anordnung  der 
Integrationen  zu 


^   flsinOdO    [—--—% 
n  J  J  cos^g)  4-  (1  —  Ä2 


,    cos^g)  +  (l  —k^ sin^ 0) sin^ g> 

l  sine  de 


ylsined 
Vi    —  jfc2i 


^     .  .        .Jsin^e 


wobei  die  Formel  9)  auf  Seite  413  des  ersten  Theils  angewendet 
worden  ist.  Im  letzten  Doppelintegral  giebt  die  umgekehrte  An- 
ordnung der  Integrationen  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 


1  sn 


äu'  "^ 


0 


2)  cos^  9?  +  [1  —  (1  _  kl)  «*2]  sin^  <p 


2/  V(l-W0[l-(1-Ä2)t*2]         2      \  2/ 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  Vi  —  Ä;^  mit  k'  und  JF'Cä',  gsr)  mit 
K\  so  haben  wir  nach  allen  gemachten  Bemerkungen 

Schlömilch,  Analysis.    H.  21 
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I- 


^^  r     lsing>ä^        ^     r      IsinQde       ^,|^. 

/  Vi  —  kUin'^g)        /  Vi  —  k^sin'^d  2 

Die  beiden  hier  vorkommenden  Integrale  sind  gleich,  weil  auf  den 
Integrationsbuchstaben  nichts  ankommt;  es  fo]gt  daher 


In 


r    isinoae     ^  _        _ 

J  Vi  -  &«sm«Ö  ^  * 

und  analog,  wenn  IJ  für  Ic  gesetzt  wird, 


U 


J  Vi  — A^-^szVÖ  ^  * 

Diese  Gleichung  ist  es,  welche  bei  grossen  Ic  also  kleinen  V  zur 
Berechnung  von  K  dienen  kann.     Schreibt  man  nämlich 


I" 


^=n^'\i^)~lijyi 


IsinOdO 


80  hat  man  erstens  nach  Nro.  33) 

|..  =  x  +  (i)V.  +  (H)V.  +  (i^3V  +  ..., 

ferner  kann  man  (1  —  J(f'^sin^ff)  ^  mittelst  des  binomischen  Satzes 
entwickeln  und  die  einzelnen  Reihenglieder  nach  Formel  40)  inte- 
griren ;  als  Resultat  der  angedeuteten  Operationen  findet  sich 

+ 

Hieraus  entspringt  folgende  Vorschrift.     Mittelst  der  Formeln 
=  ^(^j,     «2  =  «0  —  1. 


«0 


berechne  man  successiv  die  Grössen  «o,  «2>  «4  etc.,  welche,  beUäuüg 
gesagt,  gegen  die  Grenze  Hij)  convergiren;  nachher  hat  man 
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43)  E=ao  +  (I)*«»*''  +  (^)*«4Ä'«  + 

Um  die  entsprechende  Formel  für  E  zu  erhalten,  transformiren 
wir  erst  die  Gleichung  34)  so,  dass  ^  an  die  Stelle  von  k  tritt 
^un  ist 

und  daraus  wird,  wenn  für  k  sein  Werth  Vi  —  Ä'^  gesetzt  wird, 

Auf  die  Gleichung  42)  angewendet,  giebt  diese  Belation 

44)  £=.  +}[,(*) -j2.]v. 

+(in[<i)->-ä^]- 

+  . 

und  daraus  entspringt  folgende  Torschrift.     Mittelst  der  Formeln 

^^  =  ß^  ""r72.~3T4'       '''  =  '*^""  3~i  ""5~6' 

berechne  man   die  Grössen  ^82,  ^84,  etc.,  welche  gegen  die  Grenze 

M  T/j  convergiren;  es  ist  dann 

45)    £ = 1 + i^.Ä'» + (ly  |/'**'* 

Beispiel  weis  nehmen  wir  Ä  =  JJ,  also  Ä/  =  ^,  die  Werthe  von 

1^2 )  jSi)  etc.  sind  in  diesem  Falle 

/J2  =  2,1592  6004,      184  =1,5759  2671,      ft   =1,4592  6004, 
ß^  =  1,4080  6956,      1810=  1,3791  0131,      j3i2=  1,3604  1444, 

und  liefern  weiter 


21* 
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1  =  1 

l./J.^Ä!'«    =  0,0846  4299 

fiy^ß^h'*    =0,00181622 

{j^'^ß^^'    =0,0000  8241 

(jT^e)' T^'^''  =0,0000  0455 

GTiiy  Ä'''^*'''^  0,0000  0027 

E  =  1,0865  4646. 

Durch  Multiplication  mit  25  ergieht  sich  hierans  die  Länge  des 
Quadranten  einer  aus  den  Halbachsen  25  und  7  construirten  Ellipse 
=  27*163662,  übereinstimmend  mit  dem  auf  Seite  315  gefundenen 
Zahlwerthe  *). 

d.     Um  nun  auch  die  unvollständigen  Integrale  F(k^  9?)  und 
E(kj(p)  in  unendliche  Beihen  zu  verwandeln,  setzen  wir  zunächst 

1  _  Vi  -  Jc^        ,        .        ,  2Vh 

=  =r  /Gl    oder    K  = 


and  erhalten 


Vi  —  k'8in''cp 
1  +»1 


worin,  wie  gewöhnlich,  i  =  V —  1  ist.  Die  hier  vorkommenden 
Potenzen  vom  Grade  —  |  lassen  sich  nach  dem  binomischen  Satze 
in  Beihen  entwickeln,  welche  auch  dann  noch  convergiren,  wenn 
man  deren  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt.     Jene  Rei- 


*)  Die  in  Abschn.  a.  entwickelten  Reihen  finden  sich  schon  in  Euler's 
Werken;  die  Formeln  42)  und  44)  sind  zuerst  Yon  Legendre  nach  einem 
nicht  hinreichend  genauen  Verfahren  abgeleitet  worden  in  den  M^moires  de 
l'Acadömie,  1780,  pag.  630  und  im  Traite  des  fönet,  ellipt.  Tome  I,  p.  65. 
Den  obigen  Beweis  hat  der  Verfasser  gegeben  in  der  Zeitschr.  t  Mathem. 
und  Phys.  Jahrg.  2,  S.  49. 
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hen  dürfen  daher  ohne  "Weiteres  miteinander  multiplicirt  werden 
und  liefern  ein  Product,  welches  unter  Anwendung  der  Formel 

die  folgende  Gestalt  annimmt 

46)        .  =aQ'^a2C0s2q>  +a4Cös4g?  —  ascosßg)-^*** 

Vi  —  Ä^siVg? 

Die  Coefficienten  «o»  ^i  ^4»  etc.  sind  selbst  wieder  unendliche  Rei- 
hen, und  zwar 

'       a,  =  (1  +Ä,){l  +  (1)%!»  +  (ifl)'**  + 1 

«.  =  2(1  +..){i*.  +  (ly  1^»  +  {j^Jj^!  +  •  •  •} 

u.  s.  w. 
Wie  man  aus  Nro.  36)  ersieht,  kann  man  üq  kürzer  durch 

7t 

ausdrücken,  und  es  ist  daher  zu  erwarten,  dass  auch  03,^4,  etc.  auf 
vollständige  elliptische  Integrale  zurückführbar  sein  werden.  In  der 
That  hätte  sich  schon  o©  rascher  aus  der  Gleichung  46)  bestimmen 
lassen;  multiplicirt  man  nämlich  letztere  mit  äff  und  integrirt  zwi- 
schen 9  =  0  und  g)  =  ijr,  so  bleibt  nichts  weiter  übrig,  als 


/; 


d(p  7t 


j/  Vi  --  kUin^g)  2  ' 

woraus  für  «o  derselbe  "Werth  wie  vorhin  folgt.  Multiplicirt  man 
ferner  die  Gleichung  46)  mit  2  cos  2  9,  zerlegt  rechter  Hand  jedes 
doppelte  Gosinusproduct  in  die  Summe  zweier  Cosinus,  setzt  dann 
noch  den  Factor  dg)  hinzu  und  integrirt  wie  vorhin,  so  ergiebt 
sich 

^    /       cos2wdw  7t 

J  Yi  —  kUin^g)  ^ 

mithin  umgekehrt  wegen  cos  2  9  =  1  —  2sin^g> 

«2  =  —   /  .,/  d(p  =  —|2 — — K\* 

üeberhaupt  kann  man  auf  ähnliche  Weise  a2»  durch  das  bestimmte 
Integral 
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,      ,N    4     r    cos2i 


2nq)d(p 


Vi  —  k^sin^q> 

ausdrücken,  jedoch  würde  die  völlige  independente  Entwickelung 
desselhen  ziemlich  weitläufig  ausfallen.  Es  ist  deswegen  hesser,  die 
GoefQcienten  04,  a«,  etc.  auf  die  vorigen  zurückzuführen,  wozu  fol- 
gende Bemerkungen  dienen  werden. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  46)  ergieht  sich 
Jc'^  &in<p  cosq) 
V(l  — Ä2sm29?)3 
=  2a^sin2(p  —  4a4sm4g?  -1-  Qa^sin^fp  —  .  •  . .; 
diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit 

nnd  zerlegen  rechter  Hand  die  doppelten  Frodncte  ans  Sinns  und 
Cosinns  in  Summen  je  zweier  Sinus;  wird  hierbei  zur  Abkürzung 
2(2-fc«)_  , 

¥^      —*■ 

gesetzt,  so  ist  das  gehörig  angeordnete  Product- 

2sm2op  ,^,  .     N   .   ^ 

■  ,  =  (2ka2  — 4a4)stn2g> 

Vi  —  hHin^ip 

+  (203  —  4Aa4  +  606)5^49 

—  (4a4  —  6Aa6  +  ^0L^)sinQ(p 

+  (606  —  8  ^«8  +  10aio)s«w89 


Andererseits  erhält   man  direct  aus  Nro.  46)  durch  Multiplication 
mit  2  sin  2  (p 

Kl  —  h^stn^(p 

+  (ßs — <h)sin^q>  —  (ag  —  a^)8in^(p 

+  (ö^io  —  as)sinSq>  —  •  •  • 
mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin2(p 

2ao  —  a4  =  2^02  —  4a4    oder    3a4  =  2{la^ — Oo) 
und  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  8in(rn  —  2)9?,  wohei 
m  eine  gerade  Zahl  ^  4  sein  muss, 

{m—\)ant  =  (w  — 2)Aa^_2  —  (w  — 3)a,„_4. 
Zur  Berechnung  der  Grössen  Oo,  02 ,  04  etc.   dienen  also  folgende 
Formeln 
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2  's  2 

4Aa4  —  3a2                    6Aa6  —  004 
06  = g 1        «8  =  j »  ^'  s-  w* 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  46)  mit  d(p  und  integrirt 
von  9>  =  0  bis  9?  =  9?,  so  gelangt  man  zu  der  Entwickelung 

47)  ^(Ä,  qp)  =  ao9  —  |a2S«'w29  +  \aiSin4:(p -'laßSin6(p-\- "• 

Nach  einem  völlig   analogen  Verfahren   lässt  sich  E(Jc,<p)  in 
eine  Reihe  von  ähnlicher  Form  verwandeln.     Aus  der  Gleichung 

Vi  —  k^sin^g)  =      J^      (1  +kie+^^9>f(l  +  Tc^e-'^^^y 

1    -|-   Äl 

erhält  man  zunächst  mittelst  des  binomischen  Satzes  eine  Entwicke- 
lung von  der  Form 

48)  Vi  — h'^sin^fp  z=:'bo-{-})2(^Os2^  —  ^4  cös  4  9  +  tg  cos  6  g? , 

v^orin  sich  die  beiden  ersten  Coefficienten  wie  früher  bestimmen  las- 
sen.    £s  ist  nämlich 


/ 


Vi  —  k'^sin'^(pdfp  =  l>oir   oder  l>o  =  —E\ 

2  7t 


femer 


mithin 


2   /  Vi  —  k^sin^q)  .  cos2tpdtp  =  1>2-t 
0 


I- 


62  =  —  /Vi  —  Ä2sm2^(l  — 2sm«9))i9 

0 

und  durch  Beduction  dieses  Integrales 

4     (2  — Ä2)jEj_  2(1— ä2)Z 

Multiplicirt  man  femer  den  Diflferentialquotienten  der  Gleichung  48) 
mit  k  4"  2  cos  2  (f,  so  erhält  man  linker  Hand  denselben  Ausdruck, 
als  wenn  man  in  Nro.  48)  beiderseits  den  Factor  2 sin  2  (p  zusetzt; 
die  Yergleichung  der  Coefficienten  in  den  so  entstehenden  Reihen 
giebt 

und  für  jedes  gerade  1»  >  4 
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(w  +  l)K  =  (w  —  2) A5^_3  —  (m  —  3)  a«-«. 
Zur  Berechnung  der  Grössen  5o»  ^2  etc.  dienen  hiemach  folgende 
Formeln 

4Al>4  —  102          ^         6A5ß  —  354 
Oß  =  j »         Os  = ,  u.  s.  w. 

und  nun  ergiebt  sich  aus  Nro.  48)  durch  Multiplication  mit  d<p  und 
Integration  von  (p  =  0  h'iB  (p  =  (p 

49)  EQc,(p)  =  hoff  +  \b2sin2q)  —  \1)^sin4:g)  +  IhßSinßg) • 

"Will  man  für  einen  und  denselben  Modulus  gleichzeitig  F{ky  q)) 
und  E{kf  ff)  berechnen,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  Coefficienten  bo» 
^2,  etc.  aus  ao,  «2,  etc.  herzuleiten.  Die  hierzu  nöthigen  Reduc- 
tionsformeln  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  durch  Differentia- 
tion von  Nro.  48)  erhaltene  Gleichung 

k^sinwcosq)  «,     .   r»  ^x     .    . 

,  .  ^      =  2o2Stn2q)  —  ^o±stn4w  +  .  .  • . 

Vi  —  kUin'-(p 
mit  der  früheren  Entwickelung 

■y  =  (2ao  —  ai)stn2g)  —  {oq  — aß)szn4(p  -{-.-.• 

Vi  —  k^sin^(p 

vergleicht,  indem  man  die  erste  mit  4,  die  zweite  mit  k^  multipli- 

cirt;  es  findet  sich  zunächst 

hi  =  |Ä;2(2ao  — 04) 

und  für  jedes  gerade  m  ^  2 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  Nro.  49),  so  kann  das  Resultat  in 
folgende  Rechnungsvorschriffc  gekleidet  werden:  man  bestimme  die 
Grössen  Co,  Cg,  C4,  etc.  mittelst  der  Formeln 

Co   —-Cr,       C2    = , 

7t  4 

^     (h   —   «6  ^  «4  «8 

«4  — JT— '     ^  =  — gl — »  ^-  8-  w.; 

es  ist  dann 

ÖO)    JE;(ä,  g?)  =  Co  +  iÄ;2(c2Sm29)  — C4sm49) +  C6sm6g? — ••) 
Um  zu  zeigen,  in  wie  weit  diese  Formeln  praktisch  anwendbar 
sind,  wollen  wir  nach  denselben  den  Fall  jfc  =  ||,  (p  =z\%  behan- 
deln.   Es  ist  dann 
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.         387 
144' 

£■=  2,6931425,     E  = 

1,0865465; 

Oo    = 

0,6366  ä: 

=  1,71451; 

Co   =  0,69172 

(h  = 

l,4898Jr-. 

2.7631^=  1,01018; 

Ca  =  0,74899 

tti  = 

1,8999  JE" — 

4,3109^=  0,43306 

C4   =  0,05034 

06    = 

2,6632  £- •— 

6,4131  E  =  0,20468 

Cß  =  0,00922 

«8    = 

3,9852JE-  — 

9,7851  JE7=  0,10125 

Cs  =  0,00239 

«10=^ 

6,2188  7f — 

15,3675  i;=  0,05143 

;        Cio=  0,00075 

ai2  = 

9,9700  Ä' — 

24,6887^=0,02658 

,        Ci2  =  0,00026 

«14  = 

16,276  JE"    — 

40,331  E    =  0,01390 

Ci4  =  0,00010 

«16  = 

26,910  JT    — 

66,697  E    =  0,00733 

Cie  =  0,00004 

«18  = 

44,911 -ff    — 

111,321^    =  0,00388 

;         Ci8=  0,00002 

«20  = 

75,495  JE"    — 

187,134^    =  0,00205 

;           C20  =:  0,00001 

«22  = 

127,63  JT      — 

316,37 -E7      =0,00105 

«24  = 

216,77  JT      — 

537,35  E      =  0,00049 

F0A^  l^)  = 

=  1,27853;     EdUn)  = 

=  0,88326. 

Die  Coefficienten  o© ,  «2 ,  etc.  sind  hier  vollständig  durch  K  und  E 
ausgedrückt  worden  (was  für  gewöhnlich  überflüssig  ist),  weil  da- 
durch ersichtlich  wird,  dass  der  Coefficient  a^  die  Form  pK  —  qE 
hat,  worin  jp,  g  rasch  wachsen.  "Will  man  daher  eine  erhebliche  Ge- 
nauigkeit erreichen,  so  muss  man  vorher  K  und  E  sehr  scharf,  d.  h. 
auf  ungefähr  12  Decimalen  bestimmt  haben  und  selbstverständlich 
weit  mehr  Reihenglieder  berechnen,  als  hier  geschehen  ist.  Aus  die- 
sen Bemerkungen  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  die  Formeln  47)  und 
50)  nur  einen  theoretischen  "Werth  besitzen  *). 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lassen  sich  zwar  Rei- 
hen von  ähnlicher  Gestalt  entwickeln,  jedoch  sind  die  darin  vor- 
kommenden Coefficienten  von  so  complicirtem  Bau,  dass  die  betref- 
fenden Reihen  keinen  Nutzen  gewähren. 


*)  Die  oben  abgeleiteten  Formeln  stimmen  im  Wesentlichen  mit  den  von 
Legendre  im  Traite  des  fonct.  ellipt.  Chap.  84  gegebenen  überein,  nur  sind 
sie  hier  einfacher  dargestellt  worden. 
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V.    Das  Additionstheorem  für  die  Integrale 
erster  Art. 

Aus  den  Elementen  der  Integralrechnung  weiss  man,  dass  sich 
die  Integrale  echt  gebrochener  rationaler  Functionen  durch  Loga- 
rithmen und  Kreisbögen  ausdrücken  lassen,  und  dass  die  Integrale 
irrationaler  Functionen,  falls  letztere  nur  ein  Badical  von  der  Form 
y a  -|-  ^^  +  ca;2  enthalten,  gleichfalls  auf  jene  einfachen  Functio- 
nen zurückkommen.  Steigt  aber  die  unter  der  Quadratwurzel  ste- 
hende Grösse  auf  den  dritten  oder  vierten  Grad,  so  reichen  die  frü- 
heren Integrationsmittel  nicht  mehr  aus,  und  die  Reduction  führt 
dann  auf  die  drei  elliptischen  Integrale,  welche  demnach  den  Loga- 
rithmen und  Kreisbögen  gewissermaassen  verwandt  sind  und  sich  in 
der  That  bei  verschwindendem  Modulus  auf  jene  Functionen  redu- 
ciren.  Man  kann  daher  sagen,  dass  die  Logarithmen,  die  cyclome- 
trischen  Functionen  und  die  elliptischen  Integrale  ihre  gemeinsame 
Quelle  in  der  Integralrechnung  haben,  denn  wenn  auch  die  beiden 
ersten  Functionen  nicht  schon  aus  der  Algebra  und  Trigonometrie 
bekannt  wären,  so  würde  man  durch  die  Integralrechnung  genöthigt 
worden  sein,  Integrale  von  den  Formen 


/'''     I\ 


dx 


Vi  —  x^ 

zu  betrachten  und  irgendwie  zu  benennen.  Für  die  vorliegenden 
Functionen  gelten  nun  bekanntlich  die  Gleichungen 

Za?  +  Zy  =  Hxy),  

aresin  X  +  arQsiny  =  aresin  (xVl  —  y^  +  J/Vl  —  a?^), 

sie  haben  also  die  Eigenschaft  gemein,  dass  zwei  mit  verschiedenen 
Argumenten  x  und  y  versehene  Functionen  derselben  Art  zu  einer 
Function  der  nämlichen  Art  vereinigt  werden  können,  deren  Argu- 
ment nach  einer  bestimmten  Kegel  aus  x  und  y  zusammengesetzt  ist. 
Allgemein  ausgedrückt ,  heisst  dies ,  sowohl  für  f(x)  =  Za?  als  für 
f(x)  =  aresin  X  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  je?  auf  gewisse  Weise  von  x  und  y  abhängt.  Bei  der  Ver- 
wandtschaft zwischen  den  eben  genannten  Functionen  und  den  ellip- 
tischen Integralen  lässt  sich  erwarten,  dass  für  letztere  ähnliche  Re- 
lationen bestehen  werden,  und  es  ist  dann  zu  untersuchen,  wie  in 
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diesem  Falle  e  von  x  und  y  abhängt.  Bevor  wir  dazu  übergehen, 
■wollen  wir  erst  die  beiden  einfachen  Fälle  f{x)  =  Ix  und  f(x)  = 
aresin  X  betrachten,  um  an  diesen  das  nöthige  Verfahren  auseinander 
zu  setzen. 

Wir  denken  uns  die  Function  f(x)  definirt  durch  die  Gleichung 


'dx 
X 


51)  f(x)  =  f' 

1 

und  stellen  die  Aufgabe,  y  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

52)  fix)  Jrm=  G 

erfüllt  wird,  in  welcher  C  irgend  eine  Constante  bezeichnet.     Durch 
Differentiation  folgt  zunächst  vermöge  der  Bedeutung  von  / 

—  +  ^  =  0 
X  y 

oder 

53).  ydx   -^^  xdy  =z  0\ 

mithin  ist  durch  Integration 


/  ydx  +    /  xdy  =  const. 


Wendet  man  auf  jedes  dieser  Integrale  die  theilweise  Integration  an, 
so  erhält  man 

2xy  —    /ixdy-\-y  dx)  =  cdnst. 

d.  i.  wegen  Nro.  53) 

2xy  =  const,    oder    xy  =  c. 
Dem  ursprünglichen  Sinne  der  Aufgabe  entspricht  also  die  Lösung 

/(a.)+/(j)  =  C; 

im  speciellen  Falle  ic  =  l  verschwindet /(a?),  daraus  folgt  C  =  /(c), 
mithin  ist  auch 


/(^)+/(j)=/(c). 


c 

Beachtet  man  noch,  dass  c  und  ebenso  —  jeden  beliebigen  Werth  ha- 

c 
ben  kann ,  so  darf  man  —  mit  irgend  einem  Buchstaben,  also  auch 

X 

mit  y  bezeichnen,  woraus  c  •=  xy  folgt.   Die  nunmehrige  Gleichung 
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drückt  in  der  That  die  Fundamentaleigenschaft  des  Logarithmus 
aus  und  ist  hier  lediglich  aus  der  Integraldefinition  in  51)  her» 
geleitet. 

Es  sei  zweitens 


X 

m  =  / 


dx 


und  wiederum   die  Gleichung  52)  zu   erfüllen;   die  Differentiation 
gieht  dann 

54)-  -7JL=  +  -7J£=  =  o 

Vi  -a?2        Vi  —  y3 
oder 


Vi  —y^  .  dx  +  Vi  —  x^  .dy  =  0, 

mithin 

y  Vi  —  y^  .  dx  +  y  Vi  —  x^  .  dy  =  const. 
Bei  theilweiser  Integration  ist  ferner 

mithin  durch  Addition 

,Vrrp  +  ,Vr=^  +ßy(^^^+^y  const 

Wegen  Nro.  54)  verschwindet  das  Integral  und  es  hleiht  einfacher 

a?Vl— 3^2  ^  yVl-x^  =  c, 
womit  nun  die  Bedingung  gefunden  ist,  unter  welcher  die  Relation 
/(^)  +  /Ö^)  =  C  besteht.     Für  a?  =  0  wird  y  =  c,  /(O)  =  0  und 
C=/(c)also 

f(^)+f(y)  =/(€)' 
Da  c  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  so  kann  man  schliess- 
lich auch  ier  f ür  c  schreiben  und  sagen ,    die  Gleichung  f(x)  -\-  f{y) 
=  f{/)  gilt  unter  der  Bedingung 

e  =  xVl—y^  4-  yVl-aj2, 
womit  das  Additionstheorem  für  f{x)  =  aresin  x  analytisch  abge- 
leitet ist. 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Function 
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X 

55)  fix)  =  r,     '^^ 

J  V(l— «'')(1— **a;2) 
in  folgender  Weise  anwenden.     Wenn  zunächst 

56)  /(x)-f-/(2/)=Cf 
sein  soll,  so  giebt  die  Differentiation 

57)  ^^  ,  ^y  ^  Q 
V(l  — a;2)  (1  -  hH^)        V(l  - 1/2)  (1  -  h^y^) 

oder 

58)  y (1  —  2/2)  (1  —  ^2^2)     ^^    ^    y(i  _  ^2)  (1  _  ^2a;2)  .  c?«/  =  0. 

Diese  Gleichung  dividiren  wir  durch  1  —  k^x^y^  und  integriren; 

es  ist  also 

59^     m  -y^)il-lc^^)       '       rVil-x'^jl-k^x^)        _ 

Mittelst  theilweiser  Integration    findet   sich  leicht,   wenn   zur 
Abkürzung 
xy  [2 fe2 (^2 4. ^2) _ (1  ^  ^2) (1  ^  Ic^x^y^)]  _  _2^2^V_^ 

(1— Ä;2a?2^2)3  ^'      (1— Ä;2a;22/2)2       ^ 

gesetzt  wird, 


j     i—ji 


(1  -  ä;^)  ^^  ^  V(i~i/0(i-fcV)^ 


'Jc^x^y^  1— Ä;2a;2^2 

Die  entsprechende  Transformation  für  das  zweite  Integral  in 
Nro.  59)  ergiebt  sich  hieraus  durch  gegenseitige  Vertauschung  von 
X  und  y,  dabei  ändern  sich  aber  die  symmetrischen  Functionen  P  und 
Q  nicht,  mithin  ist 


■V(l_a;-i)(i— fe2^^)        _  V(l  — a;2)(l>-fe2a;2) 

l_;fc2a;2^2  2/—  .     l_Ä2a;2^2  ^ 


/ 

-    r-—=£^ =  —    rQVil-x-^)0--kH^)dy. 

Nach  Suhstitutlon  dieser  Ausdrücke  verwandelt  sich  die  Glei- 
chung 59)  in 

aVÖ"-  y^)  (1  -  fc^j/")"  +  y  V(l  —  ap  (1  -  fe^agj») 
1— fc«a;»y» 

J    ^Vii—x^ii—kHi)     V(i— y2)(i  — Äy)i 

— /'«{y(l  —  y2) (1  _ ÄV) <?«  +  V(l  -a;2)(l— &»a;«)dy}  =c 
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d.  i.,  weil  nach  Nro.  57)  und  58)  die  beiden  Integrale  verschwinden, 

xVil  -  yp  (1  -¥^)  +  y V(l  -  X')  (1  -  h-^x^)  _ 

^^^ 1-Ä'xV  .  -  "• 

Diese  Gleichung  spricht  die  Bedingung  aus,  unter  welcher 
f(x)  4"  f(y)  =  C  ist.  Für  a?  =  0  giebt  sie  y  =  Cj  und  da  gleich- 
zeitig/(O)  =  0  ist,  so  bleibt  G  =  f(c),  mithin  enthält  Nro.  60)  die 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung 

Schreibt  man  endlich  e  statt  der  willkührlichen  Grösse  c,  so  hat 
man  den  Satz:  wenn 

_  xVil  -  f/2)  (1  -  h'^y^)  +  y  V(i  —  ^^)(i  -  fe^^) 

genommen  wird,  so  ist 

äy 


V(l-a;2)(i_Ä2a,s)       J  y(l  -  y^)  (1  -  Ä V) 

dz 


=  / 


Für  a?  =  smg>,  p  z=z  sinilf,  z  =  sinö  erhält  dieser  Satz  fol- 
gende Form:  wenn 

.,.  .   ^        sin(pcosipJ(^)  +  sintcosg)^((p) 

Dl)  S«Wo  = :; T  o    .  n r"T"i 

^  1  —k^stn^(pstn^if 

genommen  wird,  so  ist 

FiKg))  +  F(7c,t)  =  F(lc,ö). 

Zufolge  dieses  sogenannten  Additionstheoremes  lassen  sich 
zwei  mit  gleichem  Modulus  und  verschiedenen  Amplituden  versehene 
elliptische  Integrale  erster  Art  zu  einem  einzigen  Integrale  gleicher 
Art  zusammenziehen. 

Bei  der  fundamentalen  Bedeutung  dieses  Theoremes  ist  vielleicht 
ein  zweiter  Beweis  desselben  nicht  überflüssig,  welcher  darauf  hin* 
auskommt,  das  Integral 
a 

62)  f-j=J^==  =  F{h,a)     - 

^    Vi  —  k^stn^ri 

durch  Einführung  einer  neuen  Variabelen  zu  transformiren.     Setzt 
man  nämlich 


63)  cosß  cosri  —  sinß  sinri  Vi  —  k^sin^i  =  cos^^ 


Digitized  by 


Google 


Die  elliptischen  Integrale.  335 

Bo  entspricht  der  unteren  Grenze  iy  =  0  der  Werth  g  =  j3,  und 
wenn  rj  =  a  geworden  ist,  so  hat  f  einen  Werth  y  angenommen, 
welcher  aus  der  Gleichung 

64)  cosß  cosa  —  sinß  sina  Vi  —  k^sin^y  =  cosy 

zu  berechnen  ist.  Um  ferner  dt}  durch  d^  auszudrücken,  könnte 
man  ij  aus  der  Gleichung  63)  entwickeln  und  dann  differenziren ; 
rascher  führt  die  Bemerkung  zum  Ziele,  dass  die  Gleichung  63)  auch 
unter  den  beiden  Formen 

65)  cos^cosß  +  sintsinß  Vi  —  k^sin^i]  =  cosrjy 

66)  cos^cosTi  +  sin^sini]  yl  — k^sin'^ß  =  cosß 
dargestellt  werden  kann..  Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn 
man  die  Gleichungen  63),  65)  und  66)  rational  macht;  weil  aber 
dabei  die  Vorzeichen  der  Radicale  verloren  gehen,  so  bedarf  die 
Richtigkeit  dieser  Vorzeichen  eines  besonderen  Nachweises.  Nun 
geht  die  Gleichung  63)  für  k  =  0  in  cos  (ß  -|-  iy)  =  cos^  über, 
daraus  folgt  cos(i  —  /^)  =  cosrj  und  cos(i  —  rj)  :=:  cosß-,  dasselbe 
geben  auch  die  Gleichungen  65)  und  66)  für  Ä  =  0,  woraus  die 
Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  erhellt.  Durch  Differentiation 
der  Gleichung  66)  wird  nun,  wenn  wir  das  vorkommende  Radical  für 
den  Augenblick  mit  B  bezeichnen, 

(Bco$i]sint  —  sinricost)di]  =  (costisin^  —  B  sinrj  cost)  d^, 
femer  giebt  die  Substitution  des  aus  Nro.  66)  genommenen  Werthes 
von  B 

cosß  cos rj  —  CQgg        cosTj  —  cosßcost  ,p 

sini]  sin^ 

d.  i.  nach  Nro.  63)  und  65) 


sinß  Vi  —  Ä;2  sin^i  dri  =  sinß  Vi  —  k'^  sin^i]  d^ 
oder 

dri  dt 

Vi  —  k^sin'^ri  ""Vi  —  k^sin'^t ' 

Substituiren  wir  dies  in  Nro.  62)  oder,  was  Dasselbe  ist,  inte- 
griren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass  den 
Grenzen  i^  =  0  und  ri  =  a  d^.e  Grenzen  f  =  /3  und  i  =  y  ent- 
sprechen, so  erhalten  wir 

«  y  y  ß 

fAjL^r  fJL^  iJL-  iJL 

a.  i.  F(k,a)  =  F(k,y)  —  F(k,ß),  wobei  die  AmpUtuden  a,ß,y 
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an  die  Gleicbnng  64)  gebunden  sind.     Indem  wir  nocb  ip^  i^^  ö  für 
a,  ßy  Y  Bcbreiben,  erbalten  wir  den  Satz,  dass  die  Gleicbnng 

stattfindet,  sobald  die  Amplituden  9>,  i^y  6  der  Bedingung 
67)  cosip  cos  lif  —  sin  9  sin  ilf  d{p)  =  cos6 

genügen,  welcbe  dem  Früberen  analog  aucb  unter  den  Formen 
icosöcosip  +  sin6sin^  J{if)  =  casify 
\cos6  cos^  -\-  sinösinilf^(q>)  =  cos(p 
dargestellt  werden  kann.     Eliminirt  man  cosö  aus  den  beiden  letz- 
ten Gleichungen,  so  ergiebt  sieb 

cos^tp  —  cos^jf 

cos<psinilf^(q>)  —  cos^s«n9^(^) 
oder,  wenn  Zäbler  und  Nenner  mit  cosfp  sinif  ^i<p)  +-  cos^f  sin<p  ^(^) 
multiplicirt  werden, 

.  sing>  cosif  ^(tj;)  +  sinilf  cosfp  ^{(p) 

^  1— Ä^sm^ysm«* 

was  mit  Nro.  61)  übereinstimmt. 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  68)  erhält 
man  ferner 

.  cos(p  cosrj)  —  sinq>  sinjf  ^(y)  ^jt) 

l-—k'  sin^  (p  sin^  ^ 
und  aus  Nro.  67) 

V  .    .  z/(y) ^{fjj)  —  fe^  sinq)cosq)  sin^ 6osi> 

71)  zr((j)_  ^—-—-——^  , 

endlich  als  Quotient  von  69)  und  70) 

72)  ta«ö  =    tonyzrW  +  ton»^(y)^ 

1  —  tan(p  tan^  d((f>)  ^J{tlf) 

Die  letzte  Formel  bietet  die  meiste  Bequemlichkeit  für  die 
numerische  Berechnung  von  ö.  Bestimmt  man  nämlich  zwei  Hülfs- 
winkel  9'  und  if*  mittelst  der  Formeln  tanq>'  =  fang>^(^)  und 
tami;'  =  tan^^{(p\  so  wird  sehr  einfach  0  =  9'+-  ^'• 

Einen  bemerkenswerthen  speciellen  Fall  des  Additionstheoremes 
liefert  die  Annahme  0  =  |jr,  nämlich 

[     F(lc,ip)  ^  F(J(,t)  =  F{k,\«); 
die  beiden,   den  Amplituden  (p  und  ^  entsprechenden   elliptischen 
Integrale  ergänzen  sich  dann  zum  vollständigen  Integrale  JL 
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Bevor  wir  die  Folgerungen  erörtern,  welche  sich  an  die  Addition 
der  elliptischen  Integrale  knüpfen,  wollen  wir  noch  einige  später 
brauchbare  Combinationen  der  obigen  Formeln  entwickeln.  Elimi- 
nirt  man  nämlich  cosö  aus  Nro.  67)  und  der  zweiten  Gleichung  in 
Nro.  68),  so  erhält  man 

. .  V  sinq>  cos^  d(0)  -f-  cosq>sint 

^^^  ~  sinö  ' 

auf  gleiche  Weise  geben  Nro.  67)  und  die  erste  Gleichung  in  Nro.  68) 
sinil;cos<p^(<(f)  -f-  cosi^sinq) 


folglich  ist 
74) 


^^^  8inO 


Die  Subtraction  der  elliptischen  Integrale  ist  leicht  auf  die 
Addition  zurückzuführen,  indem  man  ^  negativ  nimmt  und  die  Re- 
lation F(fc,  —  ^)  =  —  JP(Ä;,  ^)  beachtet.  Schreibt  man  gleichzeitig 
t  statt  <J,  so  hat  man  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

unter  der  Bedingung 

sin(pcosilf  ^^(ilf)—^  sinilfCosq)^((p) 

1  —  h^  $in^(p  sin^t 
stattfindet.     Für  die  Formeln  70),  71)  und  72)  treten  analoge  Ver- 
änderungen ein. 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich  als 
eine  successive  Addition  derselben  auffassen  und  demgemäss  ausfüh- 
ren. ;Im  einfachsten  Falle  giebt  das  Additionstheorem,  wenn  ij;  =  (p 
genommen  und  (f^  für  ö  gesetzt  wird, 

F(k,(p,)=^2F(k,ip) 
wobei  gjj  aus  einer  der  Formeln 

2sinw  cosw  ^(w)  1  — 2  sin^w  +  h^8in*q) 

stnwi  ==         ^  -^    .  .  ^  ,  cosq>2  —  — — /I      ^ 

^  1  —  h^  sm*  (p  ^  1  —  Ä«  sm*  (p 

zu  bestimmen  ist.    Bezeichnet  ferner  93  diejenige  Amplitude,  welche 

der  Gleichung 

F(k,  (jPa)  =  3  F(k,  9)  =  F(k,  9?2)  +  F(k,  q>) 

entspricht,  so  ist 

sin  g>  2  cos  y  z/  (y )  +  sin  q>  cos  y  2  ^  (fi) 

**^^^  "■        '         l'-kUm^q^.sin^fp 

Sohlömilch,  Analysis.    II.  22 
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und  durch  Substitution  der  vorigen  Werthe 

[4  (1  •—  k'^sin^q))  cos^g)  •—  (1  —  fc^sm^y)^]  sintp 

Wie  man  auf  diesem  Wege  weiter  gehen  kann  erhellt  von  selbst. 
Um  aber  complicirte  Ausdrücke  zu  vermeiden,  wollen  wir  noch  eine 
Abkürzung  des  Verfahrens  erwähnen.  Wenn  die  drei  Amplituden 
q>n-i,  (Pnt  9«  +  i  den  Gleichungen 

F(Ä;,9„_0  =  (n-l)F(Ä,9>), 

F(k,fp,)  =  nF(k,tp), 

F(Ä,<p«+,)  =  (n  f  l)F(k,fp) 
genügen  sollen,  so  ist  gleichzeitig 

F(k,q>n^i)  =  F(fc.9,)  +  F(k,(p), 

F(k,(pn^l)  =  F(k,<Pn)  —  F(k,(p), 

und  durch  Anwendung  des  Additions-«  sowie  des  Subtractionstheo- 
remes  findet  man  hieraus 

2^J(w)coswsinq)n 
^   ^  ^  l  '-k^8m^(psm^q>n 

CO$(pn+l   +   COStpn-^i  =  ^ ^ 


1  — k^sin^q)$m^g}n 
Der  Quotient  beider  Gleichungen  ist 

und  nach  dieser  Formel  lassen  sich,  wenn  man  von  q>Q  =  0  und 
(pi  r=r  (f  ausgeht,  der  Reihe  nach  92?  ^s»  9^4»  etc.  leicht  berechnen. 
Die  Division  der  elliptischen  Integrale  folgt  aus  deren  Mul- 
tiplication,  sobald  man  der  Gleichung  F(k,  g?^)  =  fnF(k,  q))  die  um- 
gekehrte Form  F(k^  q))  =  —  F(Ä;,  9«)  ertheilt  und  dabei  cp«  als  be- 

kannt,  <p  als  unbekannt  ansieht.  Bezeichnet  4^  den  gegebenen  Werth 
von  q)mi  so  entspricht  z.B.  der  Gleichung 

Fik,ip)  =  iF(k,i>) 
die  Bedingung 

_  1  -'2sin^q)-\-k^8in^(p  _  l-'2x^  +  k^x* 
CO81I;—  i^r^sin^g)  ~        \—k^x^       • 

worin  zur  Abkürzung  die  Unbekannte  8in  (p  =  x  gesetzt  worden  ist. 
Wie  man  sieht,  erfordert  die  Bestimmung  von  (p  immer  die  Auflö- 
sung einer  algebraischen  Gleichung  höheren  Grades. 

Das  Multiplicationstheorcm  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen, 
unter  welcher  die  allgemeinere  Gleichung 

fF(k,ip)  =  qF(k,tl>) 
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besteht,  worin  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Denkt 
man  sich  nämlich  ein  drittes  elliptisches  Integral  JP(Ä;,  Cö)  als  ge- 
meinschaftlichen Werth  beider  Seiten  der  obigen  Gleichung,  so  folgt 
aus  pF(k,q))  =  F(Jc,(X))  eine  Bedinguugsgleichung  zwischen  q) 
und  Ol,  andererseits  giebt  qF(k,  ^)  =  JP(Ä;,  (o)  eine  Bedingungsglei- 
chung zwischen  ilf  und  w;  endlich  führt  die  Elimination  von  co  aus 
den  erwähnten  beiden  Gleichungen  zu  der  gesuchten  Relation  zwi- 
schen (f  und  ^. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchung  besteht  in  folgendem 
Satze:  wenn  r,  s,  t,  etc.  beliebige  positive  oder  negative  rationale 
Zahlen,  q),  ^,  Xj  etc.  gegebene  Amplituden  bezeichnen,  so  lässt  sich 
das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende  Aggregat 

rF(k,<p)  +  sF(k,t)  +  tF(k,x)  +  •  •  • 
in  ein  einziges  elliptisches  Integral  zusammenziehen,  dessen  Modulus 
wiederum  k  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  algebraische  Operatio- 
nen aus  g)j  ^,  Xj  etc.  abgeleitet  werden  kann*). 

VI.    Die  Additionstheoreme  für  Integrale  zweiter 
und  dritter  Art. 

Bei  den  folgenden  Erörterungen  setzen  wir  immer  voraus,  dass 
zwischen  den  drei  Amplituden  9,  ^,  6  die  Gleichung 
75)  cosö  =  co8q>cosi}  —  8in(psini>  ^{6) 

•bestehe,  worin  0  als  eine  gegebene  Grösse,  d.h.  als  eine  willkühr- 
liche  Constante  betrachtet  werden  möge;  nach  dem  Früheren  gelten 
dann  die  Gleichungen 


"*)  Die  DiiTerentialgleichung  57),  worauf  die  ganze  obige  Untersuchung 
beruht,  wurde  zuerst  von  Euler  in  den  Institutiones  caleuli  integralis,  Vol.  I, 
Sectio  2,  Cap.  6  mittelst  eines  Verfahrens  integrirt,  welches  der  Hauptsache 
nach  mit  dem  in  Thl.  I,  §  109  benutzten  übereinstimmt.  Eine  andere  Methode 
zeigte  Lagrange  in  der  Theorie  des  fonctions,  §.79.  Das  hier  angewendete 
sehr  elegante  Verfahren  wurde  von  Liouville  aus  den  Papieren  von  Sturm 
mitgetheilt  in  den  Comptes  rendns  de  l'Academie,  1856,  Nro.  21.  Hinsicht- 
lich geometrischer  Constructionen  des  Additionstheoremes  verweisen  wir  auf 
§  81  und  82  der  Theorie  des  fonctions  von  Lagrange  und  auf  eine  Abhand- 
lung von  Jacobi  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  376,  deren  Grundgedanke  von 
Richelot  in  Crelle's  Journ.,  Bd.  38,  S.  353  weiter  ausgeführt  worden  ist. 
Eine  vollständige  Darstellung  der  beiden  letzten  Arbeiten  giebt  Dur^ge  im 
11.  Abschn.  seiner  Theorie  der  elliptischen  Fnnctionen. 

22* 
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nnd  es  entstellt  nun  die  Frage,  ob  unter  diesen  Umstanden  die  Sum- 
men E(k,q))  -|-  E(kjif)  und  i7o(Ä;,g?)  +  nQ{k,if)  eine  der  vorigen 
ähnliche  Zusammenziehung  gestatten, 
a.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

8  =  E(k,q>)  +  E(k,tl;), 
so  folgt  durch  Differentiation 

dS  =  ^((p)d(p  +  ^(tl;)dilf, 
und   zu  dieser  Gleichung  addiren   wir  die  aus  Nro.  76)  fliessende 
Gleichung 

0  =  d{i>)dq>  -f-  z/(9)rf^, 
wodurch  entsteht 

dS  =  [disp)  +  ^(^)]  (^,p  +  d^> 
Zufolge  der  ersten  Formel  in  Nro.  74)  ist  dies  soviel  wie 

oder,  wenn  für  den  Augenblick  9  -f-  ^  =  Z  gesetzt  wird, 

stnö 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

smö      ^  ^'  8tn0      *■  ^^   '      '^^ 

Die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Speciali- 
sirung  9?  =  0;  in  diesem  Falle  wird  ^  =  cJ,  E(k,  q>)  =  0,  E(k^  if) 
=  E(k,0)  und  S  =  E(k,6),  mithin 

E(k,  ö)  =  ^^^}  j"  ^  (C'-cosö) 
und  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorigen 
S  -  EQc,  ö)  =  -^^ii  Leos<f  -  eos(,q>  +  ^)] 
oder 

S  =  E{k^  ö)  -\ .  (casö  — -  cosq)  costl)  +  sinq>  sm^). 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  wegen  Nro.  75)  cos  0  —  cos  ^  cos  ^ 
=  —  sing)sinilf  ^(0)  ist,  so  erhält  man 

S  =  E(k,a)  +    "^  »  i       sintpsinif 

oder  endlich  vermöge  der  Werthe  von  S  und  -^(ö) 

77)  -E(fc,  9?)  +  £(fc,  t)  =  E{k,  ö)  +  Ä« sintp  sin^lf  sind. 
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Dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Art. 
Man  kann  hieraus  ganz  ähnliche  Consequenzen  ziehen  wie  aus  dem 
früheren  Additionstheoreme,  jedoch  sind  dieselben  nicht  so  wichtig, 
dass  sie  vollständig  entwickelt  werden  müssten;  das  Bemerkenswer- 
there  davon  wird  überdies  im  nächsten  Abschnitte  vorkommen. 

b.  Um  auch  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  welche  mit 

9 

bezeichnet  werden  mögen ,    das  entsprechende  Additionstheorem  zu 
finden,  setzen  wir 

So  =  no(h,k,ip)  +  n,(h,k,t) 

und  erhalten  zunächst 


wofür  wegen 

dtlf    dq) 

geschrieben  werden  kann 

,^j   h(sin^tl^  —  sin^g))  d(p 

Andererseits  iist,  wenn  wie  früher  ö  als  Constante  angesehen  wird, 

^(q))d(p  -{- zf(if)dilf  =  k^ sinö  d(sinq>  ainil^) 
und  unter  Benutzung  der  vorletzten  Relation 

(sin^ilf  —  sin^ff)         .  =  sinö  d(sin(psint)' 

Für  dSo  ergiebt  sich  hiernach 

h  sin  6  d(sin  q>  sin  ^) 

®        1  +  h(sin^q)  +  s«V^)  +  h^sin^q)  sin^^ 
oder,  wenn  zur  Abkürzung 

sin^ip  -\-'Sin^il;  =  p,    8inq)sint  =  g. 
gesetzt  wird, 

_  ^   •       hsinödq 

'^~  1+hp  +  h^q^* 
Um  noch  jp  durch  q  auszudrücken  benutzen  wir  die  Gleichung 

cosö  =  cosfpcos^ — sinq)sinilf^{p) 
und  ziehen  daraus 

[cos  <^  +  2  -^(ö)]* = cos*  9  cos^  ^  =  (1  —  «in*  qp)  (1  —  sin^iii) 
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mitbin 

p  =  1  +  g«  —  [CO30  +  a^(P)V 
=  sin^ö  —2aco8ö  J(ö)  +  h^q}sin^ö. 
Diesen  Werth  substituiren  wir  in  die  Formel  für  cISq  und  füh- 
ren dabei  folgende  Abkürzungen  ein 

^  =  1  +  hsin^a,  B  =  h^(ö)cosö,  C  =  Ä(Ä  +  k^sin^ö), 
M  =  hsinöi 
es  wird  dann 

_  Mdj 

mithin  durch  Integration 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  g)  =  0, 
welche  giebt  ^  =  ö,  g  =  0,  iS>o  =  i7o(Ä,Ä;,<J)  und 

Es  ist  demnach 

oder  zufolge  der  Werthe  von  So  und  q 

sing:  sin^f 

78)  J7, (A,  *,  9)  +  JT,  (Ä,  h,  nd  =  J7,  (h,  Je,  ö)  +fj—^^^-^^. 

Hierin  besteht  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dritter 
Art.  Es  ist  dabei  die  auf  q  bezügliche  Integration  nicht  ausgeführt 
worden,  weil  sie  verschiedene  Werthe  liefert  jenachdem  ÄC  —  B^ 
positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Zufolge  der  Bedeutungen  von  A^B^C 
müssen  hiemach  die  Fälle  unterschieden  werden,  ob  Ä(l  +  /*)  (/*  +  Ä*) 
^0,  =  0  oder  ^O  ist,  was  weiter  keine  Schwierigkeiten  hat. 

c.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  den  eigenthümlichen 
Zusammenhang  zwischen  den  Integralen  zweiter  und  dritter  Art  ent- 
wickeln. Bezeichnet  (p  eine  veränderliche,  cc  eine  constante  Ampli- 
tude, und  werden  die  variabelen  Amplituden  ö  und  r  mittelst  der 
Formeln 

sin  (p  cos  a^ia)-^-  sin  a  cos  (p  ^((p) 

Stnö  = .     .    r-5 9 

l^-k^stn^q)sm^a 
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sin  q)coStt^  (a)  —  sin  acostp  ^  (q>) 

1  —  k^  sin^  q>  siv^a 
bestimmt,  so  gelten  zufolge  der  beiden  ersten  Additionstheoreme  die 
vier  Gleichungen: 

F(q>)  +  Fia)  =  F(ö)  ,  F((p)  -  F(a)  =  F(r), 
E(<p)  +  E(a)  —  E{0)  =  +  h^sintpsinasinö, 
E(q))  —  E(a)  —  E(t)  =  —  Jc^simpsinasint. 
Die  Differenz  der  beiden  letzten  Gleichungen  ist 

2E(a)  —  E(6)  -f-  E(t)  =  k^sinq>sina{sin0  +  sinv) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  sinö  und  sint 

2E(a)  -  E(0)  +  Eir)  =  2  ^'^"'^cos<.J(a)sin^^^ 
^  ^  ^  ^   '       ^  ^  1  —  Ä^sm^asm^y 

Diese  Gleichuüg  multipliciren  wir  mit  dem  Factor 

dq)    __    dö    dv 

^(^  -  z/((j)  -  ^; 
und  integriren  zwischen  den  Grenzen  0  und  g),  welchen  die  Gren- 
zen 0  und  6,  0  und  r  entsprechen;  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  erhalten  wir 


/k^sincc  coscc  J{a)  -  sin^tp  dtp 
(l—k^sin^asin^q>)^f((p) 

oder,  weil  in  bestimmten  Integralen  nichts  auf  die  Bezeichnung  der 
Integrationsvariabelen  ankommt, 

^k^  sintt  cosa  ^(a) » sin^fpdq) 
(1  —  k^  sin^asin^q))  ^{(f) 

0 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  leicht  durch  i7o(Ä,Ä;,9)  auszu- 
drücken nämlich 


=/. 


A 


sin^tpdtp  ^n,ih,k,q>)—F(k,q>)  ^^_^,^.^,^ 

(l  —  k^8in^asin^(p)zf{q>)  k^sin^a  *  ' 

und  nunmehr  zeigt  die  Gleichung  79),    dass  das   Integral  dritter 
Gattung  auf  die  Integrale 


Digitized  by 


Google 


344  Die  elliptischen  Integrale. 

£(».«),F(».9>)und/Ä|->d9 

Eurückgefübrt  werden  kann,  welche  immer  nnr  Functionen  zweier 
Yariftbelen  sind.  Nach  der  jetzigen  Anschauungsweise  betrachtet 
man  nicht  mehr  n^(h^h^fp)  sondern 

als  Normalform  der  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  wobei  h  = 

—  k^  8in^  OLy  und  a  der  sogenannte  Winkel  des  Parameters  ist.  Dieser 
Winkel  erhalt  zwar  nur  in  dem  Falle  einen  reellen  Werth,  wo  h 
negativ  und,  seinem  absoluten  Werthe  nach,  kleiner  als  Ä;'  ist,  in- 
dessen hindert  selbst  das  Vorkommen  imaginärer  a  den  Gebrauch/ 
der  Formel  79)  nicht,  weil  später  gezeigt  werden  wird,  wie  elliptische 
hitegrale  mit  imaginären  Amplituden  zu  behandeln  sind. 

Vertauscht  man  in  Nro.  79)  die  Grossen  a  und  9  gegeneinander, 
so  bleibt  6  nngeändert,  dagegen  geht  r  in  —  r  über,  und  es  wird  , 
daher 

c  0 

a 

/k*  sinq>  c&sq)  ^(y)  -  sin^a  da 
(1  — Jk«  sin^  9  8in^  a)  /l{a) 

Femer  ist,  wenn  man  in  dem  von  0  bis  -^^  r  gehenden  Integrale 

—  9  an  die  Stelle  von  9  treten  lässt 

mithin  ergiebt  sich  als  Differenz  von  Nro.  79)  und  der  vorhergehen- 
den Gleichung 


a 


^^    Ck*  sing)  costp  ^(y) .  sin^a  da 
J     (1  —  Ä*  sin*  g>  sin^a)  ^(c) 

Ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  lässt  sich  demnach  auf 
ein  anderes  zurückführen,  worin   die  ursprüngliche  Amplitude  als 
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Parameterwinkel  und   der  frühere  Parameterwinkel  als   Amplitude 
vorkommt. 

Im  speciellen  Falle  g> 


\tc  wird 


!• 


0 

das  vollständige  elliptische  Integral  dritter  Art  kann  daher  auf  un- 
vollständige Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  reducirt  werden*). 


Vn.    Die  Rectiflcation  der  Lemnlscate,  Ellipse 
^     und  Hyperbel. 


a.  Bezeichnet  wie  gewöhnlich  a  die  Halbachse  OÄ  einer  Lemnis- 
cate,  r  den  Kadiusvector  OP  eines  Lemniscatenpunktes  P,  endlich 
0  den  Winkel  ÄOFj  so  ist  bekanntlich 

die  Länge  s  des  Bogens  ÄP  ergiebt 
sich  hieraus 


/ 

/'C^f 

(ik 

,  =  a/. 


de 


V cos  26 


"/  Vi  — 2stn«ö' 
und  specieller  für  die  Länge  q,  des  Lemniscatenqoadranten 

r     de 

J  Vi  — 2m30 

Statt  des  Winkels  0  wollen  wir  einen  anderen  Winkel  einfüh- 
ren, welcher  bei  der  Construction  der  Curve  vorkommt.  Beschreibt 
man  nämlich  mit  OÄ  als  Halbmesser  aus  0  einen  Kreis,  zieht  in 
diesem  den  Radius  OM  willkührlich  unter  dem  Winkel  ÄOM  =  0, 
nimmt  man  ferner  MN  =  MÄ  und  fallt  von  N  auf  OÄ  eine  Senk- 


"*)  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  fanctionum  ellipticarum ,  pag.  139, 
§.  49'und  §.  50. 
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rechte,  so  schneidet  letztere  den  über  OÄ  als  Durchmesser  constmirten 
Halbkreis  in  einem  Punkte  Q,  für  welchen  0Q  =  aVcos  2 B  ist;  der  zum 
Winkel  0  gehörende  Curvenpunkt  P  ergiebt  sich  also  dadurch,  dass 
man  auf  OM  die  Strecke  OF  =  OQ  abträgt.  Gleichzeitig  ist  für 
den  Winkel  ÄOQ  =  9,  welcher  die  Amplitude  heissen  möge, 


und  umgekehrt 


ÄO 


sind 


=  1/2  .  sinO 


V2 


sing). 


Durch  Substitution   dieses  Werthes    gehen  die  Formeln  für  s 
und  g  in  die  folgenden  über 

dfp 


oder 


o       /'  d(p  a_     r d^ 


Sin' 9 


Vi" 


Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  alle  in  Abschnitt  V  für  die 


/f 


W- , 


Fig.  46.  elliptischen  Integrale  erster  Art  bewie- 

senen Sätze  ohne  Weiteres  auf  Lemnis- 
catenbögen  übertragen  werden  können. 
Sind  z.  B.  zwei  Bögen  AFi  und  AP^ 
durch  ihre  Amplituden  bestimmt,  so 
lässt  sich  mittelst  des  Additionstheo- 
remes  die  Amplitude  desjenigen  dritten 
Bogens  APz  finden,  welcher  gleich  der 
Summe  der  beiden  gegebenen  Bögen 
ist;  ebenso  leicht  kann  ein  gegebener 
Bogen  A  P  vervielfacht  oder  in  gleiche 
Theile  zerlegl;  werden.  Als  bemerkens- 
werthen  speciellen  Fall  erwähnen  wir  noch  die  Halbirung  des  Qua- 
dranten.    Soll  nämlich  s  =  |g  oder 

werden,  so  giebt  die  Formel  73)  für  ^  =  9  und  h  =  Y\ 

tan(p  =  ]/^2. 
Um  hiemach  den  Mittelpunkt   des  Lemniscatenquadranten  zu 
construiren ,  errichtet  man  im  Punkte  A  senkrecht  auf  A  0  die  Ge- 
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rade  AG  =  VÄO.ÄB  und  zieht  die  Hypotenuse  00,  welche  den 
über  OÄ  beschriebenen  Halbkreis  in  D  schneidet ;  es  ist  dann  [^ÄOD 
die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes.  Der  letztere  ergiebt  sich  da- 
durch, dass  man  DE  ||  OB  legt,  den  Kreisbogen  OE  in  F  halbirt 
und  auf  dem  Radius  OF  die  Strecke  OG  =  OD  abträgt. 

b.  Statt  der  gewöhnlichen,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezoge- 
Fiff.  47.  ^®^  Gleichung  einer  aus  den  Halbachsen 

a  und  h  construirten  Ellipse  benutzen 
wir  die  beiden  Gleichungen 

X  =  asinq),    y  =  hcosq>^ 

welche    einer   bekannten   Construction 
mittelst  des  um-  und  eingeschriebenen 
Kreises   entsprechen.      Die  sogenannte 
Amplitude   g)    des    Ellipsenpunktes   P 
ist  dann  der  Winkel  B'  OP,  wenn  P 
denjenigen   Punkt    des    umschriebenen 
Kreises  bedeutet,  welcher  die  nämliclie 
Abscisse  wie  P  besitzt.     Für  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  ge- 
rechneten Ellipsenbogen  BP  =^  8  folgt 
nach  den  obigen  Gleichungen 
9 
8  z=z   I  Va^ cos^g)  +  ö' sin^ (p.dq> 


oder,  wenn  die  numerische  Excentricität 
gesetzt  wird, 


Va2— 52 


=  h 


8r=  a  I  Vi  —k^8in^(p .  d<p  =  aE(h,  9). 
0 
Für  den  Ellipsenquadranten  q  ist  specieller 

gf  =  a^(A;,|Ä). 

Mittelst  des  Additionstheoremes  für  die  Integrale  zweiter  Art 
lässt  sich  nun  zu  zwei  gegebenen  Ellipsenbogen  PPi  und  PP2  leicht 
ein  dritter  Bogen  BPs  von  der  Beschaffenheit  finden,  dass  arc  BPi 
+  arc  BP2  —  arc  BPs  ein  algebraischer  Ausdruck  ist.    Besonders 
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elegant  gestaltet  sich  dieses  Ergebniss  für  den  Fall,  wo  die  dritte 
Amplitude  ö  ::=  \n  genommen  wird,  wo  also  die  Gleichung 

1  a 


81) 


tanq>tan^  = 


stattfindet;  das  Additionstheorem  in  Nro.  77)  lautet  dann 

Eih.fp)  —  [E(k,\n)  —  J5(Ä,*)]  =  k^simpsint, 
oder,  wenn  mit  a  multiplicirt  und  [^  B^OQ^  =  i;  genommen  wird, 

82) 


a»  — b» 
arcBP  --  arc  ÄQ  = sinq)sinif. 


Zu  jedem  yom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  gerechne- 
ten EUipsenbogen  lässt  sich  also  ein  zweiter,   vom  Endpunkte  der 


Fig.  48. 


grossen  Halbachse  an  gerechneter  Bo- 
gen der  Art  finden,  dass  die  Diffe- 
renz beider  Bögen  ein  algebraischer 
Ausdruck  ist.  Um  diese  Verhältnisse 
geometrisch  darzustellen  nimmt  man, 
entsprechend  Nro.  81),  die  Amplitude 
^  0  (^  gleich  dem  Winkel  zwischen 
OA  und  der  zum  Punkte  P  gehören- 
den Ellipsennormale  MP\  die  Norma- 
len der  Punkte  P  und  Q  haben  dann 
gleiche  Entfernungen  0  M  =  0  N 
Yom  Mittelpunkte  0,  und  die  Glei- 
chung 82)  wird 


arcBP  —  arcÄQ  =  031. 
Setzt  man  noch  specieller  ip  =  q>  mithin 

lanq>  =  ^/|, 


Fig.  49. 


so  erreicht  OM  sein  Maximum  a  —  b, 
und  die  Amplitude  tp  bestimmt  dann 
einen  Punkt  C,  für  welchen 

arcBC—arcÄC  =  a  — 5 
ist.    Der  nämliche  Punkt  wurde  bereiüi 
auf  Seite   150    des  ersten  Theiles  be- 
sprochen (P  in  Fig.  35). 

Als  zweite  Anwendung  des  Addi- 
tionstheoremes  diene  die  Aufgabe,  ei- 
nen EUipsenbogen  P  Q  zu  bestimmen, 
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welcher  der  Hälfte  des  Quadranten  gleichkommt.  Nennen  wir  C  dep 
vorhin  ermittelten  Ellipsenpunkt,  für  welchen 

arcBO — arcAC  =  a — 5 

arcBC  =  \(a/rcACB-\'a'-'h) 
ist,  so  gelten  für  dessen  Amplitude  ^  0  C  =  y  die  Formeln 

Ferner  mag  q>  die  Amplitude  von  P,  ebenso  ^  die  Amplitude 
von  Q  bedeuten;  wir  wählen  diese  Winkel  so,  dass  die  Gleichung 

stattfindet,  wozu  die  Bedingung 

83)  eosip  cos^  +  sin  q)  sm^  jd(y)  =  cosf 

gehört.  Für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art  gilt  dann  die 
Relation 

E(Jc,  if)  —  E(k,  9)  =  E(k,  y)  —  k^sing)8int  siny 

d.  i.  nach  Multiplication  mit  a 

a2  — 5» 
arc  BQ  —  arc  BF  =z  arc  BC smg?  sin  ip  sin y 

oder  wegen  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  arc  BC 

arcPQ  =  larcÄCB  +  (a  —  h)\\~-'  -^^  sing)  sinil^  sinyU 

Soll    der   Bogen  P  Q  die  Hälfte    des  Quadranten    ausmachen, 
so  muss 

a  A-h  ,        .    ,    .  1 

84)  stn  q>  s%n  ^  s«ny  =  5 

sein,  und  nun  führen  die  Gleichungen  83)  und  84)  zur  Bestimmung 
der  Amplituden  9  und  ^.  Die  letztere  Gleichung  giebt  zufolge  des 
Werthes  von  siny 

sin  q>  sinTp  =  |  sin  y\ 
nach  Substitution  hiervon  erhält  man  aus  Nro.  83) 

cpsq)Cost  =  Icosy 
mithin 

cos(ßf  —  g?)  =  cos  \n  cos{y  —  J«), 

cos(^  +  9>)  =  cosiTt  cos(y  +  \n). 
c.    Von  einer  Hyperbel  sei  OA^=a  die  Haupt-,  ÄB=ih  die  Ne- 
benhalbachse,   OB  =^  Va*  +  ^^  die  lineare  Excentricität  und  CD 
eine  Gerade,  welche  in  der  Entfernung 
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parallel  zn  AB  gelegt  ist;  bezeichnet  ferner  P  die  Projection  von 
P  auf  CD,  endlich  9  den  Winkel  ÄOP,  so  hat  man  für  die  Ordi. 
nate  des  Punktes  P 

Flg.  50.  «  =  ^    , 

j   M  /-''  und  für  die  Abscisse  ündet  sich  mit- 

I  '   \>^^      y  telst  der  Gleichung  der  Curve 

/  j?-V^. -i^^Vp  __     g     1/         g^stn^y 

/••,Vi'^  i  /  \v  *  ~  cosg?   K  g«  +  &2  • 

#''^      1  /  Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


g 


Vg«  +  52  =  c.       -====  =  Ä;, 
Vg2+62 

so  wird  der  Hyperbelbogen  -4P  =  s  durch  die  Formel 
h^   r  dtp 

S  •'"•"'   —  /  - 

ausgedrückt,  wofür  zu  schreiben  ist 

85)  8  =  —  F(Ä;,  9)  —  c  JE7(Ä,  g>)  +  c  ^(g>)  ton  9. 

Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  also  mittelst  der  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  rectificiren.  Es  verdient  hierbei 
bemerkt  zu  werden,  dass  das  Product  c^(q))  tantp  die  Entfernung 
des  Coordinatenanfanges  von  der  zum  Hyperbelpunkte  P  gehörenden 
Normale  MP  darstellt;  für  OMz=z  p  ist  daher 

j?  — S  =  cE(k,tp) F(lc,^) 

oder,  wenn  Alles  durch  a  und  k  ausgedrückt  wird, 

h 
Dem  unendlich  entfernten  Hyperbelpunkte  entspricht  der  Wcrth 
9  =  |ä,  und  OM  fällt  dann  mit  der  Asymptote  zusammen;  als 
Differenz  zwischen  dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Hyperbelzweige 
AP  und  der  zugehörigen  Asymptote  ergiebt  sich  jetzt  die  endliche 
Grösse 

Limijp-'S)  ^=  a ^-r 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  J5J  und  ^ 
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welches  Resultat  übereinstimmt  mit  Formel  11)  auf  Seite  389  des 
ersten  Theiles. 

Sind  q>,il)j  6  die  Amplituden  dreier  Hyperbelbögen  AP^  AQ, 
ARj  so  folgt  nach  Nro.  85) 

AP  +  arcAQ  —  arcAB  ==  y  {^(g))  +  F(*)  —  F(tf)} 


arc 


-  c[e(<p)  +  EW  -  E(0)^ 


+  c  { ^(q>)  tantp  +  J(il>)  tantif  —  ^t((i)  tanö  ] ; 
im  Fall  q),  t^,  6  der  Gleichung 

cosOcos^  +  $in68int^(<p)  =  cosq> 
genügen,  wird  einfacher 

arc  AP  —  arc  QB 
=  c[<d(q))tanq)  +  ^(t)tamlf  —  ^(o)tanö  —  k^  sinq)  sinilf  sin0]. 
Zu  jedem,  vom  Scheitel  an  gerechneten  Hyperbelbogen  lässt  sich 
demnach  ein  zweiter  Bogen  construiren,  der  von  dem  ersten  um  eine 
algebraische  Grösse  differirt.  Denkt  man  sich  (p  als  gegeben,  ^ 
und  6  dagegen  mittelst  der  Gleichungen 

cosöcost  4-  sinösinif  ^{q>)  =  co8(p 
/:^((p)tanq)  +  z/(^)ten^  —  J(&)tan6  =  lc'^sinq>Bmi>sin6 
bestimmt,  so  ergiebt  sich  specieller  arcQR  =  arc  AP*    Ueberhaupt 
können  aus  der  Kelation  zwischen  drei  Hyperbelbögen  ähnliche  Con- 
sequenzen  gezogen  werden  wie  aus  der  Eelation  zwischen  drei  Ellip- 
senbögen,  nur  sind  die  Resultate  weniger  einfach. 

Schliesslich  möge  noch  die  Vergleichung  eines  Hyperbelbogens 
mit  zwei  Ellipsenbögen  Platz  finden.  Wenn  ki  und  q)i  mittelst  der 
Formeln 

2  Vk 
kl  =  ,        sin(2q)i  —  (p)  =  ksintp 

bestimmt  werden,  so  ist  zufolge  der  Landen'schen  Transformation 

(Formel  25) 

(1  -  k^)  F(k,  q>)  =  2{  E(k,  g,)  -  (1   +  k)  E{ku^i)  +  ksintp  }, 

und  andererseits  nach  Nro.  85) 

_      (1  —  k'^)F{k,tp)  —  E(k,^)  +  ^(q>)tan(p 
8  —  a  -  ; 

aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  JF'(Ä,  y) 

86)   s  =  ^\E{k,tp)'-2(l  +  k) E{kufp^)  +  J{tp)tanq>  +  2Ä;sm9p | • 

Der  Hyperbelbogen  s  lässt  sich  also  durch  die  Bögen  zweier  Ellipsen 
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ausdracken,  deren  erste  die  Halbachsen 

I  ==  Va«  +  5»  und  b 
und  deren  zweite  die  Halbachsen 

a£ü±i)=2(l/^rp6r+a)  und  ^J^^=2(V^;^T^-a) 
besitzt;  die  Amplituden  der  Ellipsenbögen  sind  ff  und  (pi*). 

YIIL    Die  Complanation  der  centrisclieii  Fläclieii 
zweiten  Grades. 

Die  Gleichungen  der  drei  aus  den  Halbachsen  a,  b,  c,  construii^ 
teu  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  mögen  sein 


a* 

+ 

+ 

=: 

1. 

a* 

+ 

6* 

— 

= 

1. 

X* 

— 

»» 
&' 

+ 

= 

1, 

wofilr  in  solchen  Fällen,  bei  denen  es  keiner  Unterscheidung  der 
einzelnen  Flächen  bedarf,  kürzer 

Äx^  +  By^  +  C^«  =  1 
geschrieben  werden  soll.     Hieraus  folgt 


Y- 


Ax^'-By^ 


C 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  allgemeine  Gomplanationsformel 

substituirt,  so  entsteht 


=7/V 


C-A(C-Ä)x*-B(G-B)y* 
ai-Äx'-By^) '**'*«'• 


♦)  Die  Vergleichiing  der  Lemniscaten-,  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  ist 
eine  Schöpfung  von  Fagnano  Conte  de  Fagnani;  s.  Metodo  per  misurare 
la  lemni^cata  in  dem  Giornale  de  letterati  d'Italia,  Venezia.  1718,  femer  des- 
selben Verfassers  Produzione  mathematiche,  T.  II,  p.  317  und  336  sowie  Nova 
acta  eruditorum  a.  1766.  Vielfache  Untersuchungen  dieser  Art  lieferten  Euler 
in  denComment.  novi  Petropolit.  T.  Vi,  T.VII  (pag.  3  undp.  128),T.XII  und 
Legendre  im  Traite  des  fönet,  ellipt.  Die  Formel  86)  fand  John  Landen,  s. 
Philosophical  Transactions  1775. 


Digitized  by 


Google 


Die  elliptischen  Integrale. 


353 


Das  hier  vorkommende  Kadical  bedeutet  geometrisch  die  Se- 
cante  des  Winkels  zwischen  der  Berührungsebene  im  Punkte  xya  und 

der  Horizontalebene  xy  oder  auch 
die  Cosecante  des  Winkels  PNP', 
welchen  die  Normale  im  Punkte 
xyig  mit  der  ajy-Ebene  einschliesst; 
dieser  Neigungswinkel  möge  ßJ 
heissen  und  künftig  als  neue  Varia- 
bele  gelten.  Es  bezeichne  ferner  0 
den  Winkel  PNX\  welchen  die 
Horizontalprojection  der  Normale 
mit  der  aJ-Achse  bildet;  wir  betrach- 
ten denselben  gleichfalls  als  neue  Variabele.  Zufolge  der  Bedeu- 
tungen von  CO  und  ö  finden  zwischen  diesen  Winkeln  und  den  Coor- 
dinaten  x^y  folgende  Beziehungen  statt 

CJl-^Ax^-^By^ ^_^  _  By 


■i— X' 


sm^d  ^= 


tanQ  = 


G'-A{C—Ä)x^  —  B{C—B)y^'  Ax 

aus  denen  x  und  y  leicht  als  Functionen  von  o  und  ö  darzustellen 
sind.     Wird  nämlich  zur  Abkürzung 

^2  __  _0 CQS^o 

ab'  BCcos^G}cos^6-\'  CAcos^(osin^d  -{-  AB  sinken 
gesetzt,  so  ergiebt  sich 

X  =  BBcosd,        y  =  AB  sind. 
Die  bisherige  Complanationsformel 


J  J  Bin 


stnfxi 


dxdy 


geht  nun  durch  Einführung  von  o  und  ö  statt  x  und  y  in  die  fol- 
gende über 

„  r  r    1     /dx     dy  dy     dx\   ,     .^ 

J  J  sino\d(Q     du         öco     dO  J 
worin  für  x  und  y  die  vorhin  angegebenen  Werthe  zu  substituiren 
sind.     Zufolge  der  Bemerkung,  dass  B  von  o  und  6  abhängt,  er- 
hält man  zunächst 

8a?     dy   _  dy^    dx^ 
da  '  dd         8o  '  dd 

=AB^cose(^sine  +  Bcosd\—AB^sine(^cose-B8ine\ 

=  ab.b'^  =  Iab'-P 

dco         *  d(o 

, ABOsinG)  coso 

~       (B  Ocos^o  cosW  +  CA  cos^lo  sin^d  +  ABsin^o))^ ' 


Sc hlö milch,  Analysis.    U. 


23 


Digitized  by 


Google 


354  Die  elliptischea  Integrale. 

und  damit  gelangt  man  zu  der  rationalen  Formel*) 

coscsdcüdd 


87)  8=-JBGff- 


(BGcos^Gicos^d+CÄcos^casin^O+ABsin'^coy 
Wie  bei  allen  derartigen  Aufgaben  hängen  die  Integrations- 
grenzen von  der  Begrenzung  ab,  welche  man  dem  zu  quadrirenden 
Flächenstücke  geben  will.  Meistentheils  wird  die  begrenzende  Curve 
durch  die  Gleichung  ihrer  Horizontalprojection,  etwa/(aJ,  t/)  =  0  be- 
stimmt; nach  Substitution  der  Werthe  von  x^y^B  wird  hieraus  eine 
Gleichung  zwischen  o  und  0,  welche  zeigt,  wie  an  der  Grenze  ö  von 
o  oder  OJ  von  0  abhängt.  Es  bedarf  nur  eines  Blickes  auf  die  be- 
treffenden Formeln  um  einzusehen,  dass  sich  die  Eesultate  in  der 
Kegel  sehr  complicirt  gestalten  werden,  und  deshalb  beschränken 
wir  uns  vorläufig  auf  den  einfachsten  d.h.  ß-uf  denjenigen  Fall,  wo 
das  obige  Doppelintegral  vier  constante  Grenzen  besitzt.  Hierzu 
dient  folgende  Betrachtung. 

Geht  man  auf  der  Fläche  von  einem  Punkte  xyz  aus,  dessen  Nor- 
male unter  dem  Winkel  (o  gegen  die  ir^z-Ebene  geneigt  ist,  so  kann 
man  noch  unendlich  viel  andere  Flächenpunkte  finden,  deren  Nor- 
malen den  nämlichen  Winkel  o  mit  der  Horizontalebene  einschliessen. 
Alle  derartigen  Punkte  bilden  in  stetiger  Folge  eine  auf  der  Fläche 
liegende  krumme  Linie,  welche  die  Curve  der  isoklinen  Norma- 
len für  den  Neigungswinkel  o  heissen  mag.  Die  Gleichung  ihrer 
Horizontalprojection  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

»«"'»  —  G—  A(G-  Ä)x''—B{,C-B)y* 
wenn  man  o  als  Constante  betrachtet  und  demgemäss  schreibt 
gg^  -  A{Atan''a>-\-0  ^,  ^  B(Btan^a+0  ^,  ^  ^ 

C  G 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Gleichung  immer  eine  Ellipse 
entspricht.  Bei  dem  EUipsoide  erhellt  dies  unmittelbar,  bei  den 
Hyperboloiden  ist  durch  die  Natur  der  jedesmaligen  Fläche  CJ  auf 
ein  gewisses  Intervall  beschränkt,  und  in  Folge  dieses  ümstandes 
werden  die  Coefficienten  von  x^  und  y^  positiv.  Zu  dem  nämlichen 
Resultate  führt  die  nicht  überflüssige  Bemerkung,  dass  die  vorlie- 
gende Gleichung  auch  entsteht,  wenn  0  aus  den  Gleichungen 


*)  Die  Winkel  to  und  d  hat  Jacob i  eingeführt  (Crelle's  Journal  Bd.  X 
S.  110)  jedoch  nur  um  die  Formel  für  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellipsoides 
einfacher  als  Legen dre  zu  beweisen.  Dass  sich  aber  noch  andere  (im  Texte 
folgende)  merkwürdige  Sätze  an  die  Formel  87)  knüpfen,  scheinen  Jacobi 
und  seine  Nachfolger  übersehen  sn  haben. 
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Ax^  +  By^  +  C0^  =  1, 
A^x^  +  Bhj^  —  (Ccotco^if^  =  0 
eliminirt  wird.     Jede  Curve  isokliner  Normalen  lässt  sich  demnach 
als  Durchschnitt  der   gegebenen  Fläche   zweiten  Grades   mit  einem 
concentrischen  elliptischen  Kegel   ansehen,    und   daraus  folgt,  dass 
p.      go  ^^^  Durchschnitt,  wenn  er  über- 

haupt existirt,  eine  elliptische  Ho- 
^.  ^ — -^        rizontalprojection    haben    muss. 

\      i  y^  Aendert  man  in  Nro.  88)  den 

\     je  /  Winkel  03  um  eine  beliebig  kleine 

^''']      !I1I>^.     X  Grösse ,   so  erhält  man  auf  der 

/l'  \  y^  Fläche  eine  zweite  Curve  isokli- 

I    \\\  /     \     \  ner   Normalen;    diese  schneidet 

/     j  \i        /         \       \  die  erste  nicht,    weil  die  Hori- 

/      j  \i    .''  ;  \  zontalprojectionen  beider  Curven 

/   ;itU  -^" ■;_"::."•'" "/  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 

h'''  -^'^""'^  besitzen.    Eine  pneijdlich  kleine 

Aenderung  von  cd  führt  demnach 
zu  einem  unendlich  schmalen  Streifen,  welcher  sich  bandförmig  um 
die  Fläche  legt.  Lässt  man  endlich  03  von  einem  gegebenen  Anfangs- 
werthe  oj^  bis  zu  einem  gleichfalls  gegebenen  Endwerthe  Oi  stetig  fort- 
schreiten, so  entsteht  eine  Zone,  deren  Flächeninhalt  Z  mittelst  der 
Formel  87)  durch  Einführung  der  Grenzen  o  =  «o»  ci  =  Cöi  und 
ö  =  0,  0  =  2ä  gefunden  wird;  es  ist  daher 

Oll     2T 

89^  Z=—ABC  f  f coscadGide 

J  J  {BGcos'^oiicos'^e+CAcos^asin'^e^-ABsin^iDy 

Die  auf  ö  bezügliche  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 
man  sin^(o  durch  sin^(o(cos^d  +  sin^O)  ersetzt  und  für  den  Augen- 
blick die  Abkürzungen 

m  =  B(Cco8^(X)  +  Asin^cj),         n  =  A(Ccos^(o  +  Bsin^to) 
benutzt;  es  ergiebt  sich  zunächst 

(üo                      271 
Z  =   ABC  I   COSG}  d(0    I    , —r— r-TT^TT 

J  J  (mcüS^d  +  nsin^ey 

(Ol  0      ^  ^ 

und    nach    bekannten    Methoden    (z.  B.    mittelst    der   Substitution 

tmiO  =  t) 

fitio 

Jim  n \  Ymn 

tai 

Zum  Zwecke  weiterer  Reduction  nehmen  wir  bei  dem  Ellipsoide 

23* 
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a  >  6  }>  c,  bei  den  Hyperboloiden  b  >  a,  durch  welche  Voraus- 
ßetzungen  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird.     Femer  sei 

90)       „=yi_^.  ß=yr^i 

die  Grössen  a  und  ß  sind  dann  immer  reell  und  bedeuten  geome- 
trisch die  numerischen  Excentricitäten  der  beiden  Verticalspuren  der 
Fläche;  gleichzeitig  ist  in  allen  Fällen  a  >  /5.  Für  m  und  n  ha- 
ben wir  jetzt 

m  =  B[G'-(C'-Ä)sin^cj]  =  BG(l  -^aUin^cai), 
n  =  Ä[C-'(C--B)sin^(o]  =  ÄC(l  —  ßUin^cj) 
mithin  

n 
r\        A  B         1  cosiodG} 

J  11  — a2ßm»CD  "*"  l  —  ß^sin^(o]  V(l  —  «^  sin^(o)  (l—ß^sin^(o) 

Mittelst  der  Suf)stitutionen 

91)  sincj  =  w,      sincDo  =  Wo»      sincBi  =  Wi 
vereinfacht  sich  diese  Formel  und  wird 

C'VZBj/  U-a«a»  "^  1-/3M  V(l  _«»«*)(!  _/3«m«) 
Um  endlich  Z  durch  elliptische  Integrale  auszudrücken  setzen  wir 

92)  ^=J=J/^_-     ,nd    u  =  -^; 
es  ist  dann 


«») 


=  i  //_A_  j.  -g         1  <i<P 

aj  Icos^tp  "^  1  — x«8tM»9)J  Vi— xsw'g» 
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Benntzen  wir  noch  die  Abkürzung 

93)  ö(.,g,)  =  Allig^Z^i^,ancp 

und  bestimmen,  entsprechend  Nro.  92),  die  Grenzen  von  9  mittelst 
der  Gleichungen 

8inq>o  =  auo  =  «smoo» 
94) 

8tnq>i  =  aui  =  astnmi^ 

so  erhalten  wir  schliesslich 

+ AiFM-FMi + e(5>.)-a(j>,))- 

Zufolge  des  Subtractionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  er- 
ster und  zweiter  Art  ist  auch 

— x2(C  —  Ä)  sinzsincpo  sintpi  U 

worin  r  durch  die  Formel 

sin  q>o  cos  y  1  ^(yQ  —  sin  y  1  cos  yp  ^(yp) 

1  —  x'stn^'yosm^yi 

bestimmt  wird.  Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht 
nun  in  dem  Satze,  dass  sich  auf  jeder  centrischen  Fläche 
zweiten  Grades  unendlich  viel  Zonen  construiren  lassen« 
deren  Complanation  mittelst  elliptischer  Integrale  erster 
und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Jede  derartige  Zone  wird  von 
zwei  Curven  isokliner  Normalen  begrenzt;  die  Horizontalprojectionen 
der  letzteren  Curven  sind  Ellipsen,  für  welche  die  Gleichungen 
gelten 


96) 


Ä(Ätan^Oo-{-  C)^,        B(Btan^c3o  +  C)   ^ 


C 


=  1. 


A(Ätan^(Oi  +  q   2        B(Btan^(Di  +  C)    ,_ 
-=  X    -f-  ^  y   —  1 


G  ^  G 

An  diesen  allgemeinen  Satz  wollen  wir  noch  die  speciellen  Fol- 
gerungen knüpfen,  welche  sich  auf  die  einzelnen  centrischen  Flä- 
chen zweiten  Grades  beziehen. 

a.    Bei  dem  Ellipsoide  können  (9p  und  Oi   alle  möglichen 
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Werthe  haben  und  es  darf  immer  0«  I>  Oi  yoransgeseizt  werden, 
Fig.  53.  damit  die  erste  Ellipse  in- 

nerhalb der  zweiten   liegt, 
wie  dies  die  Figur  46  zeigt, 
So  in  welcher  UqV^ViÜi  einen 

Quadranten  der  Zone  ^dar^ 
stellt.  Für  ©0  =  l^r  zieht 
sich  die  Curve  UqVo  -  -  - 
auf  den  Punkt  C  zusam- 
men, und  die  2jone  wird  zu 
einer  Kappe  CUiVi  ...» 
deren    Fläche    2^i     heissen 

möge.     Aus  Nro.  94)  folgt  dann  situpo  =  a  oder,  wenn  wir  diesen 

besonderen  Werth  von  q>o  mit  6  bezeichnen. 


97) 


siniS  z=z  a  = 


Va»  —  c» 


und  nach  Nro.  95)  ist 

»»)  ^  =  V  f^     ,  |(o»-c») [Eis)  -  E(<pi)]  +  c» IF(0)-F(q>,yi 

+  a»c»[e(tf)-ö(9'i)])- 
Wenn  zweitens  in  der  allgemeinen  Formel  Oi  =  0  gesetzt 
wird,  so  fällt  die  untere  Curve  üi  Fi  .  .  .  mit  der  Horizontalspur  des 
Ellipsoides  zusammen  und  es  entsteht  eine  von  den  Gurven  AB  .  .  . 
und  {7e  Fo  .  .  .  begrenzte  Zone,  deren  Fläche  Zq  heissen  möge;  die 
Formeln  94)  und  95)  geben  als  Werth  derselben 

99)  Zo  =  ..   ""^       {(a« - c«) ^(i;Po)  +  c^F(fp,)  +  a^c" ö(9>o))- 

Für  de  =  1^  also  q>^  =  6  geht  diese  Zone  in  das  Halbellipsoid 
über;  es  ist  demnach,  wenn^  die  Gesammtoberfläche  des  Ellipsoi- 
des bezeichnet, 

Ä  =  -7Ä==((«»-c»)l!(ö)  +  c^Fi0)  +  a«c»G(ö)} 

oder,  zufolge  der  Werthe  von  sinö  und  G(<0 

100)  Sl  =  27teibE(e)tanö  +  l)F(6)cot6  +  ch 
Aus  den  Gleichungen  98)  und  99)  ergiebt  sich  weiter 
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und  wenn  hier  c»o  und  Cöi  so  gewählt  werden,  dass  g?o  nnd  ^i  der 
Gleichung 

cos  6  =  cos(pocos<pi  —  sin  q)Q  sin  q)i  ^  (ö) 
genügen,  so  wird  einfacher 

Zq  —  Zi  =     ,  |(a2  —  c^)  %^sin  tp^  sin  g?i  sin  0 

Um  das  hiermit  gewonnene  Resultat  besser  übersehen  zu  können, 
vermeiden  wir  alle  Abkürzungen,  drücken  sin  90»  cos  90»  etc.  durch 
ßJo»  ß^i  aus,  und  gelangen  damit  zu  dem  Satze;  wenn  die  Neigungs- 
winkel (Oq  und  Ol  der  Bedingung 

101)  hV(a^cos^w^  +  c2sm2oo)(a2cos2  0|  +  c^sin^cDi) 

=  c{ab  +  {a^  —  c^)sinG)QSin(Q\\ 
genügen,  so  ist 

102)  Zo-Zi=n  f («'  —  c^) (^^  —  g^) g .^ ^^ ^.^       _  ^, 

l  ao 

[c^  —  (gg  —  c2)  (6^  -"  c2)  cQgg  Oq]  sin  cqq 

y  («2  C0S2  Oo  +  C^Sm^  ÜJo)  (&2  C0S2  CDo  +  C^Sin'^  COq) 

I  [c^  — (a2  — c2)(&2-~c2)cQs2aji]senaJx  1 
V(a2cos2oi-f-c2sm2oj)(ft2cös2aii+c2sm2cii)j* 
Auf  dem  dreiachsigen  Ellipsöide  lassen  sich  demnach  un- 
endlich viel  zusammengehörende  Zonen  und  Kappen  an- 
geben, deren  Flächeninhalte  um  algebraische  Ausdrücke 
differiren. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  speciellen  Falle 
m^  r=  üji ,  d.  h.  wenn  nur  eine  Curve  isokliner  Normalen  vorhanden 
ist,  welche  die  Fläche  des  Halbellipsoides  in  eine  Kappe  Zi  und  in 
die  Zone  Zq  theilt.     Aus  Nro.  101)  folgt  dann  für  o)  die  Formel 

und  aus  Nro.  102)  die  Eelation 


Y  (a  +  l 
>n 
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Die  Curve  der  isoklinen  Normalen  ist  in  diesem  Falle  der  Durcli- 
Bchnitt  des  Ellipsoides  mit  einem  aus  den  Dimensionen 


Fig.  54. 


FH  = 


c  ' 


c 


OH 


Vahc 
a  4-  b  ^ 


construlrten  elliptischen  Kegel 
(Fig.  54);  die  Halbachsen  ihrer 
Horizontalprojection  sind 


OM 


-j-6-M 


(o  +  fcKa  +  c)' 
Y  (J)  +  e)(b+a] 


) 

Es  wird  wohl  kaum  der  Bemer- 
kung hedürfen,  dass  diese  Sätze  die  stereometrischen  Correlate  zu 
den  F a gn an  o 'sehen  Theoremen  über  die  Ellipse  bilden. 

b.  Für  die  Hyperboloide  gelten  ganz  ähnliche  Entwickelnn- 
gen,  welche  indessen  keine  so  einfachen  Specialisirungen  zulassen, 
weil  cDq  und  Oi  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.  Je- 
doch werden  folgende  Bemerkungen  von  Interesse  sein. 

Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  kann  man  cOq  =  0  und 

tan^(Di  = — ; — —    oder    tancoi  =    ,  . 

Ä  +  B  cVa^  +  fe2 

nehmen ;  die  erste  Curve  der  isoklinen  Normalen  fällt  dann  mit  der 
Horizontalspur  der  Fläche  zusammen,  und  die  zweite  hat  einen  mit 
dem  Radius  Va^  -}-  h^  beschriebenen  Kreis  zur  Horizontalprojec- 
tion.    Ferner  wird  q)Q  =  0^ 

$tn cpi  =  ^/  oder  tan opi  = ■ , 

und  nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  Z  aus  Nro.  95). 

Bei    dem    getheilten   Hyperboloide    empfiehlt    sich    die   "Wahl 

(Oq  =  |ä,  wodurch  die  Zone  in  eine  Sappe  übergeht,  und  als  spe- 

cieller  Fall 

,                 Va«  +  h^ 
tan  Oj  = ■ • 

Die  Horizontalprojection  der  Curve  isokliner  Normalen  ist  jetzt  eine 
Ellipse  mit  den  Halbachsen  —  und  — ,  welche  der  grösste  und  klein- 
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8te  Erilmmungslialbmesser   einer  aus  den  Halbachsen  a  und  h  con- 
ßtruirten  Ellipse  sind. 

c.  Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  solche  Zonen  bestimmt 
haben,  deren  Oberflächen  durch  unvollständige  elliptische  Integrale 
ausdrückbar  sind,  wollen  wir  noch  untersuchen,  ob  sich  auch  Zonen 
finden  lassen,  deren  Complanation  auf  vollständige  elliptische  Inte- 
grale führt.  Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der  Formel  87)  die  fol- 
gende Gestalt 

_^  r  r €08(0 de dG) . 

C  J  J  [Bcos^O-\-Asin^O'-(Ba^cosW+Äß^sin^O)$in^G)y 
und  setzen  zur  Abkürzung 

(p  =  Bcos^e  +  Asin^e, 
^  \q  =  Ba^cos^d  +  ÄßUin^ß. 

Da  es  sich  um  eine  Zone  handelt,  muss  0  von  0  bis  2^  ausgedehnt 
werden,  während  die  Grenzen  für  o  von  der  Natur  der  Begrenzung 
der  Zone  abhängen.  Diese  Begrenzung  lassen  wir  vorläufig  unbe- 
stimmt und  bezeichnen  mit  coq  und  a>i  die  Integrationsgrenzen  für 
CO,  welche  selbstverständlich  gewisse,  später  zu  bestimmende  Func- 
tionen von  0  sind.     Hiernach  ist  der  Flächeninhalt  Z  der  Zone 

AB    r  ^    r      cosodci} 

G  J  ^J  (p  —  asin^G))^ 

0  Oll    -^  ^ 

oder,  wenn  sin(X}=u  und  dem  entsprechend  sin  coo  =  «o»  «twCDi  =  «1 

gesetzt  wird, 

in       «0 

'^       du 


-^/-/cF^ 


0  »1 

Dieses  Integral  zerlegen  wir  auf  folgende  Weise 

AB    r.J   r       du  r       du 


z  — 


271     (       Uq  «1 


au^y 


und  substituiren  im  Minuenden  u  =  UQt,  im  Subtrahenden  u  =  Uit, 
wodurch  die  auf  die  neue  Variabele  t  bezüglichen  Integrale  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  1  erhalten  und  wieder  zusammengezogen  wer- 
den können,  nämlich 

i7f  1 
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Für  die  Integrationsgrenzen  tio  und  Wi  treffen  wir  nun  eine  solclie 
Wahl,  dass  das  vorliegende  Doppelintegral  in  ein  Product  zweier 
einfachen  Integrale  übergeht;  dieser  Fall  tritt  nämlich  ein,  wenn 

104)  Wo  =  h  y^ ,     «1  =  Ai  y  I 

gesetzt  wird,  wo  Aq  und  A^  beliebige  Constanten  bezeichnen.  Dies 
giebt 

%n  1 

„_AB  r  de     fr     h  h     i... 

der  AVerth  des  auf  t  bezüglichen  Integrales  heisse  zur  Abkürzung 
\M\  es  ist  dann 

und  nach  dem  Vorigen 

271;  2^ 

^^ABM   r  de  2ÄBM    /'  dO 


*Ä7l  2 

;  fJil^  =  ^^^-^  r  de 


2  0  c/  ^^Vpa         ^     /  pVJk 

Um  dieses  Integral  zu  reduciren,  benutzen  wir  die  Substitution 
tane  =  y  -jtang), 

welche  giebt 

AB _  AB(u^cos^(p  +  ß^sin^(p) 

Acos^ip  -f-  Bsin^fp^  Acos^tp  -\-  Bsin^fp      ' 

äe  =      ^^^ '  ^"^ 

^ 2M       I    Acos^q>  -\-  Bsin'^g)    , 

~  cVaB^  Va^cos^ip  +  ß^sin^tp 

unter    dem    Integralzeichen    setzen  .  wir    noch     A  =  (7(1  —  «*), 
B  =  C(l  —  ß^)  und  erhalten  so 

^__    2Jf      n  —  (a^co8^(p  +  ßHin^fp) 


oder 


VabJ       Va^cos^g?  +  ß^sin^fp 
106)  Z  =  :j^  jij^Cx,  l;r)  ^  «^(x,  |4 
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worin  der  Modulus  x  darch  die  Formel 


Va^  —  ß^  _\/B  —  Ä 
*—         a         —  y  C  —  A 

bestimmt  wird.  Auf  jeder  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des lassen  sich  demnach  unendlich  viele  Zonen  angeben, 
deren  Complanation  mittelst  vollständiger  elliptischer 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Eine  der- 
artige Zone  wird  von  zwei  Curven  begrenzt,  welche  durch  die  Be- 
dingungen in  104)  oder 


107) 


^n  CDo  =  Ao  y^  -——-—^—-— , 


cosW  +  Äsin^O 
sincDi  —  ^    ■' 


bestimmt  sind.  Die  Gleichungen  der  Horizontalprojectionen  beider 
Curven  ergeben  sich  hieraus  mittelst  der  Substitutionen 

sie  lauten: 

{Ax^  +  By^)  {Aa^x'^  +  Bß^y^)  =  ^fS^P'''  +  ^^Sif^- 

Für  die  Construction  der  betreffenden  Curven  vierten  Grades  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein ;  setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  in  der  ersten  Gleichung 

x  =  rocosx,    y  =  roStnx,       ^  _  ^^    =  A,      ^  _  ^^g   =^o 

und  benutzt  für  die  zweite  Gleichung  eine  analoge  Bezeichnung,  so 
findet  sich 

2 ÄqCOS^X  +  Bpsin^x 

^^  "~  (Äcos^x  +  Bsin^x)  (^  «^  <^os^X  +  ^ß^  ^in^X) ' 

2 Äi  cos^x  +  ^1  s^^^X 

^^  ~  (Äcos^X  +  B8in^x)(^f^^cos^X  +  Bß'^sin^x) ' 
Bei   dem    Ellipsoide   müssen  r©   und  ri   kleiner  sein   als    der 
Radiusvector 

1 
r  = 


Väcos^X  +  Bsin^x' 
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welcher  in  der  Horizontalspur  der  Fläche  zum  Winkel  %  gehört;  es 
folgen  hieraus  die  Bedingungen  0  <  Aq  <  /5  und  0  <  ^i  <!  ß' 
Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  müssen  Vq  und  rj  mehr  als  r  betra- 
gen, wozu  nur  gehört,  dass  Ao  und  Xi  positive  echte  Brüche  sind. 
Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  können  r©  und  ri  irgend  welche 
reelle  Werthe  haben;  dies  erfordert  negative -4o,  Bq,  Ai,  Bi,  welche 
entstehen,  wenn  1  <  A©  ■<  /3  und  zugleich  1  <  ^i  <C  /S. genom- 
men wird*). 

IX.   Die  Oomplanation  gewisser  Fusspunktfläolien. 

Wie  bei  den  Untersuchungen  des  vorigen  Abschnittes  sei 
Ax^  +  By^  ^  G^^  =  1 
die  Gleichung  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades;  die  Berüh- 
rungsebene im  Punkte  xya  hat  dann  zur  Gleichung 

Axt  +  Byri  +  Cist  =  1, 
worin  |,  ly,  f  die  laufenden  Coordinaten  der  genannten  Ebene  be- 
zeichnen. Eine  Senkrechte  vom  Coordinatenanfange  (dem  Mittel- 
punkte der  Fläche)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  in 
einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  |,  i^,  5,  bekannten  Formeln  zu- 
folge, sind 

u Ax 

^  ~   A^X^    +   ^2^2    _|.    C^jg2' 

'        AH^  +  B^y^  +  C2£f2' 

^        A^x^  +,B^y^  +  C^z^ 

Die  Punkte  li^S  hilden  in  ihrer  stetigen  Folge  die  sogenannte  Fuss - 
punktf lache  zur  ursprünglichen  Fläche;  als  Gleichung  der  neuen 
Fläche  erhält  man  durch  Elimination  von  x,  y,  0 

fc2         *j2         *a 

108)  a^  +  n'  +  t')'  =  ^  +  ^  +  %• 


*)  Die  Complanation  des  dreiachsigen  Ellipsoides  mittelst  elliptischer  In- 
tegrale ist  zuerst  von  Legendre  gezeigt  worden  im  Traitö  des  fonctions 
elliptiques,  Tome  I,  p.  350  bis  360..  Alle  übrigen  Resultate  des  Abschnittes 
VIII  hat  der  Verfasser  (zum  Theil  mittelst  anderer  Methoden)  entwickelt;  8. 
Sitzungsberichte  der  K.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  aus  dem  Jahre 
1862  (Leipzig  1863),  S.  23,  und  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Fhjsik,  Bd. 
IX,  S.  205. 
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Um  dieselbe  in  Polarcoordinaten  auszudrücken,  nennen  wir  r  den 
Radius vect er  des  Punktes  |i??,  femer  il>  den  Neigungswinkel  von 
r  gegen  die  Horizontalebene  |i2,  endlich  %  den  Winkel,  welchen 
die  Horizontalprojection  von  r  mit  der  Achse  der  £  einschliesst;  es 
ist  dann 

^  =  r costp cosx,    rj  =z  r costp sinXj     f  =  rsin^, 
und  die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  wird 

,_^.  «        cos^il^cos^X    I    cos^tlfsin^x    ,    sin^\l> 

109)  r'  = j +  ^ +-C— 

Zur  Complanation  der  besprochenen  Fläche  benutzen  wir  die 
Formel  6)  auf  Seite  470  des  ersten  Theiles,  welche  wir  dem  vorlie- 
genden Goordinatensysteme  dadurch  anpassen ,  dass  wir  erst  die 
Achsen  der  x  und  ß  gegen  einander  vertauschen,  dann  ö  ==  Jjr  —  tlf, 
CO  =  |;r  —  X  ^^^  **  unter  das  Wurzelzeichen  setzen.  Die  betref- 
fende Formel  lautet  jetzt 

und  liefert  zufolge  des  vorigen  Werthes  von  r^ 

^-JJ   V 1^  + j^  +  -^.cosipdxdil;. 

Schreibt  man  1  —  cos^tlf  statt  sin^tl^  und  setzt  zur  Abkürzung 

P  =  -j^cos^X  +  -^sin^x  —  1» 
so  hat  man  einfacher 

8  =  -7^  J  J  Vi  +  Fcos^ip  .  cos^äxdil). 

Das  auf  ^  bezügliche  Integral  gewinnt  eine  bessere  Form,  wenn 
man  die  Substitution 

110)  sin^t!^_ 

anwendet,  aus  welcher  folgt 


es  wird  nämlich  rational 


dt; 
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oder  zufolge  des  Werthes  von  P 

J  J  [Ä^B^il—t^)  +  CH^iB^cos^x  +  ^^sin^Z)!^ 
Eine  weitere  Vereinfachung  bewirkt  die  Substitution 

111)  tanx  =  ^tanO, 

A 

welche  giebt 

_  ÄBde 

^  ~  AHos^d  +  B^sin^O' 

a^  jij,r  r  r ^M 

ö  _  ^^^j  j  [(^2cös2ö  +  BHin^e){i—n  +  opy 

Setzt  man  schliesslich 

112)  ^  =  smai, 
so  erhält  man 

coscüdGidO 


8  =  ÄBcff^, 


i^cos'^cjcos^d  +  B^cas^Gfsin^O  +  C^sin^cay 
Dieses  Integral  hat  dieselbe  Form,  wie  das  Integral  in  Nro.  87), 
welches  zur  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung 
diente;  es  liegt  daher  eine  Vergleichung  beider  Integrale  nahe. 
Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  ausser  der  Fläche  zweiten  Gra- 
des, deren  Fusspunktfläche  construirt  worden  ist,  noch  eine,  durch 
die  Gleichung 

A'x^  +  JTy«  4-  C'a^  =  1 

bestimmte  Fläche  zweiten  Grades,  so  gilt  für  letztere  die  Formel  - 

S'  = 
A'B'C  coscodmdO 


-Sil 


{B'C'cos''G)cosW  +  G'A'cos^cDsin^e  +  A'B'sin^o))^ 
Es  wird  nun  ff  =  Sj  wenn  erstens   A\  B\  C  mittelst  der  Pro- 
portion 

it    ,     -Dl    ,     pt    _^    .    _J_    .        1 

bestimmt,  und  wenn  zweitens  die  Integrationsgrenzen  in  beiden 
Doppelintegralen  zur  Coincidenz  gebracht  werden.  Die  erste  Be- 
dingung verlangt  positive  A\  B\  C'\  die  neue  Fläche  zweiten  Gra- 
des ist  daher  ein  Ellipsoid,  dessen  Halbachsen  a\  b\  d  sich  verhal- 
ten wie  A^  :  B^  :  C^,  d.  h.  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Halb- 
achsen der  ursprünglichen  Fläche,  so  dass  einfach 
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,        hc  .,        ca  ,■      ah 

a  0  c 

gesetzt  werden  kann.  Um  die  zweite  Bedingung  zu  erfüllen ,  leitet 
man  aus  den  ursprüglich  gegebenen  Grenzen  für  ilf  und  %  die  heuen 
Grenzen  für  o  und  0  mittelst  der  Formeln  110),  112)  und  111)  ab, 
nämlioh 

A 
114)  tand  =  -r^tan%. 

Jedem  irgendwie  begrenzten  Stücke  der  Fusspunkt- 
fläche  (108)  entspricht  demnach  ein  gleichgrosses  Stück 
der  Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  a\  b\  c\ 

Lassen  wir  beispielweis  in  dem  Ellipsoide  ö  von  0  bis  2  ar  und 
CD  von  einem  constanten  Werthe  G7e  bis  zu  einem  zweiten  Werthe 
^i  <i  ^0  gehen ,  so  ist  in  der  Fusspunktfläche  x  vo^  0  bis  2  ;r  aus- 
zudehnen, und  an  den  Grenzen  gelten  zwei  Gleichungen,  die  aus 
Nro.  113)  entspringen,  wenn  erst  coj  und  dann  cdq  für  (o  geschrie- 
ben wird.  Für  den  Fall,  dass  die  Fusspunktfläche  aus  einem  Ellip- 
soide hergeleitet  wird,  sind  diese  Gleichungen 


oder  in  rechtwinkligen  Goordinaten 

Hierin  liegt  folgender  Satz:  Der  Durchschnitt  der  P'uss- 
puuktfläche 

(|2  +  n'  +  ^'y  =  aH'  +  b'n'  +  cH* 
mit  den  beiden  elliptischen  Kegeln 

giebt  eine  Zone,  welche  denselben  Flächeninhalt  besitzt 
wie  diejenige  Zone  des  aus  den  Halbachsen  a',  h\  d  con- 
struirten  Ellipsoides,  deren  Begrenzungslinien  die  Gur- 
ven  isokliner  Normalen  mit  den  Neigungswinkeln  Oj   und 
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cDq  sind.  Um  bei  dieser  Complanation  die  früheren  Formeln  unge- 
ändert  benutzen  zu  können,  ist  a  <  &  <C  c  anzunehmen,  wodurch 
a'  >  5'  >  (/  wird;  die  Formeln  97)  bis  102)  gelten  dann  unmittel- 
bar, wenn  in  denselben  a,  5,  C  durch  a',  b\  d  ersetzt  werden. 

Für  Ol  =  0,  G)o  =  |3r  geht  die  Zone  der  Fusspunktfläche  in 
die  halbe  Fusspunktfläche  über  und  die  ellipsoidische  Zone  wird  zum 
Halbellipsoide ;  die  ganze  Fusspunktfläche  besitzt  demnach  denselben 
Flächeninhalt  wie  das  Ellipsoid  aus  den  Halbachsen  a\  5',  c'. 

Construirt  man  auf  dem  Ellipsoide  die  eine  Curve  isokliner 
Normalen,  welche  durch  die  Formel 

*'"*''  =  V^^T^W 

bestimmt  ist,  so  zerfallt  das  Halbellipsoid  in  eine  Kappe  und  in  eine 
Zone,  deren  Flächeninhalte  um  den  algebraischen  Ausdruck 

difFeriren ;  hieraus  folgt  der  entsprechende  Satz,  dass  die  halbe  Fuss- 
punktfläche von  dem  Kegel 

a*S2  +  64^2  _  (52c2  +  c2a2  +  a2c2)g2 
gleichfalls  in  eine  Zone  und  in  eine  Kappe  zerlegt  wird,   deren  Flä- 
chendifi*erenz  durch 

+  6n 


+  2>2J 
dargestellt  wird. 

Auf  dem  Ellipsoide  a'&V  lassen  sich  femer  Zonen  angeben,  de- 
ren Flächen  durch  vollständige  elliptische  Integrale  ausdrückbar 
sind.  Hierzu  gehört,  dass  0  von  0  bis  2ä  ausgedehnt  wird,  und 
dass  an  den  Grenzen  für  a>  die  Gleichungen  107)  oder  hier 

.  2       _  l^O{;ffcos^d-\-A'sin^d) 

sin  (Do  —  ^^(^Q^^^^cos^Q  ^  Ä'iC'  —  B')sin^d' 

sin  Ol  _  ^/(Cf'-A')cos20  +  Ä'i(r  —  B')sinW 
stattfinden.     Den  Grenzen  0  =  0  und  0  ==  2ä  entsprechen  wieder 
die  Grenzen  ;c  =  0  und  %  =  2x-j  ferner  ist,  wenn  man  A\  B\  Cf 
durch  Ä,  B,  G  und  0  durch  %  ausdrückt, 

A  2  A^B^ 


sin^(Oo  = 


FVq     . 


(^2—  C^)BHos^x  +  (52—  C^)Ä^sin^x' 
8tn  Ol  —  ^^2_  G^)B^€os^x  +  (S'—  C^Ä^sin^x 
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Nimmt  man  hierzu  die  Gleichung  113),  indem  man  erst  coo«  nachher 
Ol  für  CO  schreibt,  setzt  dann  für  -4*,  B^,  C*  ihre  Werthe  und  be- 
nutzt die  Abkürzungen 

0  _^       2  1  .^_       2 

r=rx^~~''«'    1  -  A^«  ~  ''i ' 

so  gelaugt  man  zu  folgenden  auf  die  Grenzen  bezüglichen  Glei- 
chungen 


sin^rl;  = 


t^  = 


(c*  —  a^)co8^x  +  (^*  —  b^)sin^x 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  sind  dieselben 

l'  +  ij'  +  g'        (c4_o*)|«  +  (c* -&«)'?'' 
e» ft.»(o«|«  +  Mi?*) 

I'  +  »J»  +  £*  ~"  (c*-a*)i'  +  (c*-64)ij» 
und  repräsentiren  zwei  Kegel  vierten  Grades.     Letztere   schneiden 
aus  der  Fusspunktfläche  eine  Zone  heraus,  deren  Flächeninhalt  durch 
vollständige  elliptische  Integrale  bestimmt  wird  *). 


*)  Den  speciellen  Satz  von  der  Complanation  der  ganzen  Fusspunktfläche 
des  EUipsoides  hat  Tortolini  gefunden,  Grell e's  Journal,  Bd.  31,  S.  17. 
Alle  übrigen  Resultate  des  Abschn.  IX  sind  vom  Verfasser  entwickelt  worden, 
theils  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  Jahrg. 
1862,  S.  51,  theils  in  der  Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  IX,  S.  205. 
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Die  elliptischen  Functionen. 


I.    Definition  und  reelle  Periodicität  der  elliptischen 

Functionen. 

Nach  einer  schon  früher  gemachten  Bemerkung  würde  eine 
systematische  und  von  geometrischen  Rücksichten  freie  Ausbildung 
der  Analysis  zwar  später  als  gewöhnlich,  aber  ebenso  sicher  zu  den 
goniometrischen  und  cyclometrischen  Functionen  geführt  haben.  Die 
letzteren  hätte  man  in  diesem  Falle  als  Integralwerthe  definirt, 
nämlich 

Arcsinz  =  f,  ,      Aräans  =    1  - — ; — r,  etc. 

0  0 

und  nachher  durch  Umkehrung  der  Gleichungen 

Aresina  =  w,      Aräana  =  t;,  etc. 
die  goniometrischen  Functionen 

jg  =  sinu,  B  =  tont;,  etc. 
aus  ihnen  hergeleitet.  Auch  die  reelle  Periodicität  von  $mti,  tanv^ 
etc.  würde  sich  dann  auf  rein  analytischem  Wege  ergeben  haben, 
und  zwar  mittelst  des  Satzes,  dass  die  vorhin  erwähnten  Integrale 
im  Allgemeinen  unendlich  vieldeutig  sind  (S.  72  bis  77).  Angesichts 
der  ausserordentlichen  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit,  womit  sich 
die  goniometrischen  Functionen  bei  vielen  analytischen  Untersu- 
chungen verwenden  lassen,  liegt  es  nahe,  auch  die  elliptischen  Inte- 
grale umzukehren,  also  diejenigen  Functionen  zu  betrachten,  welche 
entstehen,  wenn  man  sich  Gleichungen  wie 
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0  0 

nach  g  aufgelöst  denkt.  Diese  Umkehrungen  der  elliptischen  Inte- 
grale mögen  elliptische  Functionen  heissen*);  sie  sind gewisser- 
massen  höhere  goniometrische  Functionen  und  gehen  in  speciellen 
Fällen  (z.  B.  f ür  Ä  =  0  oder  jfc  =  1)  in  die  goniometrischen  Func- 
tionen über. 

Wir  betrachten  zunächst  das  einfachste  elliptische  Int-egral 

d(p 


«      /ftt 


0  ^ 


=  u    oder    F(k,  q))  =  u 


und  denken  uns  hierbei  den  Modulus  h  und  den  Integralwerth  u  als 
gegeben,  q>  dagegen  als  Function  von  u  und  nebenbei  von  Je,  Um 
dafür  eine  sprechende  Bezeichnung  zu  erhalten,  möge  daran  er- 
innert sein,  dass  linker  Hand  (p  die  Amplitude  des  Integrales,  also 
auch  die  Amplitude  von  u. bedeutet;  man  benutzt  daher  den  Aus- 
druck „Amplitude  von**  als  Functionszeichen  und  schreibt  abgekürzt 

2)  9  =  awtt,     (mod.  =  k) 
oder 

3)  q>  =  am(u,  Ä), 

wobei  die  Angabe  des  Modulus  wegbleiben  kann,  wenn  der  Werth 
desselben  von  selbst  bekannt  ist.  In  den  zwei  speciellen  Fällen 
jfc  =  0  und  Ä;  =  1  lässt  sich  die  Function  am(ii,  k)  leicht  durch 
gewöhnliche  Functionen  ausdrücken.  Für  k  =  0  wird  nämlich  aus 
Nro.  l)  (p  =  u  und  aus  Nro.  3)  g?  =  aw(M,0),  mithin 

am(tt,  0)  =  u. 
Für  k  ==  l  giebt  die  Gleichung  1) 

ltan(\7t-\-lq))  =  u    oder    <p  =  2arctane*  -|-  2mx  —  |ä, 
und  die  Gleichung  3)  9  =  am{u^  1)  mithin 

am{u,  1)  =  2aräane^  +  (m  —  |)3r, 
wo  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet.     Dieselbe  bestimmt  sich  durch  die 
Bemerkung,  dass  (p  und  u  gleichzeitig  wachsen,  und  zwar  (p  von  0 
bis  |ä,  wenn  u  von  0  bis  00  geht;  bei  positiven  u  liegt  demnach  (p 
zwischen  0  und  \7C,  mithin  ist  w»  =  0. 

Wir  kehren  nun  zu  den  allgemeinen  Gleichungen  1)  und  3)  zu- 


•)  Wir  folgen  hier  der  zweckmässigen  Nomenclatur  Jacobi's,  während 
Legendre  F{k,9>)y  E(h^q))^  II(k,q))  elliptische  Functionen  nennt,  was 
offenbar  weniger  bezeichnend  ist,  als  der  Ausdruck  elliptische  Integrale. 
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rück  und  denken  uns  darin  die  Amplitude  9  von  beliebiger  Grösse, 
nämlich  als  das  m- fache  des  Quadranten  \7t  plus  einem  Reste  ^,  der 
kleiner  als  |jr  ist.  Hierbei  sind  gerade  und  ungerade  m  zu  unter- 
scheiden. Im  ersten  Falle  m  =  2n  geht  die  Gleichung  9?  = 
fn  .  \n  ■\'  Q  in  q)  =  nx  +  Q  über  und  es  ist  dann 

nn-^Q  nn  nn-^-Q 

^    '  ^    "  ^  dq> 


4)         rj±-=  f^^+  f- 


Das  erste  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  nach  dem  Schema 
n7t  n  2n  Sn  nn 

0  0  n  2  TT  (n— l)7i: 

in  n  einzelne  Integrale  zerlegen,  und  wenn  man  hier  folgende  Sub- 
stitutionen vornimmt, 

im  ersten    Integrale  g?  =  ^, 

„    zweiten         „         9  =  ä  +  ^» 

„    dritten  „         9  =  2:wr  +  ^, 


im  n-ten  Integrale     g)  =  (n  —  l)3r  -f-  ^, 

so  erhalten  alle  jene  Integrale  die  nämliche  Form  und  es  wird 
nn  n 

r  d<p  _    r  dt 
J  Ji<p)  -  "J  ^w 

oder  auch,  weil  sd(ilf)  von  ^  =  |;r  bis  ^  =  «  dieselben  Werthe 
hat,  wie  von  ^  =  0  bis  ^  =  5^, 

wobei  zur  Abkürzung  F(Je,  \n)  =z  K  gesetzt  worden  ist.     Femer 
geht  das  letzte  Integral  in  Nro..4)  durch  Substitution  von  g>  = 

nx  •}-  ilf  über  in 

/nn-^-Q  Q 

nn  0 

nach  Nro.  4),  5)  und  6)  zusammen  ist  also 

7)  /!^  =  2nZ+    /^. 

Bei  ungeraden  w  =  2n  —  1  wird  die  Gleichung  9  t=  m  .  Jar  4"  9 
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zu  q>  =  nx  —  {J jr  —  p)  oder  kürser  q>  =  nx  —  4J,  wo  6  wieder 
ein  Bogen  des  ersten  Quadranten  ist.     Man  hat  nun 

r  d<p  _  r  d<p       r  dip  _  rj9_ 

•  •  un—c  «»—ff 

nnd  wenn  man  im  letzten  Integrale  9)  =  nx  —  ^  setzt,  so  wird 


Die  Gleichungen  7)  nnd  8)  lassen  sich  zn  der  einen  Relation 

9)  rjL        2nK+    tj^ 

znsammen&ssen,  welche  zeigt,  wie  ein  Integral  mit  beliebiger  Am- 
plitude durch  das  Yollstandige  Integral  K  und  durch  ein  unvollstän- 
diges Integral  ausgedrückt  wird,  dessen  Amplitude  X  zwischen  0 
nnd  Ix  liegt. 

Es  bedarf  nur  einer  anderen  Schreibweise  der  Gleichung  9),  um 
zu  einer  Fundamentaleigenschaft  der  Function  amu  zu  gelangen. 
Setzt  man  nämlich 

nn±x 


/: 


=  ». 


80  ist  einerseits  nach  Nro.  9) 

V  =  2nK+  u. 
Andererseits  folgt  durch  ümkehrung  der  vorhergehenden  Gleichungen 

X  =  atnUj        nx  +  x  =  amv, 
und  wenn  man  die  Werthe  von  X  ^^^  ^  ^  ^i^  letzte  Gleichung 
substituirt,  so  gelangt  man  bei  umgekehrter  Anordnung  beider  Sei- 
ten zu  der  Formel 

10)  am(2nK+ u)  =  nx  +  amu. 

Es  sei  femer 

'!? 
d(p 


f: 


,  ^w 


=  w    mithin    m  z=s  amto^ 


man  findet  dann  sehr  leicht 

—  öl 


/—jr-T  =  —  w   und  —  cj  =  am( — w) 
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d.  i.  durch  Yergleichung  beider  Ergebnisse 
11)  am( — iv)  ==  —  amw. 

Mittelst   der   gewonnenen  Formeln  kann^  man   sich  von  dem 
Laufe  der  Function  amu  ein  Bild  machen,  falls  u  auf  reelle  Werthe 

Fig.  48. 


beschränkt  wird.  Construirt  man  nämlich  u  als  Abscisse,  (p  =  amu 
als  Ordinate,  so  gehören  zu  den  Abscissen  (Fig.  48) 

0,       OKi  =  K,       OK2  —  2Ä*,       OJTg  =  3Jr, 

die  Ordinaten 

0,    JTiZfi  =  -~,     £^2^2  =  2—,    K^Lz  =  3-—,  .  .  .  .  , 

die  Punkte  Zj ,  2^2  *  i^s  9  •  •  •  liegen  demnach  in  einer  durch  den 
Coordinatenanfang  gehenden  Geraden.  Ist  ferner  für  irgend  einen 
Punkt  P  die  Abscisse  =  w,  die  Ordinate  =  awiw  und  x  der 
Winkel  zwischen  der  Tangente  in  P  und  der  Abscissenachse,  so  hat 
man 

d,amn  dq) 


fanv  = 


Vi  —  k^sin^g) 


^«  dq), :  Vi  —  k^8in^(p 

mithin  im  Coordinatenanfange  tanz  =  1,  und  nachher,  wenn  P 
nach  Li  gelangt  ist,  tant  =  Vi  —  Ä*;  der  Winkel  r  föngt  also 
mit  45®  an  und  vermindert  sich  bis  arctank\  Wegen  am{2K — u) 
z=z  n  —  am  w  ist  der  Bogen  LiL^  congruent  dein  Bogen  OXj,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  aus  am(2-K'  +  w)  =  3r  +  amu  folgt 
weiter,  dass  derBjgen  L^Lz  dem  Bogen  OZi  in  gleicher  Lage  con- 
gruent ist,  u.  8.  f.  ins  Unendliche  nach  beiden  Seiten  hin. 
Die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrales 


12) 


r de 

j  1/(1— ;?»)(1  — A;«Ä») 
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crgiebt  sich  nun  leicht  aus  dem  Vorhergehenden.     Für  z  =  sin  (p 
wird  nämlich  die  Gleichung  zur  folgenden 

dq) 


f  dq> 
J   Jicp) 


U: 


diese  liefert  q>  =  amu,  mithin  ist,  wegen  e  =  sinq), 
13)  e  =  sin  amu 

die  ümkehrung  von  Nro.  12).  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  ge- 
statten alle  elliptischen  Integrale,  welche  sich  auf  das  elliptische  In- 
tegral erster  Art  zurückführen  lassen.     Aus  der  Gleichung  z.  B. 

U)  '       /,  ^' 

J    V(l— ^2)(Ä;'2  +  Ä;2;?2) 

folgt  f ür  jer  =  cos  <p 


/ 


dw 


und  nach  dem  Vorigen 

15)  s  =  cosamv. 

Ebenso  liefert  die  Gleichung 


16) 


r  de 

/  V(i  — ^''X«»  — Ä'»)~"'' 


welche  für  «  =  Vi  —  k^sin^^  in 

dq> 


f 


übergeht,  die  Umkehrung 

17)  ;ef  =  Vi  —  h^sin^amw  =  Jamw. 

Die  hier  aufgeführten  drei  Functionen  der  Amplitude  sind  die 
wichtigsten  unter  denjenigen  Functionen,  welche  durch  Umkehrung 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  entstehen;  sie  bilden  eine  Gruppe, 
welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ungefähr  dieselbe 
Stelle  einnimmt,  wie  der  Sinus  und  Cosinus  unter  den  goniometri- 
schen  Functionen.  Man  erkennt  dies  leicht  aus  den  betreflfenden 
Diflferentialformeln ;  die  Gleichung 

damu  =  Vi  —  k'^sin^q)  .  du  =  ^amu  .  du 
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liefert  nämlich 

Idsinamu  =  cosamu  Jamu  .  du, 
dcosamu  =  —  sinamu^amu  .  du, 
ddamu   =  —  h^  sin  am  u  cosamu  .  du. 

Auch  hinsichtlich  der  Periodicität  findet  eine  nahe  Verwandt- 
schaft zwischen  den  elliptischen  und  goniometrischen  Functionen 
statt.     Wegen  am(2K — w)  =  tc  —  omw  ist  nämlich 

sin  am(2K  —  u)  =  sin  (%  —  am  u)  =^  sinamu\ 
auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

sinam{2K-\-u)  =  —  sinamu, 
sinam(4:K — u)  =  —  sinamu,  sin  am  (4:  K  -{-u)  =  -f-  sinamu, 
woraus  erhellt,  dass  das  vollständige  Integral  K  dieselbe  Bedeutung 
für  den  Amplitudensinus  hat,  wie  die  Zahl  \7C  für  den  gewöhnlichen 
Sinus.  Beachtet  man  noch  die  Relation  am( — v)  =  —  amv,  so 
gelangt  man  leicht  zu  folgenden  Formeln 

19)  sin  am  («*  +  2Ä^)  =  —  sinam  w,    cosam(u  +  2Ä^)  =  —  cosamu, 

^am(u  +  2K)  =  /Jamu, 

20)  sinam{u^4:K)  =  sinamu,    cosam(u  +  4:K)  ==  cosamu, 

^am(u:jr4:K)  =  ^amu. 
Die  elliptischen  Functionen  bleiben  demnach  ungestört,  wenn  die 
Variabele  um  4^"  wächst,  d.h.  sie  besitzen  eine  reelle  Periode 
deren  Index  =  4^"  ist.  In  dem  speci eilen  Falle  k  ==  0  wird 
K  =  \n,  sinamu  =  sinu,  cosamu  =  cosu,  ^amu  ==  1  und 
dann  enthalten  die  Formeln  20)  den  bekannten  Satz  von  der  reellen 
Periodicität  der  Functionen  sinu  und  cosu.  Nimmt  man  dagegen 
A;  =  1,  so  wird  Ä  =  oo;  aus  Nro.  12)  und  13)  ergiebt  sich 

qU  g— «  g2tt  \ 

und  in  der  That  besitzt  dieser  Ausdruck  keine  reelle  Periode  mehr. 
Erinnert  man  sich  aber,  dass  zufolge  der  Gleichung 
e^(u±n^/^  —  ß2u 

die  Exponentialgrösse  e^"  als  eine  periodische  Function  anzusehen 
ist,  deren  Periode  den  imaginären  Index  7t  V —  1  besitzt,  so  erkennt 
man  auch  in  sin  am  (u,  1)  eine  periodische  Function  mit  dem  Index 
7cV —  1.  Ob  diese  Eigenschaft  von  sinamu  nur  in  dem  speciellen 
Falle  k  =  1  oder  auch  für  andere  Modüli  besteht,  das  bedarf  einer 
näheren  Untersuchung. 
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n.   Die  doppelte  Periodioität  des  Amplltudensiaus. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Integrale 

r         äs 

setzen  dabei  z  als  beliebige  complexe  Variabele  voraus  und  unter- 
suchen die  verschiedenen  Werthe,  welche  das  Integral  auf  verschie- 
denen Integrationswegen  erhält  (vergl.  Seite  73).  Zur  Abkürzung 
sei  hierbei 

und,  wo  es  nöthig  ist,  möge  der  absolute  Werth  von  f{z)  mit  [/ W] 
bezeichnet  werden. 

Dem  Anfangswerthe  £?  =  0  entspricht  /(O)  =  +  1 ;  um  die 
hierin  liegende  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  nehmen  wir  /(O)  = 
+  !•     Da  ferner 

.,,11  1  1  1 


vn^  vr+" 


Vi^Vi 


■^-o 


ist,  so  besitzt  f{z)  vier  ausgezeichnete  Punkte 

.1  1 

in  welchen  f{£)  unendlich  wird ;  diese  Punkte  sind  gleichzeitig  Ver- 
zweigungspunkte, deren  Umkreisung  einen  jedesmaligen  Vorzeichen- 
wechsel von  f{e)  zur  Folge  hat.  Die  beiden  ersten  Punkte  liegen 
auf  der  Abscissenachse  in  den  Entfernungen  O^i  =  +  1  und 
0^2  =  —  1 »  diö  beiden  anderen  liegen  auf  oder  ausserhalb  der 
o;- Achse,  jenachdem  h  reell  oder  cömplex  ist;  der  Allgemeinheit 
wegen  setzen  wir  das  Letztere  vbraus  und  denken  uns  demgemäss 

Gl  und  Qi  als  Repräsentanten  von  ■\-  ~  und  —  —  (Fig.  49).  Las- 
sen wir  nun  die  Variabele  ß  von  0  aus  eine  geschlossene  Curve 
durchlaufen,  welche  nur  den  Punkt  Y\  einmal  umkreist,  und  nennen 
wir  1{JP\)  den  entsprechenden  Werth  you  Jf(z)  dz ^  so  ist,  wie  auf 
S.  74 

HF,)  =  I{OA{)  +  I{A,B,G,A{)  +  2(^1  Oj. 
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Im  zweiten  Integrale  setzen  wir  a  =:  1  —  re*"^,  wo  r  den  Halbmes- 
ser des  Kreises  ÄiBiGiAi  bedeutet,  und  bemerken  noch,  dass  f(z) 
auf  dem  Rückwege  von  Ai  0  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat  wie 
auf  dem  Hinwege  OAi;  wir  haben  dann 

Fig.  49. 


1— r 


0  0  1— r 

Das  auf  den  Kreis  bezogene  Integral  ist 


ir     f(\—r^e)eiedd 


=  *^J  V(2-re'«)(l- 


^''dO 


V(2  —  re'«)(l  —  »  +  *»-c<ö)(l  +  fc  —  hr&9) 
und  geht  für  r  =  0  gleichfalls  in  Null  über;  es  bleibt  daher 

10  1 

I(Fi)  =  Jfmäe  -  Jmdz  =  2jmde 


=  ./. 


dB 


=  F, 


wobei  F  zur  Abkürzung  dient.  Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi 
gelten  wieder  dieselben  Schlüsse,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen, 
weil  jetzt  f(0)  mit  dem  Endwerthe  —  1  anfangt  und  mit  dem  End- 
werthe  +  1  nach  0  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also 
der  Integralwerth  —  F.     Bezeichnet  überhaupt  In{Fi)  den  Werth, 
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welchen  das  Integral  nach  n  Umkrebongen  des  Punktes  Fx    allein 
erhält,  so  ist 

J,(FO  =  0,     J,(F,)  =  F,     l4(Fi)  =  0,     15(^0  =  1^0.  s.  f. 
Mittelst  ganz  analoger  Betrachtungen  gelangt  man  zu  den  Werthen, 
welche  das  Integral  annimmt,  wenn  man,  von  0  ausgehend,     den 
Punkt  F^  mehrmals  umläuft;  es  findet  sich  zunächst 
—  1 

I(y,)  =  2    ll-y^ Jl =  -  F 

und  nachher 

I,(F,)  =  0,  73(J?2)  =  -i^,  l4(F2)  =  0,  I,(F,)  =  -:Fu.s.w. 
Nach  derselben  Methode  ergeben  sich  auch  die  Werthe  des  Integ^ra- 
les,  welche  den  Umläufen  um  Gt^  allein  oder  um  Gr^  allein  entspre- 
chen; setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 


^h 


=  a. 


V(l— JP«)(1— Ä;«£r2) 
so  erhält  man 

I,(G,)  =  a,    hiGi)  =  0,    I,{Gi)  =  G,    I,(GO  =  0,  u.  s.w. 
Ii(G2)  =  —G,    l2((?2)==0,   Ia(Ö2)  =  --G^,    I,{G,)  =  0,u.ß.w, 
Der  allgemeinste  Integrationsweg  von  0  nach  irgend  einem  Punkte 
P,  welcher  die  complexe  Zahl  e  =  x  -f-  iy  repräsentirt,  besteht  nun 
aus  beliebig  vielen  Umläufen  um  die  vier  Verzweigungspunkte  und 
aus  dem  geradlinigen  Wege  von  0  nach  P.  Jene  Umläufe,  in  irgend 
welcher  Ordnung  genommen,  liefern  zufolge  der  ihnen  entsprechen- 
den Werthe  einen  Ausdruck  von  der  Form  ftF  +  vff,  worin  ft  und 
V  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  positiv,  Null  oder  negativ  sein  können. 
Der  allgemeine  Werth  des  Integrales  ist  daher 

t  z 

21)  fm  (iir  =  ^ J-  +  1;  ff  +  J{±  {/(p)]]  de, 

0  0 

und  zwar  bestimmt  sich  im  geradlinigen  Integrale  das  Vorzeichen 
von  fijs)  durch  den  End werth,  womit  f{is)  nach  jenen  Umläufen  in 
0  ankommt.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  untersuchen  wir  die  fol- 
genden allein  möglichen  vier  Fälle 

ft  gerade,  v  gerade, 

ft  ungerade,      v  ungerade, 

fi  gerade,  v  ungerade, 

ft  ungerade,      v  gerade. 
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r>er  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  man  mehrmals  Fi,   dann  F2»  wieder 
F'x   und  F2  etc.  umgeht,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  F^  auf- 
Ixört,    dann  ebenso  mit    öj  und  G^  (oder  mit  Q-i  und  Gi)  verfährt 
Txxid   schliesslich  den  geraden  Weg    OP  geht.     Nun  ist  f{z)  positiv 
längs  OFu  negativ  von  Fi  bis  F^,  positiv  von  F^  bis  0,  und  so  oft 
a.xicli  diese  Hin-  und  Hergänge  wiederholt  werden  mögen,  so  erhält 
cloch  f(js)  den  positiven  Endwerth  /(O)  =  +  1 ,  sobald  man  nur 
immer  mit  F^  aufbort.     Dasselbe  gilt  nachher  bezüglich  der  Punkte 
Gri  und  Ö2;  im  geradlinigen  Integrale  fängt  daher /(-er)  mit  dem  po- 
sitiven Werthe  /(O)  =  +  1  an  und  bleibt  positiv,  weil  zwischen  0 
Txnd  P  kein  Verzweigungspunkt  liegt.     Für  [i  =  2p  und  v  =  2q 
ist  daher 

z  z 

Jf{z)d0  =  2i>JP  4-  2g  ©  +  Jf{s)dz, 
0  0 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

'  z  z 

22)     Jf{z)dz  =  (2|)  +  2g)F  —  2g(F—  G)  +  Jf{e)dg. 

0  0 

Der  zweite  Fall  entsteht,  wenn  man  mehrmals  Fi^  ^2»  -^i»  ^i  etc. 
umkreist,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  Fi  aufhört  und  nach- 
her ebenso  mit  Gi  und  G2  verföhrt.  Nach  den  Umgängen  um  Fi, 
JF2  >  J?i  >  J?2 »  •  •  •  •  -^1  kommt  f{z)  mit  dem  negativen  Zeichen  in  0 
an;  den  weiteren  Umläufen  um  G^i,  6r2>  G^i»  (rj,  .  .  .  .  Gi  entspre- 
chen ebenso  viele  Zeichenwechsel,  nach  dem  letzten  Umlaufe  ist  da- 
her f{z)  wieder  positiv  und  bleibt  es  längs  OP,  Für  ft  =  2jp  —  1 
und  V  =  2ci  +  1  hat  man  also 

z  z 

ff(z)dz  =  i2p-l)F  +  (22  +  1)  a  +Jne)de 

0  0 

oder  auch 

z  '  z 

23)  ffie) de  =.(2i>  +  2q)F-i2q  +  1)(F-  ö)  +  //(-er) de. 

0  0 

Wie  man  sieht,  lassen  sich  die  Gleichungen  22)  und  23),  welche  den 
beiden  ersten  Fällen  entsprechen,  zu  der  folgenden  einen  Gleichung 
zusammenfassen 

z  z 

24)  ff{s)dz  =  2mF  +  niF--  (?)  +  Jm^^^ 
0  0 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind. 
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Der  dritte  Fall  tritt  bei  folgender  Anordnung  der  Umlaufe  einj 

T*         ^1         TP         TC1  TP 

-Tl»    '«'2»    ■''1»    -TJ»   ....   rj, 

©1,  ff2,  Gl,  ff«, ffj,  ffi; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  F^  ist  /(ir)  positiv,  nach    dem  letz- 
ten Umlaufe  um    G^t   negativ;    man  hat  daher  für  fi  =   2jp   und 

V  =  2q  +  1 

s 

^f{z)dz  =  2pF  +  (2g  +  1)  ff  -  JlAz)ds 
ö  0 

oder 


ß 


25)  ff(z) dg=i2p  +  2q+l)F-(2q+  1) (F- ff) - Jffi^') äz. 

0  0 

Dem  letzten  Falle  endlich  entspricht  folgende  Anordnung   der  Um- 
läufe 

X'         "C         X'         X*  TT'        "C 

-Tl»    ■**«,     ^1»    -TJ»   ....    -T«,   -Tlf 

ffi»  ff«»  ffi,  62»  •  • .  •  ff«; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  Fi  i8t/(jer)  negativ,  nach  dem  letzten 
Umlaufe  um  ff«  gleichfalls;  far^  =  2|)  +  l,v  =  2g  hat  man 
folglich 

Jf(z)az  =  (2J.  +  1)F  +  2g(?  -  Jf{z)dz 

0  0 

oder 

26)  y/(^) tf je?  =  {2p  +  2g  +  1)F  —  2g (F-  ff)  —Jfi^)  dz, 

0  0  . 

Auch  die  Gleichungen  25)  und  26)  lassen  sich  unter  einer  gemein- 
schaftlichen Form  darstellen,  nämlich 

27)  Jf{z)dz  =  (2w+  1)F  +  n{F-  ff)  -  Jf{z)dz, 

0  0 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten.  Alle  die  verschiedenen 
Werthe,  welche  J'fiz)  dz  auf  verschiedenen  Integrationswegen  be- 
kommen kann,  sind  demnach  in  den  beiden  Formeln  24)  und  27) 
enthalten. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Berechnung  der  beiden  Integrale 
F  und  F  —  ff.  Das  erste  bietet  keine  Schwierigkeit,  namentlich 
wenn  k  als  reeller  echter  Bruch  vorausgesetzt  wird,  wie  dies  später 
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gescliehen  soll.   Was  ferner  den  Ausdruck  F  —  ö  anbelangt,  so  ist 
ei*  der  Werth,  welclieny/(£r)  dz  erhält,  wenn  die  Punkte  Fi  und  Gi 
nacli  einander  umlaufen  werden  (Fig.  50).     Diesem  Wege  lässt  sich 
Pig  5Q^  folgender  andere  substituiren:  man  gehe 

geradlinig  von  0  nach  einem  nahe  vor 
Fl  liegenden.  Punkte  Jlf,  beschreibe  mit 
FiJlf  als  Radius  einen  Kreis  um  Fj, 
gehe   dann   in   gerader  Linie  von  M 
nach    einem   nahe    vor    Q\    liegenden 
Punkte  JV,  beschreibe  wieder  mit  QiN 
als  Radius    einen    Kreis   um    Qi  und 
kehre  dann  auf  der  Geraden  NO  nach 
0  zurück,  wobei  man  statt  des  letzten 
geradlinigen  Weges  NO  auch  die  ge- 
brochene Linie  NMO  wählen  kann,  weil  innerhalb  des  Dreiecks 
O  MN  kein  ausgezeichneter  Punkt  liegt.     Die  Vorzeichen  von  f{e) 
Bind  auf  den  hier  vorkommenden  Geraden 


längs         OM,         MN,        NM,        MO, 
positiv,     negativ,     positiv,     positiv, 

66  ist  also  für  Fl  ilf  =  öl  jy  =  r 

1 

l-r  T-*" 

F-'a=  jlf{e)de  +  Kreisintegral  +   f[-[fiz)]}djs 

0  1— r 

1— r  0 

+  Kreisintegral  +  J[+lf(z)]]  dz  +  J[+  [/(z)]]  dz, 


1  l-r 


wobei  das  erate  geradlinige  Integral  sich  gegen  das  letzte  hebt  und 
das  zweite  geradlinige  Integral  dem  dritten  gleich  ist.  Lässt  man  r 
in  Null  übergehen,  so  verschwinden  die  beiden  Kreisintegrale  und 
es  bleibt 


F  -  e  =  —  2  /  ^^ 

f  y(I— ;ef2)(l— Ä2;p«) 

Wir  setzen  nun  h  als  reellen  positiven  echten  Bruch  voraus« 
Es  ist  dann  reell 

P  =  2  f-, if =  2  K 

SchlSmiloh,  Aiulytli.    H.  26 
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Dagegen  ist  F  —  G  rein  imaginär,  weil  innerhalb  der  Grenzen  I 
und  —  der  erste  Factor  1  —  e^  negativ,  der  zweite  1  —  k^e^  po- 
sitiv bleibt;  diese  Bemerkung  liefert 

F—  G  = 

oder,  wenn  1  —  t*  =  f*  und 


t  /  V(;er2  — 1)(1— ; 


g  = 


Vi  —  Ä'2a;2 

gesetzt  wird, 

1 

F-G  =  2i    r,  ^'^        , =2iE', 

J  y(i— «»)(!— A/««») 

wo  JT  das  ToUständige  elliptische  Integral  für  den  Modulns  l<f 
bezeichnet. 

Die  Formeln  24)  und  27)  werden  jetzt 

/,..  =4»»Z'+  «.2nJr* 

/^,.        ^^  =(4w  +  2)jr  +  i.  2  wir 

_  /,      ^^ 

wir  schreiben  dafür  kürzer 

Tr=  4m^  +  i  .  2nK*  +  «;, 
Tr=(4m  +  2)Ä:+  ».  2nir  —  tf;, 

indem  wir  unter  W  den  allgemeinen  Werth  des  Integrales  und 
unter  fJO  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  verstehen.  Da  die 
obere  Grenze  e  in  beiden  Integralen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  als 
ümkehrungen  von 


/- 'J. ==Trund     / 


de 

w 


y(i—e^)(l-htg')  ^/V(l-««)(i-*V) 
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die  beiden  Gleichangen  z  =  Bin  am  W  und  z  =  sin  am  w  mithin 

sin  am  W  =  sin  amto 
und  zufolge  der  vorherigen  Relationen  zwischen  W  und  w 

28)  sinam  (4mK  +  i  .  2nK'  +  tv)  =  sinamw, 

29)  sinam  ([4»w  +  2'\K-\'i.2nE?  —  w)  =  sinamw. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  die  Function  sinamw 
ungestört  bleibt,  wenn  die  Variabele  w  um  ein  Vielfaches  von  ^K 
oder  um  ein  Vielfaches  von  i  .  2E!  zunimmt,  dass  also  der  Am- 
plitudensinus sowohl  eine  reelle  Periode  mit  dem  Index 
4:K  als  eine  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  f  .  2  £' 
besitzt. 

Im  speciellen  Falle  Ä;  =  0  wird  jBT  =  |3r,  üC  =  oo ,  sm  am  («?,  0) 
=  sinw\  die  imaginäre  Periode  fcQlt  dann  weg  und  es  bleibt  nur 
die  reelle  Periode  2  n  übrig,  welche  der  Function  sin  tv  in  der  That 
zukommt.    Der  entgegengesetzte  Fall  k=l  giebtÄ'=  oo,  jr  =  J:r 

sinam(w,l)  =  ~^^^-^, 

und  diese  Function  besitzt  nur  die  imaginäre  Periode  iz. 

An  die  vorige  Untersuchung  knüpfen  wir  noch  die  Entwicke- 
lung  einiger  Fundamentalformeln  für  sinamw  und  bemerken  dabei 
im  Voraus,  dass  wir  im  Folgenden  das  Integral 


A 


dz 

=  w 


0    Vil^zVil'-Jc^z^) 

jederzeit  geradlinig  nehmen,  weil  sich  nach  den  Formeln  28)  und 
29)  jeder  andere  Integrationsweg  auf  die  Gerade  von  0  bis  z  zurück- 
führen lässt. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung 

J.         r        äz 

e  dnrch  eine  neae  Variabele  y  mitiielBt  der  Substitution 


yj^^»a„,=vi 


—  z' 


so  erhält  man 

Ta-««):(i -**««) 

Vy«)' 

26* 


/  y(i-y»)(i- 


■» 
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mithin  umgekehrt 

=i  stn am (Ä^—tt?) 


v; 


1  —  k'^z^ 
oder  vermöge  der  ursprünglichen  Gleichung  z  =  sin  am  w 

30)  ,i„««(2r_„)  =  £5f!^. 

Diese  Formel  entspricht  der  goniometrischen  Relation  sin  (ja — w) 
=  cosw,  in  welche  sie  für  Ä;  =  0  übergeht*). 

Ist  die  obere  Grenze  rein  imaginär,  etwa  jef  =  tiy,  mithin 

31)  /    y  =  IT,  ti?  =  stnam«;, 


r  dz  .    _ 

J  y(l~^»)(i-Ä2^2)  —  «^^  »^  - 


so  sind  alle  auf  dem  Integrationswege   vorkommenden  z  von  der 
Form  iy\  die  Substitution  z  '=^  iy  giebt  dann 

V  V(i+y»)(i  +  ÄV) 

Mittelst  der  ferneren  Substitution  «=-====  wird  hieraus 

Vi  —  a?« 
JL 


.  r         dx 

J  V(l-a?^)(l-Ä'«a:2) 
oder,  wenn  das  Integral  für  sich  mit  t;  bezeichnet  wird, 

w  =  t>,     ., ,  =  sin  aw  (v,  Jcf),     rj  =  tgam  (v.  "kX 

Vi  +  j?« 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  31)  wird  nun  durch  Substitution  der 
Werthe  von  w  und  ij 

32)  stn  a  w  (t  v)  =  itg  am  (v,  äO- 

Will  man  die  obere  Grenze  des  Integrales  w  grösser  als  die 
Einheit  nehmen,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  V(l  —  z^)  (1  —  h^  z^) 


*)  Jacobi  nennt  am  (K — w)  die  Coamplitude  von  w  und  schreibt  dem- 
gemäss 

cos  am  w 

sin  coam  w  =  -— ; 

Jamw  ' 

jedoch  wird  diese  Bezeichnung  wenig  gebraucht,   weil  sie  keine  wesentliche 
Abkürzung  gewährt. 
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von  ^  =  l  hia  0  =  rr  imaginär  ist,  f ür  je?  >  -t"  dagegen  wieder 
reell  wird;  es  sind  daher  die  heiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die 
genannte  Integrationsgrenze  zwischen  1  und  —  oder  über  -r   hin- 

16  K 

aus  liegt. 

Um  den  ersten  Fall  zu  erörtern  sei 
1 

33)  /  "/  =  «^,      TT  =  sinamw 

und  dabei  Ä  <  S  <C  !•  Der  geradlinige  Integrationsweg  führt 
hier  durch  den  Verzweigungspunkt  o?  =  +  1  hindurch,  was  sich 
vermeiden  lässt,  wenn  man  diesen  Punkt  in  einem  Halbkreise  um- 
geht. Man  findet  leicht,  dass  das  auf  den  Halbkreis  bezogene  In- 
tegral gleichzeitig  mit  dem  Radius  des  Halbkreises  verschwindet, 
dass  also  übrig  bleibt 

1 

^  _     C dz  r dz 

d.i. 


fv  =  K  +  ^   frr= 


dj8 


V(;ef2—  1)(1— ÄJ2^2) 

Mittelst. der  Substitution  z  =  r-,  =  erhält  man  weiter 

Vi— Ä'^a?» 

ir    f     1      C    *  ^^. 

*    /    V(l— »2)  (1— *'»«») 

oder  wenn  man  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet, 

w=-K  ■\-  -7 ,      ;        =  sin  am  (v,  Jc%      J  =  ^am  (v,  äj'). 

Zufolge  der  Werthe  von  |  und  to  wird  nun  aus  der  zweiten  Glei- 
chung in  33) 

smamlK  + -r)  = -:z r^TÄ 

oder  wenn  man  —  t;  an  die  Stelle  von  v  treten  lässt, 
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Um   den  zweiten  der  vorhin   erwähnten  Fälle  zu  discatireE. 
betrachten  wir  das  Integral 
1 
kl 

r         äs 1 

unter  Voraossetznng  eines  positiven  echt  gebrochenen  |.  Der  gferad- 
linige  Integrationsweg  führt  hier  durch  die  beiden  Yerzwei^ungs- 

punkte  0?  =  +  1  und  «  =  +  -r;-,  die  man  wieder  in  Halbkreisen 

umgehen  kann.  Bei  verschwindenden  Radien  erhalten  die  auf  die 
Halbkreise  bezogenen  Integrale  den  gemeinschaftlichen  Grenzwerth 
Null,  und  es  bleibt 


_  r dir j_  r         dz 

"^  ~  /  V(i^^^)(i-&«^^)      •  J  V(^«-i)(i- 


h^z^) 


1 

^7  i/?F~ 


Das  erste  Integral  hat  den  Werth  JT;  im  zweiten  setzen  wir  wie 

vorhin   z  =     ,  ,  im  dritten  jer  =  7— ,  wodurch  entsteht 

_            1.     /  dx                        r               dx 
d.  i. 


c/    V(l— X2)(l— fcV) 

Nennen  wir  w  den  Werth  des  letzten  Integrales,  so  haben  wir  die 
Gleichungen 

w  =  2K  —  «  —  iK\  {  =  sinamu^ 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nro.  35)  erhalten  wir 

1 


sinafn(2K—u  —  iK^  = 


ksinamu 
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Ersetzt  man  u  —  2K  durch  w,  und  beachtet,  dass  jederzeit 
«in  am  (—fr)  =  —  sin  am  w  ist,  so.  wird  schliesslich 

36)  sin  am  (u  4-  iE')  =  -r— : • 

Kstnamu 

Nach  diesen  Untersuchungen  kann  man  von  der  doppelten  Pe- 
riodicität  des  Ämplitudensinus  leicht  ein  Bild  entwerfen  und  darin 
noch  die  besonders  wichtigen  Stellen  angeben,  wo  sin  am  w  entwe- 
der zu  Null  oder  unendlich  wird.  Man  denke  sich  nämlich  die  Ebene 
UV  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  der  u  und  der  v  in  unendlich 
viele  congruente  Rechtecke  getheilt,  von  denen  jedes  die  Breite  ^K 
und  die  Höhe  2K'  besitzt  (Fig.  51);  das  erste  dieser  Rechtecke  sei 
OACB  mit  den  Seiten  0^4  =  4  JT  und  0J5  =  2J5:'  auf  den  posi- 

Fig.  51. 


t— t^ 


tiven  Theilen  der  Coordinatenachsen,  endlich  repräsentire  in  diesem 
Rechtecke  der  willkürliche  Punkt  P  die  complexe  Zahl  ic;  =  t«  4~  iv. 
Der  Werth,  welchen  der  Amplitudensinus  in  P  hat,  kehrt  nun  wie- 
der, sobald  w  um  ein  Vielfaches  von  4f ,  oder  um  ein  Vielfaches 
von  i .  2  K'^  oder  um  beide  Vielfache  zugleich  geändert  wird ;  in  al- 
len den  Punkten  Pi,  P2,  etc.,  welche  in  den  übrigen  Rechtecken 
ebenso  liegen  wie  P  im  ersten  Rechtecke,  erhält  demnach  sin  am  w 
dieselben  Werthe  wie  in  P.  Beachtet  man  ferner  unter  den  Vor- 
aussetzungen 0  <  w  <  2  JBC  und  0  <;;  i7  <  JT'  die  vier  Punkte 

P  als  Repräsentant  von  u  -f  «v, 

Q  .  n  «    2K--u^i{2K'-vl 

R  „  »  ,,    2K  +  U  +  iv, 

S   „  „  „    4K-U  +  i(2K'—v\ 

so  lehren  die  Formeln  29)  und  28),  dass  der  Amplitudensinus  in 
allen  vier  Punkten  denselben  absoluten  Werth  hat,  dass  er  aber  in 
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P  und  Q  positiv,  in  R  und  S  negativ  ist,  dass  also  die  vier  Vier- 
theile des  Rechtecks  0  il  CJB  für  die  Function  sin  am  w  dasselbe  sind, 
was  die  vier  Quadranten  für  sinu.  Innerhalb  des  Rechtecks  OACB 
wird  femer  sinamw  =  0  in  den  sechs  Punkten 

0,  2K,  4K, 

i.2K\        2K  +  i.2K',        4K  +  i.2K*, 

welche  in  der  Figur  durch  Nullen  bezeichnet  sind.  Endlich  zeigen 
die  Formeln  36),  29)  und  28),  dass  innerhalb  des  ersten  Rechtecks 
sinafnw  unendlich  wird  an  den  drei  Stellen 

iE!,  2K-^iK\  4:K+iK!, 

welche  durch  Asterisken  hervorgehoben  sind. 

Mittelst  der  vorigen  Formeln  lasst  sich  die  wichtige  Frage 
entscheiden,  oh'  sin amw  eine  eindeutige  Function  von  w  ist  oder 
nicht.  Setzen  wir  ein  für  alle  Mal  voraus,  dass  jedes  der  beiden 
Radicale  V  1  —  ^er«  und  Vi  —  Ic^-z^  für  £?  =  0  den  Anfangswerth 
+  1  erhalte,  so  ist  in  der  Gleichung 

|£  =  V(i-..)(i-fc...) 

die  rechte  Seite  anfangs  eindeutig  und  bleibt  es  auch  so  lange,  als 
g  durch  keinen  der  Verzweigungspunkte  +  1,  —  ^»  +   "T'  —   T" 

dz 
hindurchgeht;  unter  diesen  Umstanden  bleibt  auch  -z—,   mithin    e 

dw 

selber  d.  h.  sin  amw  eine  eindeutige  Function.  Bezeichnet  z.  B.  t 
eine  complexe  Variabele,  deren  Modulus  weniger  als  die  Einheit  be- 
trägt, so  ist  smamt  sicher  eindeutig  innerhalb  des  mit  dem  Radius 
mod  t  beschriebenen  Kreises.  Zufolge  der  Bestimmung,  welche  über 
die  Anfangswerthe  der  oben  genannten  Radicale  getroffen  wurde 
sind  nun  bei  hinreichend  kleinen  t 


cosamt  =  V  1  —  sin^amt  =1  —  \sin^amt  -f-  •  •  • 
Jamt  =  V  1  —  k^sin^amt  =1  —  Ik^sin^amt  -{-•.. 

gleichfalls  eindeutige  Functionen  von  t 

Beiläufig  bemerkt,  kann  man  für  sehr  kleine  z  und  w  die  For- 
men der  drei  elliptischen  Functionen  leicht  angeben.  Es  ist  näm- 
lich unter  dieser  Voraussetzung 
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oder  ' 

—  1(1  +  ^^)^^  =     —  1(1  +  Ä^)^^ • 

mithin 

w  —  l(l+k^)w^  =  0  + 

also,  wenn  £i  =  sin  am  w  und  zu  hesserer  Unterscheidung  t  für  w 
gesetzt  wii'd, 

sinamt  =  f  —  |(1  +  h^)  t^  •] . 

Daraus  findet  sich  noch 

cosamt  =1  —  ^^^  +  •  •  •  • 
^amt  =  1  —  IkH^  H 

Geht  nun  0  durch  +  1  hindurch,  wird  also  sin  am  w  =  1,  so 
erhält  w  innerhalb  des  ersten  Rechtecks  OACB  entweder  denWerth 
JST  oder  den  Werth  K  -f-  i,2K\  und  es  ist  jetzt  zu  untersuchen 
wie  sich  sin  am  w  ändert,  wenn  der  eine  oder  andere  dieser  Punkte 
in  einem  kleinen  Kreise  umgangen  wird.  Für  den  ersten  Fall  sei 
w  =z  K  +  t^  für  den  zweiten  w  =  K  +  i.2K'  -\-  t,  wo  t  eine 
hinreichend  kleine  complexe  Variabele  bezeichnet;  man  hat  dann  für 
beide  Fälle  gemeinschaftlich  nach  den  Formeln  28)  und  30) 

sm am  (K  +  t  .2 K'  +  t)  =  stnam  (K  +  t)  =  —5 

^  amt 

Die  rechte  Seite  bleibt  eindeutig  innerhalb  eines  mit  dem  Radius 
modt  beschriebenen  Kreises,  mithin  verliert  auch  sin  am  w  seine 
Eindeutigkeit  nicht  in  der  Nachbarschaft  von  ;&  =  -|-  1.  Ganz 
ähnlich  gestaltet  sich  die  Sache  im  Falle  0  =  —  1,  welchen  inner- 
halb des  Rechtecks  OACB  die  Werthe  w  =  3JI  und  w  = 
^K  +  t.2JBr'  entsprechen;  es  wird  nämlich 

sinam  {ZK  +  i.2K'  +  0  =  sinam  (3 Z  +  0  =  -  ^^^ 

^  amt 

mithin  sin  am  w  wieder  eindeutig. 

Wie  man  aus  Nr.  36)  ersieht,  gehören  innerhalb  des  Rechtecks 

OACB  zu  0=  -\-  i  die  Werthe  m;  =  iC+iJr' und  w?  =  -B:+e.  3  Ä'; 

dabei  ist 

sinam  (E  +  i.3K'  +  t)  =  sinam  (K  +  iK*  +  t) 

1 d amt 

ksinam  (K  -\-  t)        7c cosamt^ 
folglich  sin  am  w  eindeutig  an  den  bezeichneten  Stellen.      Ebenso 
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verhält  sich  die  Sache  für  ;8f  =  —  ~  d.  h.  m;  =  3  Z  +  » ^'   ^^^ 
w  =  BK  -\-  i.3E\  wie  man  leicht  finden  wird. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Function  sin  am  w  innerhalb  des 
ersten  Rechtecks  OACB  eindeutig  bleibt;  wegen  ihrer  Periodicität 
folgt  daraus,  dass  sie  für  jedes  complexe  w  eindeutig  ist 


m.    Die  doppelte  Periodicität  von  cos  am  w  und  ^lamw. 

a.  Mittelst  der  im    vorigen   Abschnitte    benutzten  Principien 
kann  man  auch  das  Integral 

1 


/ 


dz 

w 


V(l— ^^)  (Ä'2  4.Ä2;?2) 

discutireu  und  hieraus  die  Eigenschaften  der  inversen  Function 
z  =  cos  am  w  herleiten;  kürzer  ist  es  aber,  die  genannte  Function 
durch  die  Gleichung 


cos  am  w 


=:  y  1  —  sin^  am  iv 


zu  definiren  und  dabei  festzusetzen,  dass  der  Anfangswerth  cos  am  0 
==  -f-  1  genommen  werden  soll. 

Da  Vi—  ^^  keine  eindeutige  Function  von  0  ist  und  in  der  That 
sein  Vorzeichen  wechselt,  sobald  einer  der  Punkte  z  =  -\-  1  und 
z  =  —  1  umgangen  wird,  so  ist  auch  cos  am  w^  als  Function  von 
sin  am  w  betrachtet,  nicht  monodrom;  hieraus  folgt  aber  keineswegs, 
dass  cos  am  w,  als  Function  von  w  angesehen,  mehrdeutig  sein  müsse. 
Sollt^  nun  diese  Mehrdeutigkeit  existiren,  so  müssen  diejenigen 
Punkte,  an  welchen  sinamw  =  ^  1  wird,  die  Verzweigungspimkte 
von  cos  am  w  sein;  letztere  wären  demnach,  wenn  wir  uns  einst- 
weilen auf  das  Rechteck  OACB  (Fig.  51)  beschränken, 

JST,         K-{-i.2K\         3K,         3K  +  i.2S'', 

es  bedarf  also  einer  Untersuchung  darüber,  wie  sich  die  Function 
cos  am  w  verhält,  wenn  man  einen  dieser  Punkte  mittelst  eines  Krei- 
ses umgeht.     Man  hat  nun  erstens 
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cosam  (K—  t)  =  Vi  —  sin^am  (K—i); 
aus  sinam  (2  K —  w)  =  sinamw  folgt  ferner  für  w?  =  J5C  +  ^ 
37)  sinam  (K—t)  =  sinam  (K  +  0, 

und  da  sinam  (K —  t)  für  hinreichend  kleine  t  synektisch  bleibt,  so 
muss  sich  sinam  {K —  t)m  eine  nach  Potenzen  von  i  fortschreitende 
Reihe  verwandeln  lassen,  welche  mit  sinam  Ä"  =  1  anfängt  und 
zufolge  der  Relation  37)  nur  gerade  Potenzen  von  t  enthalten  kann, 
nämlich 

sinam  (JT  —  0  =  1  —  «*^  -|-  /*<*  —  ••• 
hieraus  ergiebt  sich 

cosam  (K—t)  =±r  t  V2a  —  (a^  -|-  2ß)t^  +  ... 
und  wenn  man  das  eine  Mal  t^re*^,  das  andere  Mal  <  =  re«(27r  +  ö) 
setzt,  d.  h.  wenn  man  den  Punkt  K  in  einem  Kreise  umgeht,  so  er- 
hält man  in  beiden  Fällen  denselben  Werth  von  cos  am  w.  Der  frag- 
liche Punkt  ist  also  kein  Verzweigungspunkt.  Für  den  zweiten  der 
oben  genannten  vier  Punkte  hat  man 

cosflww  (K  +  i.2K'  —  t)  =  Vi  —  sin'^am  (K+i.2K'  —  t) 

=  Vi  —  sin^am  (K  —  t)  =  i  V2a  —  («2  +  2/5)*»-] 

mithin  verhält  sich  die  Sache  ebenso  wie  vorhin;  dasselbe  gilt  nicht 
nur  für  die  übrigen  zwei  Punkte,  sondern  auch  für  die  correspondi- 
renden  Punkte  der  übrigen  Rechtecke,  an  welchen  die  Werthe  von 
sin^amw  periodisch  wiederkehren.  Die  Function  cos  am  w  ist  also 
durchaus  eindeutig. 

Aus  der  Definition  des  Amplitudencosinus  geht  femer  hervor, 
dass  cosam  (  —  w;)=  +  cos  am  w  sein  muss,  wo  es  noch  einer  Ent- 
scheidung über  das  Vorzeichen  bedarf.  Hierzu  dient  der  specielle 
Fall  w  =  0,  welcher  zeigt,  dass  wenigstens  für  unendlich  kleine  to 
nur  das  obere  Zeichen  genommen  werden  kann.  Da  aber  cos  am  w 
durchaus  eindeutig  bleibt,  so  gilt  diese  Entscheidung  auch  für  alle 
übrigen  w-,  der  Amplitudencosinus  ist  demnach  eine  gerade 
Function. 

Um  die  Perioden  derselben  zu  ermitteln,  erinnern  wir  wieder 
an  die  Formel  37),  welche  giebt 

cosam  (K+f)  =  +  cosam  (K — t). 
Das  Vorzeichen  der  rechten  Seite   bestimmt   sich    durch    die  Ent- 

wickelung  

cosam  (K—  t)  =  t  V2cc  —  (a^i-2ß)t^  +  ..•• 
deren  rechte  Seite  bei  negativen  t  gleichfalls  negativ  wird;  man  hat 
daher 
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cosam  (JT  +  O  =  —  cosatn  (K—t) 
und  f  ür  *  =  JT  +  w 

cosam  (2Jr+-ir)  =  —  cosam w, 
endlich,  wenn  man  2  IT  -|-  I9  an  die  Stelle  von  w  treten  lasst, 

cosam  (AK-\-w)  =  cos  am  w. 
Die  eine  Periode  von  cos  am  w  ist  also  reell  und  vom  Index  4£L 
Man  hat  femer 


cosam  {iE'  +  f)  =  Vi  —  sin^am  (iE'  + 1)  =  yl 


k^sin^amt 


.  Vi  —  k^sin^amt 

=  *       k>inamt ' 

daraus  folgt  wegen  der  Eindeutigkeit  der  linken  Seite 
cosam  (iE'  +  0  =  — -  cosam  {iE' —t) 
und  für  e  =  iE'  +  w 

cosam  (i.2E'  +  w)  =  —  cosamw, 
Lässt  man  noch  2  JT  -f*  <9  an  die  Stelle  von  w  treten,  so  wird 

cosam  (2  £"+  • .  2  JC'  +  w)  =  cosamw^ 
mithin  besitzt  der  Amplitudencosinus  eine  zweite  Periode  mit  dem 
Index2J5r+  i.2E'. 

Die  beiden  Perioden  werden  anschaulich,  wenn  man  in  Fig.  52 
wie  früher  OA  =  iJT,  OB  =^  2E'  nimmt,  den  Coordinatenanfang 

Fig.  52. 


mit  dem  Mittelpunkte  D  von  BG  verbindet,  aus  OA  und  OB  ein 
Parallelogramm  construirt  und  schliesslich  die  ganze  Ebene  durch 
Parallelen  zu  0^  und  OB  in  congruente  Parallelogramme  zerlegt. 
Irgend  einem  in  OAEB  liegenden  Punkte  P,  welcher  u  +  iv  re- 


Digitized  by 


Google 


Die  elliptischen  Functionen.  397 

präsentirt,  entsprechen  dann  in  den  übrigen  Parallelogrammen  Punkte 
als  Repräsentanten  von 

4»wjr  +  n  (2K  +  i.2K)  +  u  +  iv 

=  (4m  +  2w)  K  +  u  -{-  i(2nK'  +  v), 

an  welchen  cosamw  denselben  Wertb  wie  in  P  erlangt.     Innerhalb 

des  ersten  Parallelogrammes  wird  cosamw  viermal  =  0  nämlich  an 

den  Stellen 

JT,         3Jr,         BK+t.2K\        6K-{-i.2K\ 
welche  mit  Nullen  bezeichnet  sind;  ferner  wird  cosamw  zweimal  un- 
endlich in  den  Punkten 

2K^i.K\  4K+iK\ 

b.  Die  Function  ^amw  definiren  wir  durch  die  Gleichung 
Jamw  =  Vi  —  k'^sin^amw 
und  setzen  dabei  als  Anfangswerth  zJamO  =  -{-  l  voraus. 

Da  sich  die  Function  an  denjenigen  Stellen  verzweigen  kann, 
wo  Jcsinamw  =  +  1  wird,  d.  h.  zunächst  in  den  Punkten 

so  muss  untersucht  werden,  wie  sich  ^amw  verhält,  wenn  man  diese 
Punkte  in  Kreisen  umgeht.     Es  ist  nun 

Jam(K  +  i K'  +  t)  =  Vi  —  h^sin^am  (K  +  iE'  +•  t) 


=v> 


sin^am  (K  +  t) 
oder  nach  der  für  sin  am  (K-\-t)  angegebenen  Reihenentwickelung 

f ür  f  =  re*ö  und  t  =  rc'^^^  +  ö^  erhält  die  rechte  Seite  dieselben 
Werthe,  also  findet  an  der  Stelle  K  +  iK'  keine  Verzweigung  statt. 
Die  nämlichen  Schlüsse  gelten  mit  einer  geringen  Modification  auch 
für  den  Punkt  3  K  -\-  iK\  und  ebenso  für  alle  übrigen  Punkte,  in 
welchen  ksinamw  =  +;^  1  wird;  hieraus  folgt,  dass  Jamw  eine 
durchaus  eindeutige  Function  ist. 

Zufolge  der  Definition  von  damw  können  dam{ — w)  und 
damw  höchstens  im  Vorzeichen  differiren;  man  entscheidet  hierüber 
leicht  mittelst  der  Specialisirung  w  =  0,  welche  zeigt,  dass  die  bei- 
den Functionen  gleiche  Vorzeichen  haben,  dass  also  ^damw  eine 
gerade  Function  ist. 

Nach  den  vorigen  Formeln  hat  man 

dam  (JT  +  tJT'+O  =  —  ^cl^  (JT+i-K'  —  O 
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mithin  fux  t  =  K  +  u  --  iK' 

38)  ^am  (2^"  +  !*)  =  —  ^^am  (i.2K'- 

Andererseits  ist 

z/am  (ijr'  +  0  =  vT 


-«). 


V' 


kHin^am  (iE'  + 1) 

1  ysin^amt  —  1 


sin^amt 


sin  am  t 


also 

^am  {iE'  +  *)  =  —  ^ani  (iE'  —  0 
und  wenn  t  =  iE'  +  w  gesetzt  wird, 

39)  ^am  (i.2E*  +  ic)  =  —  Jamw. 

Da   hiernach   auch  z/aw(«.  2Ä''— w)  =  —  damu  ist,   so   erhält 
man  aus  Nro.  38) 

idam  (2Ä'4-«*)  =  -^amw; 

die  reelle  Periode  der  Function  ^amw  hat  also  den  Index  2E. 

Femer  ergiebt  sich  aus  Nro. 39),  wenn  man w durch i,2E' -^w 


dam  (i  ,4E'  -^w)  =  Jamw^ 

wonach  eine  rein  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  i,AE'  vorhan- 
den ist. 

Nimmt  man  in  Fig.  53  0Ä  =  4E,  OB  =  2E\  0F=  2E, 

Off  =  4jr',  und  theilt 
Fig.  63. 


1 


•^"O--JJ^--0 ^eO--^-G>--5l^ 


-^ 


I 


C-— 0— TIC-  U — ■5SC--Ü-  7 


>.....o.....x.--o--^)S,^ -0--^ f -o— ^^ 


die  Ebene  in  Rechtecke, 
welche  dem  Rechtecke 
OFHQ  congruent  sind, 
so  erhält  ^amw  in  je- 
dem Rechtecke  periodisch 
die  Werthe,  welche  in 
dem    ersten    derartigen 

Rechtecke  vorkamen. 
Für  letzteres  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  ^amw 
darin  zweimal  zu  Null 
wird,  nämlich  an  den  mit 
0  bezeichneten  Stellen 

E^iE\E-\'i,^E', 
und  dass  femer  ^^amw 
viermal  unendlich  wird, 
nämlich  in  den  Punkten 
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iK\    2K+iK\     d.iK\     2K  +  S.iK", 
die  wie  gewöhnlich  bezeichnet  sind. 

IV.    Das  Additionstheorem. 

In  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  (S.  328)  wurde 
gezeigt,  dass  die  Gleichung 

/  <?«  .     /  di, 

J  V(i  -  ««)  (1  -  Ä»«»)  ■*'  /  V(i-y«)(i-J 


de 
_    Va-xr»)(l-Ä'Ä») 


statt  findet,  sobald  die  Grössen  x,  y,  e  der  Bedingung  genügen 
...      ,       X  V(l  - y') (1  - fc»y»)  +  y  Vä  - a;') (1  - fc'a^») 

der  Beweis  dieses  Fundameutaltheoremes  beruhte  auf  identischen 
Transformationen  und  bleibt  daher  ungeändert,  wenn  man  sich  un- 
ter den  oberen  Integralgrenzen  a?,  y,  z  complexe  Zahlen  vorstellt  und 
die  Vieldeutigkeit  der  Integrale  dadurch  vermeidet,  dass  man  die 
Integrationswege  geradlinig  nimmt.  Bezeichnet  man  nun  die  obi- 
gen drei  Integrale  der  Reihe  nach  mit  «*,  t?,  w,  so  ist  einfach 

ferner  ' 

X  =  sinamu,    y  =  sinamv^    z  =  dmamw^ 
d.  i. 

z  =  sinam(u-\-v\ 

und  nach  Substitution  dieser  Werthe  von  x,y,z  geht  die  erwähnte 
Bedingungsgleichung  in  die  folgende  über 

^«v  .  .  .  X  sinamucosamv^amv+sinamvcosamu^amu 
41)    8tnam(u4-v)= ; ,^  .  ,  .  .^ 

Diese  entspricht  der  goniometrischen  Formel  für  sin  {u  +  t?)  und  ver- 
wandelt sich  in  letztere  für  Ä;  =  0.     Lässt  man  —  t?  an  die  Stelle 
von  V  treten,  so  ändert  nur  sin  am  v  sein   Vorzeichen,  und  es  wird 
dann  der  zweite  Theil  des  Zählers  negativ. 
Aus  der  Gleichung  40)  erhält  man  leicht 

lA 1^  _  V(l  -a;^)(l  -y^  -  xyVjl  ^k^x^)(l^k^y^) 

^  ~  1  «  k^x^y^  ' 

d.  i.  zufolge  der  Werthe  von  a?,y,£f 
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42)  eo8am(u+v)^= ; — — — ; 

bei  negativen  v  ändert  der  zweite  Theil  des  Zählers  sein  Vorzeichen. 
Die  Formel  40)  giebt  femer 

•^  1  -  Ä^ic'y» 

mithin 

43)  ^/am(fi4-r)= :; ,,  .  « — ^^— r-r ^; 

für  negative  v  wird  der  zweite  Theil  des  Zählers  positiv. 

Lässt  man  iv  an  die  Stelle  von  v  treten  und  beachtet  die  Foi^ 
mein 

Binamiiv)  =  itngamiv^V)^  cosam(iv)= — ttt, 

.       ,.  .        dam{v,k') 
^  co$am(VjK) 

so  werden  die  Gleichungen  41),  42)  und  43)  zu  den  folgenden 
8inam(u  +  **')  = 
sinamu  jdam(v,1(f)-^i€08amu^amu $inam(v,  feQ  CQsqfn(t?,  ä;^ 
C08*  aw  (t?,  äO  +  Ä'  sin*  am  m  stn'  am  («;,  A;') 
cosam(i^  +  iv)  = 
cosamu  eosam{v^  kf)  —  i  sinamu  d  amu  sin  amjv.'hf)  d  am  (v^  kT) 
cos^  am  (v,  äO  +  Ä«  sm'  am  u  sin^  am  (v,  kf) 
dam(u  +  i^)  = 
^Jamu dam{vX) cosam(v, k')-'ik^ sinamu  cos amusin  am(v,  k!) 
ca8^am(Vj  k*)  +  k'^sin^amu  sin^am{v,  k') 
Aus  diesen  Fundamentalformeln  ergeben  sich  zahlreiche  Rela- 
tionen,  welche  den  verschiedenen  goniometrischen  Formeln  analog 
gebildet  sind,  und  ebenso  wie  letztere   durch  blosse  algebraische 
Combinationen  der  Grundformeln  abgeleitet  werden  können.     So  ist 
z.  B.  für  17  =  tt 

2 sinamu  cosamu  damu 
s%nam2u  =  • 


cosam2u  = 
dam2u  = 


1  —  k^sin^amu       ' 
1  —  2  sin^amu  +  k^sin^amu 


1  —  k'^sin*'amu  ' 

1  —  2k^sin^amu  +  k^sin'^amu 
1  —  k^sin^amu 
Im  speciellen  Falle  u  =  |J5r,  aw  2tt  =  am  JT  =  |ä  keuJjt 
man  die  Werthe  der  linken  Seiten  und  erhält  dann  umgekehrt 
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Auf  gleiche  Weise  findet  sich 

stfz  am —- z=  :^j=  ^  cosam—-  z=    y — - — ,  ^iaw-^=  K  t  +  A?, 

vroraus  dann  weiter  folgt 

s/na«.(|±,ir')=^.  cos«m(|±eir')=+,y^, 

sinam(K±  ^)  =  :^,     cosam(K  ±  l|-^  =  ip  ^yi^, 

««««"'(-^— ;=  l/i±*p'''««'»i-2— ;=(*+'^K2&• 
Setzt  man  zur  Abkürzung  amu  =  9,  am  1;=^  ^,  aw(«  +  p) 
=  <jj  am(t^-^«?)  =  t^,  so  gelangt  man  leicht  zu  den  Formeln 

2sinwcosilf^^^ 
sinö  +  stnt  =  r ^,   .  , r-iT, 

2sinr\jcosq>^(p 


sinö  —  sinx  = 


2cosq)cosi} 
cosö  +  cost  = ..   . r-rr» 


1  —  Ä'siVysm^^' 

2  smqp  sm^  z/op -i::/^ 

cosö  —  cosr  =  — ,^  .  ^ r-;rT» 

1  —  Äj^sm^y  sm*^ 

Jö  +  ^v  =  ^_j,2sm^ipsin'^t' 

21c^sinwcosq}  sinil^costl/ 


smösmr  = 


1  —  k'^sin^g>sin^ilf 
sin^tp  —  sin^t 
1  —  Jc^$in^(p8in^il>' 


Sohlömiloh,  Analysis.    H.  26 
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1  —  Äj'sm'qpsm»^ 


Bei  der  Leichtigkeit  solcher  Gombinationen  dürfte  eine  gi*össere  An- 
häufung von  Formeln  überflüssig  sein. 

Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  zeigen, 
wie  die  Addition  und  Multiplication  elliptischer  Integrale  mittelst 
einer  geometrischen  Construction  ausgeführt  werden  kann.'  £s  seien 
zwei  Kreise  gegeben,  von  denen  der  eine  den  anderen  umschliessen 
Fig.  54.  ^^S^  O^^S'  54);  der  grös- 

sere Kreis  habe  C  zum  Mit- 
telpunkte und  AG  =^  JR 
zum  Halbmesser;  der  Mit- 
telpunkt des  kleineren  Krei- 
ses sei  2),  der  Halbmesser 
DT=r',  endlich  bezeichne 
CD  =  h  die  Centrale  bei- 
der Kreise.  Von  irgend 
einem  Punkte  P  des  äusse- 
ren Kreises  ziehe  man  eine  Gerade,  welche  den  inneren  Kreis  in  T 
berührt  und  den  ersten  Kreis  zum  zweiten  Male  in  Q  schneidet;  der 
Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  AP  heisse  (O ,  der  über  dem  Bo- 
gen APQ  stehende  Peripheriewinkel  ö;  es  ist  dann  ^  AGP=2G}f 
^  ACQ  =  2<y,  ferner,  wenn  Gü  senkrecht  zu  PQ  und  CV  pa- 
rallel zu  PC  gelegt  wird, 

^  PCü=  0  —  (o,  ^  ACU=  6  -{-  G), 

^AGV=\n  +  ö  +  G>,    z:2)CF=|ä  —  ((J  +  fi>). 

Aus  der  Gleichung  DT  =  Gü  +  DF felgt  nun 
r  =  Rcos(ö  —  (ö)  +  Ä cos(0  -f  (ö) 

oder 

44)  r  =  (B  +  h)  cosöcosG)  -f  (JR  —  ä)  sin 6 sinco, 

Lässt  man  speciell  P  mit  A  zusammenfallen,  so  wird  o  ==  0  und  (J 
geht  in  den  constanten  Winkel  A  CB  über,  welcher  2«  heissen  möge; 
für  diesen  ist 

r  =  (22  +  A)cösa, 
woraus  folgt 


^^^^=     bU    '  y' 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 


4:  Rh 


(B  +  A)'-r 


■sin'^a-=:^  ^ 


B—h 


R  +  h 
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(E  +  ;*)«  —  r2' 

dividiren  jerner  die  Gleichung  44)  durch  i?  +  Ä  und  substituiren 
die  Werthe 

_I_  =  co8«.       1^  =  Vi  -  k^sin^ui 

wir  erhalten  dann  die  Relation 

cos  a  =  cosö  cos  a  +  sin  6  sin  o  Vi  —  k^sin^a^ 

welclie  nichts  Anderes  ist  als  die  Bedingung  für  die  Existenz  der 
Gleichung 

F(k,  0)  —  F(k,  o)  =  F(k,  a) 
oder 

F(k,,ö)  =  F(k,  a)  +  F(k,  o). 
Hieraus  entspringt,   wenn  k,  a  und  g)  gegeben  sind,  folgende  Con- 
struction  von  ö.     Man  wähle  R  willkürlich,  bestimme  hieraus 


hr=zB 


1  —  Vi  --  k^sin^a 


1  ^  Vi  —  kUin^a 
zeichne   die   beiden  Kreise,   nehme   ^  AGP 


r  =  (R  +  h)  cosa^ 


Fig.  55. 


2  CD  und  ziehe  die 
Tangente  PTQ-,  die  Hälfte 
des  Winkels  ACQ  ist  dann  ö. 
Diese  Construction  lässt 
sich  mehrmals  nach  einander 
anwenden ,  indem  man ,  wie 
Fig.  55  zeigt,  der  Reihe  nach 
die  Tangenten  PP,,  PiPgi 
P^Ps  u.  s.  w.  zieht  und  die 
Winkel  A  CP,  AGP^  A  CPj 
etc.,  welche  nach  derselben  Dre- 
hungsrichtung weiter  zu  zäh- 
len sind,  mit  2  G7,  2  c*}i,  2  £»3  etc. 
bezeichnet;  es  wird  nämlich 
F((o,)  =  F(a)  +  F{iD), 
Fip,)  =  F{a)  +  F{(ü{)  =  2F(a)  +  F((o), 
F(ca^)  =  F(a)  +  F((X)2)  =  3F(a)  +  ^(»). 

und  überhaupt 

45)  F(G)n)  =  nF(a)  +  F(c3). 

Im  speciellen  Falle  co  =  0,  d.  h.  wenn  man  das  successive  Tangen- 

26* 
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tenziehen  nicht  mit  P  sondern  mit  Ä  anfangt,  wird  F(io«)  =  n  J'(a), 
wodurch  das  Multiplicationsprohlem  seine  constructive  Lösung  er- 
hält 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage,  unter  welchen  Umstän- 
den die  gebrochene  Linie  PPiPi  ...  in  sich  zurückkehrt,  also  zu 
einem  Polygon  wird,  was  entweder  nach  einmaligem  oder  erst  nach 
mehrmaligem  Umlaufe  um  den  kleineren  Kreis  geschehen  kann.  Be- 
schränken wir  uns  auf  den  ersten  als  den  einfachsten  Fall,  und  setzen 
wir  voraus,  dass  das  Polygon  n  Seiten  erhalten  solle,  so  muss  der 
Endpunkt  Pn  mit  dem  Anfangspunkte  P  coincidiren  (bei  dem  Vier- 
ecke der  Figur  P4  mit  P);  die  Bedingung  ist  also 

Z.  A OPn  =  27e  +  ^^  AGP    oder     o^  =  n  +  cd, 
wodurch  die  Gleichung  45)  übergeht  in 

F(7C  +  o)  =  nF(a)  +  F(o). 

Wegen  jP(ä  +  <»)  =  2  JT  +  JP(o)  hebt  sich  beiderseits  F(o)  und 
es  bleibt  die  von  (O  unabhängige  Gleichung  übrig 

2K—  nF(a). 

Geometrisch  heisst  dies:  wenn  die  Radien  nebst  der  Centrale  beider 

Kreise  der  vorliegenden  Bedingung  genügen,  so  schliesst  sich  das 

Polygon,  wie  auch  der  Anfangspunkt  P  gewählt  werden  möge.    Aus 

der  obigen  Gleichung  folgt 

2K 

a  =  am 

n 

und  es  ist  daher  nach  den  früheren  Formeln  für  cos  a  und  ^(cc) 

r  2K        R  —  h  .       2K 

46)  y,    .    ,  =  cosatn ,      -^    ,    ,  =  ^am , 

^  li  +  h  n  B  +  h  n 

worin 

(Ä  +  ny  —  r2'     "  ~  (R  +  hy  —  r» 

2K 

Berechnet  man  für  ein  gegebenes  n  entweder  cos  am oder 

2K 

idam ,  so  enthält  jede  der  Gleichungen  46)  nur  die  Grössen  JJ, 

fi  . 

r  und  h]  sie  drückt  also  die  Bedingung  aus,  welche  zwischen  den 

drei  genannten  Grössen  stattfindet,   sobald  das  n-£ck  gleichzeitig 

ein  Sehnen-  und  ein  Tangenten vieleck  ist. 

Für  das  Dreieck  gestaltet  sich  die  Rechnung  folgendermaassen. 

Aus  der  allgemeinen  Formel  für  die  Addition,  nämlich 

cos  (pcosp  —  st«  (p  sin  ^  ^((5)  =  cosö 
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oder 

cosatnu  cosamv  —  sinamusinamv  ^am(u-]-v) 

=  co$afn(u  +  v) 

erhält  man  zunächst  für  tt  =  t;  =  IJST 

cos^amlK  —  $in'^  am\K  d  am\K  =  cosamlK; 

weil  ferner  fÄ"  =  2  JT  —  fiT  und 

^am{2K—w)  =  ^damto,    cosam(2K — to)  =  —  cosamw 

ist,  so  hat  man  auch 

cos^amlK  —  sin^amlK^amlK  =  —  cosamlK. 

Schafft  man  alle  Grössen  auf  die  linke  Seite  und  drückt  den  Sinus 
durch  den  Cosinus  aus,  so  findet  man  leicht 

(1  +cosamlK)[casamlK  —  (1  —  cosamfE)  z/awf-ff]  =  0, 
und  hier  kann  man  den  ersten  Factor  streichen,  weil  er  von  Null 
verschieden  ist.     Die  übrig  bleibende  Gleichung  lässt  sich  in   der 
Form  darstellen 

cosamlK  +  —i hp  =  1» 

und  diese  giebt  nach  Substitution  der  Werthe  aus  Nro.  46) 

B-irh^  R  —  h 
oder 

Ä»  =  B(B  — 2r) 

wie  hinreichend  bekannt  ist. 

Für  den  Fall  n  =  4  hat  man .  sehr  einfach  aus  Nro.  46)  und 
zufolge  der  schon  berechneten  Werthe  von  cmam\K  und  ^am\K 
(S.  393) 


R  +  h 
und  durch  Division 

f  1 

R-h-yr+l^' 

Die  erste  und  dritte  Gleichung  geben 


(^)'+(«^y='- 


oder 

Beim  Fünfeck  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie 
beim  Dreieck 
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r(It  +  h)V2B 
=  r(R  +  h)VR^  h--  r  +  (R-^h)  (R  +  h  +  r)Vll  +  h  —  r 
für  Polygone  von  noch  mehr  Seiten  werden  die  Formeln  sehr  ver- 
wickelt *). 

V.    Potenzenreilien  und  Reilienquotienten  für  die 
elliptiscilen  Functionen. 

A.  Nach  den  Untersuchungen  in  Abschnitt  III.  wird  die  Func- 
tion sinamto  zum  ersten  Male  unendlich  für  w  ^=  iK\  sie  bleibt 
daher  synektisch  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  K'  um  den  Coor- 
dinatenanfang  beschriebenen  Kreises.  Zufolge  des  auf  complexe  Ya- 
riabelen  ausgedehnten  Satzes  von  Mac  Laurin  (S.  85)  lässt  sich 
nun  sinamto  in  eine  nach  Potenzen  von  w  fortschreitende  und  con- 
vergirende  Reihe  verwandeln,  falls  der  Modulus  von  w  weniger  als 
JST'  beträgt.  Wegen  sin  am  {-^w)  =  —  sin  am  w  kann  diese  Reihe 
nur  ungerade  Potenzen  von  w  enthalten,  mithin  ist 

sin  am  w 

(dsinamw\    tv        /d^sinamw\         w^ 
dw      Jq  T  "^  \      dtö'^      /o  1.2.3 
/d'^sinamio\  io^ 

"*"  \      dtö'^      Jo  1  .  2  .  .  5  ■* 

Die   angedeuteten  Differentiationen    lassen   sich   mittelst  der    For- 
meln 

d  sin  am  w         ,  . 

=  +  eosamto  namw^ 


dto 
dcosamw 

dw 
d^amw 

dw 


=  —  sinamw  Jamw^ 
=  —  k^sinamw  cosamw 


*)  Die  Formel  für  das  Dreieck  findet  sich  zuerst  bei  Eule r  (Nov.  corom. 
Petropol.  XI,  pag.  114);  für  die  Fälle  n  =  4,  5,  6,  7,  8  hat  Nicol.  Fuss 
die  geometrische  Ableitung  der  Relationen  gegeben  (Nova  acta  Petropol. 
XIII,  a.  1798,  pag.  166  bis  189).  Den  Zusammenhang  dieser  Aufgabe  und 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zeigte  Jacob i  in  der  Abhandlung 
„lieber  die  Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten  auf  ein  bekanntes 
Problem  der  Elementargeometrie"  (Grell e's  Journal,  Bd.  III,  S.  376),  wo- 
mit eine  denselben  Gegenstand  betreffende  Abhandlung  von  Richelot 
(Crelle's  Journ.  Bd.  XXXVIII,  S.  353)  zu  vergleichen  ist. 
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d.er  Reihe  nach  ausführen,  z.  B. 
cl^sinamw 


dw^ 


=  —  (1  -\-h^)8inamw  +  2h^sin^amw^ 


-j—^ —  =  [ — (1+Ä;2)  -f  Qlc^Btn^amw]cosamw /lamw^ 

u.  s.  w. 
und  gehen  f ür  t^  =  0  die  Goefficienten  der  Reihe.     Noch  einfacher 
ist  es, 

sinamto  =  ÄiW  +  Asto^  +  Äoto^  -}-...• 

4     1,.-..^        ,1...     d^sinamw  ,   .. 

zu  setzen,  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  für -z — zu  suhsti- 

tuiren  und  nachher  die  beiderseitigen  Coefficienten  von  w,  w^  etc. 

zu  vergleichen.    Das  Resultat  ist 

A^\      '  1  4-  ^^    3    ,     1   +  1*4*2  ^  ]^^ 

47)   mnamw  =  «.  -  ^727^*^    +   12.3.4.5^' 

1  +  135  A;2  4-  135  ifc*  +  Ä«    ^ 


+ 


1.2.3.4.5.6.7 
1  + 1228*2+  5478**+ 1228*6  +  *» 


1.2.3.4.5.6.7.8.9 
modw  <i  K\ 
Für  *  =  0  wird  sin  am  w  =  sinw,  K^  =  co,  und  die  Reihe  iden- 
tisch mit  der  bekannten  immer  convergirenden  Sinusreihe ;  für  *=1 
und  K'  =  1«  kommt  man  auf  die  Formel  12),  S.  277  in  Thl.  L, 
zurück. 

Da  die  Function  cos  am  w  gleichfalls  synektisch  bleibt  innerhalb 
eines  mit  dem  Radius  K'  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen 
Kreises,  so  existirt  auch  für  cosamto  eine  Potenzenreihe,  die  aber 
wegen  cos  am  ( — w)  =  cos  am  w  nur  gerade  Potenzen  von  w  ent- 
halten kann.  Ihre  Goefücienten  leitet  man  am  einfachsten  aus  den 
Coefficienten  der  vorigen  Reihe  dadurch  her,  dass  man  die  Relation 

sin^amw  +  cos^amw  =  1 
anwendet.    Man  erhält  auf  diesem  Wege 

1  1+4*' 

48)    cosamto  =1  —  - — r«?*  +  - — - — - — jw* 

1.^  I.A.    «5.4: 

1  +  44*2  4.  16Ä*    ^ 
1.2.3.4.5.6 
,    1  +  408*2  +  912**  +  64*«    ^ 
^       1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. Ö  ' 

modw  <  K'. 
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Auch  für  die  Function  ^amw,  die  innerhalb  eines  mit  dem 
Radius  K  um  den  Coordinaienanfang  beschriebenen  Kreises  synek- 
tisch  bleibt,  gilt  eine  nach  geraden  Potenzen  von  «;  fortschreitende 
Entwickelung.     Mittelst  der  Relation 

h*9in*amw  +  ^^amw  =  1  - 
findet  man  leicht 

1.2.3.4.5.6*^ 
,    Ä2(64  -f.  912  k^  +  408**  +  äO     „ 
^      1.2.3.4.5.6.7.8 
•         modw  <Z  K'. 
Durch  Differentiation  oder  Integration  in  Beziehung  auf  u>  las- 
sen sich  aus  den  vorigen  Reihenformeln  noch  beliebig  viele  ander- 
weite Entwickelungen  herleiten,  z.  B. 
öO)  cosamw  damw 

1.2  ^1.2.3,4  ' 

^1)  sinamwdamw 

1.2.3        ^1.2.3.4.5 
^2)  $tn amw  cosamw 

1  .2.  3*^    ^   1  .2.3.4.5^ 
wobei  immer  ufodte?  <;  JT'  sein  muss.    Aus  der  Bemerkung,  dass 

damto  .  .  , .  r 

— '=i^amw    mithin    amte^  =  /  ^amwdto 

0 

ist,  ergiebt  sich  noch 

1.2.3       ^1.2.3.4.5 

1.2.3.4.5.6.7"'^ 
,    A;»(64  +  912  ü;"  +  408  <;«  +  h«)    , 
"^1.2.3.4.5.6  .7.8.9"' 
mod  to  <  K'. 
Wie  man  mittelst  dieser  Fundamentalformeln  Zusammengesetz- 
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tcre  Functionen,  z.  B.  sin^amWf  tngamw  und  dergleichen  ebenfalls 
in  Fotenzenreihen  verwandeln  kann,  ist  leicht  genug  einzusehen,  und 
es  wird  daher  das  folgende  eine  Beispiel  genügen. 
Die  Function 

smamw 
erliält  für  w  =  0  den  Werth  /(O)  :;=  1 ,  sie  bleibt  femer  synektisch 
von  ii;  =  0  bis  dahin,  wo  sin  am  w  zum  ersten  Male  verschwindet. 
Nun  wird  sinamw  =  0  sowohl  für  fo  =  2K  als  für  i^  =  t  .  2K'\ 
die  Reihenentwickelung  gilt  daher,  wenn  K  <^  K'  ist,  unter  der 
Bedingung  modw <C 2 JE";  im  Gegenfalle  K'  <iK  muss  modw <^2K' 
genommen  werden.  Beide  Fälle  sind  leicht  zu  trennen.  Ist  nämlich 
fc2  <  I  oder  2Ä«  <  1,  so  folgt  h^  <  Td^,  d{k,  q>)  >  J{kf,  9), 

für  Jfc*  >  I  ergiebt  sich  durch  analoge  Schlüsse  K'  <  K,  Die  obige 
Function  besitzt  noch  die  Eigenschaft  /( — w)  =:f(w)  ist  also  eine 
gerade  Function  und  giebt  folglich  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form 


=  14"  «3*^*  +  ^i^^  +  (^e^^  + 


stnamtv 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Nro.  47)  und  vergleicht  dann 

beiderseits  die   Goefficienten  von  w^,  w^^  w^  etc.,  so  erhält  man  der 

Reihe  nach  die  Werthe  von  03,  ^4,  0$  etc.,  und  gelangt  schliesslich 

zu  folgendem  Resultate: 

^.,  1  1,14-^*        ,    7  —  22k^  +  7ÄJ*    . 

54)  -: =  —  H ■ «;  -I ■ ur 

^  stnamw        w    '    1.2.3  3. 1.2. .5 


^  3.1.2 7  ^ 


wobei  die  Bedingungen 


furlfc<r7=,       modw  <^'2K^ 
V2 

„   Ä>-L.       modw<:2K' 
V2 

einzuhalten  sind.  Im  speciellen  Falle  Ä;  =  0  kommt  man  auf  die 
Formel  für  cscw  zurück  (Tbl.  I,  S.  245,  Nr.  31),  im  Falle  h  =  l 
ergiebt  sich  die  Gleichung  10)  auf  S.  281  im  ersten  Theile*). 

*)  Die  obigen  Potenzenreihen  sind   znerst    Ton  Jacobi  entwickelt  wor- 
den, jedoch   ohne  Bestimmung  der   Gültigkeitsgrenzen  (Fandam.  nova  theor* 
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B.  Ein  zweites  Mittel  zur  expliciten  Darstellung  der  elliptischen 
Functionen  bieten  die  Quotienten  zweier  Potenzenreihen;  man  ge- 
langt hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Aus  der  unbestimmten  Integration 

W  V(l— «»)(r  — )fc»ir«)  e 

erhält  man  sehr  leicht 


/(' 


J    V(l  —  Z'^)  (1  -  Ä2j?2)  /    V  ^V  V(l-^2)(1-Ä3i?2) 

und  für  »  =  ainamto 

K  K 

/dw  I  (k'^sin^amw r-r ]dw  =  Isinamio. 
J  \                         sin* am  w/ 

Ferner  ist 

I  k^sin^amtodtv  =    I  k^sin^amwdw —    I  h^sin^amwdw 

w  0  0 

w 

=  K  —  E  —    /  k^sin^amwdw, 

0 

wobei  man  den  Werth  K  —  E  mittelst  der  Substitution  amw  =:  q) 
findet,  und  es  ergiebt  sich  weiter 

K  K 

I  dw  I  k^sin^amtodw 

K  w 

=  (K'-E){K^w)  ^    I  dw  I  k'^sin^amwdw 

w  0 

K  te 

=  (K—E){K—io)  —    I  dw  I  k^sin^amwdio 

0  0 

'\'    I  dw  I  k^sin^amwdw. 


0  0 


fanct.  ellipt.  pag.  114).  Hermite  behauptet  in  seiner  „Uebersicht  der  Theo- 
rie der  elliptischen  Functionen")  übersetzt  von  Natani,  S.  46)  dass  die  Rei- 
henentwickelangen für  sin  am  w,  cos  am  w  und  Jamw  an  die  Bedingung 
—  1  <  w  <  +  1  gebunden  seien;  dies  ist  ein  Irrthum,  wie  schon  die 
Fälle  Ä  =  0  und  Ä;  =  1  beweisen. 
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I>as  erste  Doppelintegral  rechter  Hand  hesitzt  einen  constanten 
Werth  (r,  auf  den  es  vorläufig  nicht  ankommt;  wir  rechnen  ihn  mit 
iK.  —  E)(K  —  w)  zusammen,  indem  wir  setzen 

(K—E)K—  G  =  a,      JT—  E=  —  5, 
und  erhalten  somit 

w  w 

55)  Isinamw  =  a  +  6m;  +    I  dw  I  k^ sin^ amw dw 


0  0 

K  K 

-    fdwf- 
J       J  s%\ 


dw 


sin^amw 


Geht  man  zweitens  von  der  Integralformel  aus 

J  \  \  ^  e^  )  y(i_^2)(i_A;2;^»)  Vi  —  ^2   • 

8o  gelangt  man  leicht  zu  der  Gleichung 
r  dz  t(hU^  -  1  —  h'^gT.  de 

=  lVl  -  z\ 
die  sich  f ür  ;ef  =  sin  am  w  in  die  folgende  verwandelt 


56)    Icosamw  :=:    1  dw  1  k^stn^amwdw —  1  dw  1  — dw. 

J        J  J        J  cos^amw 

0  9  0  0 

Drittens  führt  die  Integralformel 

zu  der  Gleichung 

/  V(l-^2)(l  — Ä;2^2)/  \  1  —  A;»WV(1— ;g2)(l-A;2^2) 

=  lVl  —  k^z\ 
und  daraus  wird  für  z  =  5mamt(7 

57)     Idamw  =  I  dw  J  k^sin^amwdw  —  I  dw  I  —ß dio. 

0  0  0  0 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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K  K 

p  =  a  •{-  hw  —    I  äto  I  -r-r » 

J       J  sin^amw 

w  w 

/,      r^^amw  ,                         C,      rk^cos^atnw  , 
dw  I  — dw,     r  =  —    I  dw  I  -—tz dw^ 

0  0  0  0 

I»  w 

s  =  —    I  dw  I  k^sin^amwdio, 

0  0 

so  erhält  man  aus  den  Formeln  55),  56),  57)  die  folgenden 

fiP  ^  ^r 

58)      8inamw  =  — ,     cosamw  z= — ,      z/awt(7  =  --, 
c*  e«  C 

und'  demnach  lassen  sich  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Func- 
tionen als  gehrochene  Functionen  von  gleichem  Nenner  ansehen. 
Den  letzteren  untersuchen  wir  zunächst. 

Ist  der  Integrationsweg  des  w  so  beschaffen,  dass  sin^amw 
längs  desselben  synektisch  bleibt,  so  bildet  aus  nahe  liegenden  Grün- 
den 8  gleichfalls  eine  synektische  Function  von  w;  dasselbe  gilt  dann 
hinsichtlich  des  e*.  Führt  dagegen  der  Integrationsweg  durch  sol- 
che Punkte  hindurch,  in  welchen  8in^ami€  unendlich  wird,  so  kann 
man  diesen  Integrationsweg  durch  einen  Weg  der  ersten  Art  er- 
setzen, sobald  man  noch  diejenigen  Integralwerthe  hinzufügt,  welche 
den  Umkreisungen  der  vorkommenden  Ausnahmepunkte  entsprechen. 
Es  zerfallt  dann  8  in  eineii  synektischen  und  in  einen  asynektischen 
Theil,  wobei  es  vomämlich  auf  den  letzteren  ankommt.  Es  wird 
nun  8in^amw  unendlich  für 

w  =  2mK  +  i(2n  +  l)K\ 
wo  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten ;  bezeichnen  wir  diesen 
Werth  kurz  mit  cund  denken  uns  den  betreffenden  Ausnahmepunkt 
mittelst  eines  Gontours  von  beliebiger  Kleinheit  umgangen,  so  ist 
für  alle  Punkte  dieses  Contours  to  von  der  Form  w  =  c  +  a?  +  t y 
=  c  +  je?  mithin 

k^sin^amw  =  h^8in^am(c  +  jp)  =  k^8in^afn(iK^  +  0) 

_        1 

8in^ame 

Bei  hinreichender  Kleinheit  des  Contours  bleibt  modz  innerhalb  der 

Grenzen,  welche  zum  Bestehen  der  Gleichung  54)  erforderlich  sind, 

und  es  folgt  dann 

xp*  3  15 
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oder  vermöge  des  Werthes  von  z 

Daraus  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 


fdwß 


k^sin^amto  diu  =  —  Z(c  — w)  +  TT, 

"worin  TT  die  Summe  einer  convergirenden  und  für  to=^c  verschwin- 
denden Reihe  darstellt.  Denkt  man  sich  diese  Rechnung  für  alle 
vorkommenden  Ausnahmepunkte  Cj,  ^2»  etc.  ausgeführt  und  nennt 
man  f(w)  den  synektischen  Theil  von  S,  so  erhält  man 

s  =f(w)  +  l(ci  —  «(?)  +  1(C2  —  W)  +  '''* 

—  Wi  —  TT,  —   Wi  — 

und 

€*=  (ci-^w)(c<i-'W)  .  .  .  e/(«')-'n~l^,-... 
Obgleich  nun  8  nicht  synektisch  ist  und  sowohl  f ür  te^  =  Ci  als 
tv  =  C2  etc.  logarithmisch-unendlich  wird,  so  ist  doch  c*  eine  synek- 
tische  Function,  da  sie  gerade  an  den  genannten  Stellen  verschwin- 
det. Hieraus  folgt,  dass  e*  für  alle  w  in  eine  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  w  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

Wie  man  bemerkt  haben  wird,  liegt  der  Nerv  der  vorigen 
Schluss weise  in  dem  Umstände,  dass  die  Function  h^sin'^atniü  in 
der  Nähe  eines  solchen  Specialwerthes  tc;  =  c,  f ür  welchen  sie  un- 
endlich wird,  die  Form 

(^  _  ^y  +  a  +  ßw^  +  yw^  -] 

annimmt  oder,  kürzer  ausgedrückt,  dass  k^sin^amtv  für  K7  =  c  ein 

Unendlichgrosses  von  derselben  Ordnung  wie  -z — .^  wird.    Die 

nämliche  Eigenschaft  kommt  auch  den  folgenden  drei  Functionen  zu 
1  ^J^amto         k^cos^amw 

sin^amw^       cos^amw^         d^amw    * 
nur  sind  hier  die  Werthe  von  c  andere  als  vorhin;   die  Folgerung 
bleibt  aber  dieselbe,  d.  h.  |>,  g,  r  werden  logarithmisch  -  unendlich, 
e^,  e?,  e*"  bleiben  synektisch   und  können  daher  in  Potenzenreihen 
verwandelt  werden. 

Die  Bestimmung  der  Reihencoefficienten  hat  keine  Schwierig- 
keit.   Man  findet  zunächst  aus  Nro.  47) 

stn^amw  =  w^ — w^  H — tff^  —  .... 

o  5.9 

ferner  durch  zweimalige  Integration 
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3.4       ^3.5.6 


2k^  +  13A;*  4-  2A;6 
5.7.8.9 


«;8  +  . 


endlich  mittelst  der  Exponentialreihe 


^  +  T  +  rT^  +  T 

3  .  4 


2  .  3 


SÄ»  +  irjfc^  +  8Ä« 


W^  +  ' 


3.5.6  4.5.7.8»9 

Aus  Nro.  58)  geht  femer  hervor,  dass  die  Entwickelungen  von  e^j 
e^,  ^  entstehen,  wenn  c*  der  Reihe  nach  mit  den  Entwickelungen 
von  sinamw,  cosamw,  ^amw  multiplicirt  wird;  die  Resultate  sind 
dann  folgende.     Statt  der  Gleichungen  58)  schreiben  wir 

59)  smamw  — 

60) 


cosamw  = 


damw  = 


—  X4«;*  +  x«w«  — 


61)  ^  _  , ^^ 

1  —  X4W*  +  XeW® 

und  in  diesen  für  alle  w  geltenden  Formeln  bestimmen  sich  die 
Coefficienten  durch  die  nachstehenden  Gleichungen,  in  denen  zur 
Abkürzung  1  .  2  .  3  .  .  .  m  mit  m'  bezeichnet  ist 

4'X4   =  2Ä;2, 

6'X6   =8(Ä2  +  Ä*), 

8'X8  =  32(Ä2  +  Ä;6)  4-  68Ä;6, 
10'xio=  128(Ä;3  +  A;8)  +  480(Ä;*  4- Ä«), 
12'Xi2=  512(Ä2  +  Äio)  4.  3008(ä*4ä8)  4-  5400*6 


3'A8  =  ] 

L  +*«, 

5'Aj  =  ] 

l  +  Ä«  +  4fc», 

ri,  =  ] 

L  +Ä«  +  9(fc«  +  fc«), 

9'il»  =  ] 

L  +  *8  +  16(Ä«  +  fc«)  —  6  ÄS 

11' An  =  ] 

[  +  *>»+  25  (Ä»  +  &8)  —  494  (&*  +  fc«), 

2'^  =; 

l, 

4>4    = 

l  +  2Ä', 

6>«  = 

l  +  6Ä»  +  8ÄS 

8' ,18  =  ■ 

l  +  12*»  +  60fc«  +  32Ä«, 

io>,o  =  : 

l  +  20fc«  +  348&«  +  448Ä!«  +  128Ä», 

12>,2  =  1 

l  +  30A;«  +  2372&«  +  4600Ä!«  +  2880Ä!»  +  512  Ji» 
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4'V4  =  2Ä;3  +  *S 

6^6  =  8Ä2  +  6Ä;*  +  Ä«, 

8'rs  =  32Ä«  4-  60 Ä*  4-  12)fe«  +  Ä«, 
10Vio=  128^2  +  448Ä;*  +  348*6  +  20*»  +  Ä^o, 
12Vi2=  512*2  4«  2880**  +  4600*«  +  2372*8  +  30*»«  +  k^\ 

Nimmt  man  speciell  *  =  1 ,  so  wird 

c**  —  ß""  **  2 

smam(t(7, 1)  =—___,  cos  am  (w,  l)==z/aw(w?,  1)==-— r-— ;jf 

und  nach  der  zweiten  Formel  in  Nro.  58) 

6 

cosam{w^  1)  = ZT^» 

was  mit  der  Reihenentwickelung  in  Nro.  60)  übereinstimmt  *). 


VI.    Feriodisolie  Reihen  und  Fartialbrüolie  für  die 
einfaolisten  elliptisolien  Funotionen. 

Wie  man  aus  der  Untersuchung  über  die  periodischen  Reihen 
weiss  (S.  144,  VI.),  lässt  sich  jede  zwischen  w  =  0  und  «*  =  ä  end- 
lich bleibende  Functionen  einer  reellen  Yariabelen  u  in  jeder  der 
Formen 

nu  ,    ,        2  jrw   .    ,3««* 

T 


I  ilo  +  -Ai  COS  -r^  +  A2  COS  —5; h  A3  COS- 


JBi  stn-rr-  +  Bi stn  — r — h  B3  sm—r [-...• 

n  n  n 

darstellen,  falls  u  auf  das  Intervall  0  bis  h  eingeschränkt  wird. 
Für  sich  betrachtet,  bleibt  die  erste  Reihe  ungestört,  wenn  man  u 
durch  —  u  oder  durch  M  +  2Ä,  M  +  4Ä,  «  +  6Ä,  etc.  ersetzt;  sie 


*)  Die  Darstellung  von  stnatnw,  cos  am  w,  Jamto  als  Quotienten  von 
Potenzenreihen  ist  zuerst  von  Weierstrass  in  Crelle's  Journal,  Bd.  52,  S. 
357  gegeben  worden,  wobei  die  Functionen  C,  C,  c*»,  e*"  mit  Al(w)f  Al{tc)ij 
AI {10)2,  AI(w)q  bezeichnet  und  Abel' sehe  Functionen  genannt  sind. 
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bildet  also  eine  gerade  periodische  Fanction  von  umit  der  Periode 
2  h.  Ist  nun  zufälligerweise  die  Function,  welche  man  in  die  erste 
Keihe  verwandeln  will,  selber  eine  gerade  periodische  Function  mit 
der  Periode  2  h,  so  gilt  jene  Reihenentwickelung  nicht  nur  von  u=0 
bis  «  =  Ä,  sondern  für  jedes  reelle  «.  Aus  ganz  ähnlichen  Schlüs- 
sen geht  hervor,  dass  eine  ungerade  periodische  Function  mit  dem 
Index  2  h  für  alle  reellen  u  in  eine  Reihe  der  zweiten  Art  verwan- 
delt werden  kann.  Da  nun  die  elliptischen  Functionen  reelle  Perio- 
den besitzen,  so  erscheinen  die  obigen  Reihen  als  sehr  geeignete 
Mittel,  um  jene  Functionen  wenigstens  für  alle  reellen  Werthe  von 
u  darzustellen ;  man  würde  z.  B.  für  Ä  =  2  JE"  den  Amplitudencosi- 
nus in  eine  Reihe  von  Cosin^is,  den  Amplitudensinus  in  eine  Reihe 
von  Sinus  entwickeln  können.  Die  einzige  hierbei  zu  überwindende 
Schwierigkeit  betrifft  die  Bestimmung  der  Coefßcienten  An  nnd  Bny 
ist  nämlich  F(u)  die  gegebene  elliptische  Function,  so  kommt  es 
darauf  an,  die  Werthe  der  Integrale 

2K  2K 

F(u)  cos '-^r=- du  nnd    I  F(u)8tn-T^du 

0  0 

oder  auch  den  Werth  des  einen  Integrales 

2K 


f 


Fiuye'H-du,  P  =  ff 


ZU  entwickeln.  Wie  dies  geschehen  kann,  wollen  wir  sogleich 
zeigen. 

Es  bedeute  to  eine  complexe  Variabele  =  u  -\-  iv,  ferner 
sei  F(w)  eine  eindeutige  Function  von  w,  die  innerhalb  eines  aus 
den  Seiten  2  Jf  und  2  K'  construirten  Rechtecks  nur  zweimal  näm- 
lich für  w  ^  iK'  und  für  w  =  2K  -\-  iE'  unendlich  wird,  und 
die  noch  folgende  Eigenschaften  besitzt 

F(w  +  2K)  =  6, F(w),  F(w  +  i.2K')=i  62 F{w\ 

worin  «i  und  £2  positive  oder  negative  reelle  Einheiten  bezeichnen. 
Nach  diesen  Yoraussetzungen  betrachten  wir  das  Integral 

fF{w)^f^''dw 

und  nehmen  als  Integrationsweg  die  Peripherie  des  aus  den  Seiten 
0A=z2K,  0B  =  2K'  construirten  Rechtecks  OACB,  wobei 
wir  die  Ausnahmepunkte  D  und  JE7,  welche  die  Werthe  iK*  und 
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2K  -{-  iK'  repräsentiren,  in  Halbkreisen  nmgehen  (Fig.  56).     Zu« 


Fig.  56. 


folge  der  Ausschliessung  von  D  und  E 
ist  der  Werth  des  Integrales  =  0  oder 
I{OA)^-I{AQ,)+I{Q,Q,Q,)  +  I{Q,C) 
+I(GB)  +  liBPo)  +  J(PoPi  Pd  +I(Pi  0) 
Oa  =  0. 

Nehmen  wir  die  Radien   der  Halbkreise 


••;^E       gleich,  DP  =  EQ  =  r,  lassen  sie  gegen 
die  Null  convergiren  und  setzen  zur  Ab« 
Qo     kürzung 

Lim  [I(PoPiP,)  +  KQoQi  «0}  =  S, 
80  bleibt   durch    Zusammen ziehung    von 
I(ÄQo)  und  liQiC),  sowie  von  I(BPo) 
und  /(P,  0) 
I(OÄ)  +  I(äC)  +  I{CB)  +  I(BO)  +  S=  0. 
Im  ersten  Integrale  substituiren  wir  tc;  =  M,  im  zweiten  w  =  2K'\-fV^ 
im  dritten  tr  =  u  +  t. 2  JI',  im  vierten  to  =  iv;  dies  giebt 

0  0 


oder  zufolge  der  Eigenschaften  von  F 


9K' 


(1—62  e-^f^')fF(u)^^*du  +  i(si  ß'«i"Ä  —  \)jF{iv)e-t^^dv 

0  0 

+  S  =  0. 
Die  Grösse  S  ergiebt  sich,   wenn  man  in  /(PoPjPj)  den   Winkel 
PiBP  =  0  mithin    w  =  tÄ"'  +  rc'ö^   im  zweiten  Ilalbkreisinte- 
grale  Z.  QiEQ  =  d  mithin  tr  =  2  JT  +  t  JT  r-  re'Ö    substituirt 
und  zur  Abkürzung  re*^  =  Q  setzt;  es  ist  dann 
I(PoP,P,)  +  J((?o«lOi) 


Schlömilch,  Analysis.    II. 


27 
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und  bei  unendlich  abnehmenden  Q  wegen  F(2  K  ■{- w)  z=  ii  F(w} 


S=Lm 


l- 


—  ie-f'  JQFiiK'  +  qyt'Q 


de 


\n 


4-  ta,e-/'^  +  '•»/"*  fQF(iK'  —  Q)e-'l'QdO 

Beachtet  man  noch,  dass  6*'^/^^  =c'-"''  =  cosn3r  ist,  so  hat  man 
schliesslich  folgende  Gleichung 

62)   (1  —  680-2^^')  jF(u) c'i"" (Iw— t(l  —  Si cosnn)!  F{w)€rh^dv 

0  0 

-'" 

die  sofort  zur  Kenntniss   der  gesuchten  Integrale   führt,  wie   sich 

gleich  zeigen  wird. 

a.    Wir  nehmen  zuerst  F{w)  =  sinamw\  es  ist  dann 
«1  =  —  1,     fij  =  +  1,     F{iv)  =  itngam(v,Jc% 

Um[QF(iK'  +  9)]  =  imfr-j-? ^1  =  -^ 

*-^     ^  '    ^^^  \JkpnamQA        k 

Lim[QF(iK'  —  d)]  =  Lim\,    f"^     1  =  —1, 

und  damit  geht  die  Gleichung  62)  in  die  folgende  über 

2  A'  2K' 

(1  —er-^f^^')  I  sinamue*f^''du-\-(l  -^-cosriTc)  I  tngam(v,k')e'^H^äv 

0  0 

k 
Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  imaginären  Theile  und  durch 
Substitution  des  Werthes  von  /i  ergiebt  sich  weiter 

(__  nn  K\       2  JC  _  nnK* 

K    \  r  ,            .  nnu  ^        7c(l  —  cosnn)        *2k 
1  —  c  J  J  stnamu sin-—^üu  =  — ^ e  , 

0 

und  wenn  man  noch  die  Abkürzung 

71  K' 
K 

e         =q 
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einfuhrt,  so  erhält  man  leicht  die  Gleichung 


2 


kJ  ^^««^**^^^  TT  ^"= hK r=:^' 


•2 

0 


deren  linke  Seite  der  Coefficient  B^  ist,  falls  sin  am  u  nach  den  Si- 
nus der  Vielfachen  von  rrr=,  entwickelt  werden  soll.     Die  gesuchte 
.2K. 

Reihe  ist  nun 

63)  sin  am  u 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  jedes  reelle  w. 

Lässt  man -ff — wan  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 
cos  am  u 


64) 


^amu 


2n\Vq         sru        Vq^         Situ   ,     Vq^         5nu  1 

b.    Es  sei  femer  F(w)  =  cos  am  w^  mithin 

^1  =  —  1,     «2  =  —  1»    Fijiv)  =  secam(v,Tc% 

^•^     "^         '   ^^-^  l  k  smamQ]  Je 

IAmlQF(iK'-Q)^  =  LimUi^^.-^-^=+±', 
••^     ^  ^^^  l  '        Ä  smamQJ  k ' 

die  allgemeine  Formel  62)  wird  dann  zur  folgenden 
2K  2/r    . 

(1  +e-2ju^')  /  cosamue^f^''du'-i(l  ■{-cosnyi)  1  secam{t\k')e-f^'>dv 

0  0 

n(l  —  cosnn)        ^ 

—  k  ""^   • 

Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  Theile  erhält  man 

2  jBl  — 

2      r  rniu  .    gr(l  ^ cosnn)      Vg*» 


0 


—  j  ...„,„„c„»-2^«»_  —  j  ^^„, 


womit  der  Coefficient  An  für  die  Entwicklung  von  cos  am  u  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  ' 
nach  folgende  Reihen formel 


den  Cosinus  der  Vielfachen  von  —=,  bestimmt  ist.     Man  hat  dem 

2  JH. 


27=» 
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65)  co^omu 

die  für  alle  reellen  u  gültig  bleibt. 

Ersetzt  man  u  durch  K  —  u,  so  erhält  man  noch 

66)  V  ?$^^ 

c.    Wir  nehmen  drittens  F{w)  =  ^amw  also 

JWf»  [p F(iX'  +  p)]  =  Lim  j  —  icosam p •  -:-^! —  l  =  —  i, 

2/iiw[pF(iÄ'  — p)]  =  JWm  j  +  fC08ainp*-T-^ — l  =  +  t: 
die  allgemeine  Gleichung  62)  gestaltet  sich  dann  folgendermaassen 

"^    *  V  ^  V  (iosam(v,k') 

0  0  ^ 

=  ^  (1  -}-  co8nn)e-f*^\ 
Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  giebt 

2      r.  nnu  .        n(l-\'C08nn)      Y^ 

0 

und  daraus  folgt  die  allgemein  gültige  Beihenentwickelang 

67)  ^amu 

n     .    2jt(     q  nu    .        q^  2xu    , 

Ferner  ist,  wenn  K  —  «an  die  Stelle  von  u  gesetzt  wird, 


•   «    •    •   < 


68) 


^amu 

n 2n^  i     q      ^^^  nu  g^      ^^^  2  nu 

2K 

Mittelst  der  Relation 


2n  {     q  nu  q'^  2nu    , 
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H 

0 

erhält  man  noch  aus  Nro.  67). 
69)  amu 

=2:^  +  M '-TT?  ^"-^  + '-r+F^"  ^ +  •••■■  )• 

d.    Die  gerade  Function  F(iv)  =  sin^amiD  läsßt  sich  gleichfalls 
nach  der  bisherigen  Methode  entwickeln,  wenn  gesetzt  wird 

sin^amu 

==  i  ilo  -f  uäi  cos  —  +  Ä2  cos  YJ^  +  ^3  cos  -YY  +  •  •  •  • 
Zunächst  hat  man 


2K 


lAo  =  g-^  /  sin^amudu 
0 
oder  unter  Anwendung  der  Substitution  amu  =  q> 


7» 


—  -E 


Aus  der  Relation  si7i^am(2K — u)  =  sin  amu  ergiebt  sich  leicht 
Ai  =  Äs  =  A^  ,  ,  .  =  Oy  bei  der  Bestimmung  von  An  kann  des- 
halb n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  werden.     Es  ist  nun 

«1  =  +  1,     63  =  +  1,     F(iv)  =  —  tng^am(v,h% 
Lim{Q[F(iK'  +  Q)e'^Q  —  Sicosnn  F(iK'  —  Q)e'^f*9]] 

k^sin^amQ             k^         \\8inamQ/       q     J 
2 i      .  nn 

mithin  geht  die  allgemeine  Formel  62)  über  in 

(\—e-^f'^')fsin^amu€*l^''du  =  —  ^  €rf^^\ 


Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  liefert 

2K 

2 
2 


eJ  ««'«'««««'TT'*«  =  -  fe)  T=^ 

0 

und  damit  ist  An  bestimmt.     Für  n  =  2,  4,  6  .  .  .  wird  nun 
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70)  sin' am  tt 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  alle  reellen  u. 

Bevor  wir  uns  mit  weiteren  Reihen  dieser  Art  heschäftigen, 
wollen  wir  einen  Blick  auf  die  Substitutionen  werfen,  mittelst  deren 
sich  aus  jeder  Entwickelung  irgend  einer  elliptischen  Function  die 
Entwickelungen  anderer  elliptischer  Functionen  herleiten  lassen. 
Eine  solche  Substitution  ist  im  Vorigen  schon  angewendet  worden; 
sie  besteht  darin,  dass  man  Ä" —  u  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt; 
andere  Substitutionen  beruhen  auf  folgenden  Bemerkungen. 

Das  Integral 


J  VP 


lässt  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Normalform  elliptischer 
Integrale  erster  Art  bringen;  man  setzt  nämlich  entweder 

k'u  =    I  ^    ,         ^^  mithin  ^^  =  am  (ä'w,^'), 

oder  man  benutzt  die  Substitution 

welche  giebt 


Vi  —  k^sin^t 


mithin  ?(>  =  am  (u,  k). 


0 

Zufolge  der  Gleichung  zwischen  g)  und  ijf  ist  nun 

'!sinamu 


sin  am 


(,,     ik\        k*si\ 


amu 


und  hieraus  folgen  analoge  Formeln  für  die  übrigen  elliptischen 
Functionen.  Im  speciellen  Falle  q>  z=\%  wird  ^  =  jjr,  und  die 
Vergleichung  der  beiden  Werthe  von  u  giebt 


Ferner  ist  unmittelbar 
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in 

oder  für  sinq)  =  a 


Substituirt  m^n  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  4;  =  A/jmr,  im 
zweiten  z  =  Vi  — Ä*m*(0,  so  erhält  man  leicht 


Diese  Bemerkungen  lassen   sich   folgendermaassen  zusammenfassen: 

Ersetzt  man 

ik  , 

h  durch  -rj  und  zugleich  u  durch  Jifu, 

so  verwandeln  sich 

JS:  in  J(fK,  K'  in  Ä/  (K'  —  iE) 

e     '^  =  ginc        ^       =  —  g 

h*  sinamu  .      cosamu 

stnamu    in    — :; ,    cosamu  m    ~:5 , 

^amu  ^amu 

^amtt  in  -:; • 

Nach  dieser  Eegel  erhält  man  z.  6.  durch  blosse  Aenderung  des 

,^        .  ,  1     T>  -1    i...     .  ■!•    T^  M     ;.      k' sinamu 

V  orzeichens  von  ö  aus  der  Keihe  für  stn  am  u  die  Reihe  für  — ^ , 

^amu 

welche  letztere  in  die  Eeihe  für  cosamu  übergeht,  wenn  u  durch 

K  —  w  ersetzt  wird  (vergl.  Nro.  63,  66  und  65). 

Ein  zweites  Mittel  zur  Ableitung  neuer  Reihen  bietet  die  Lan- 
den'sehe  Substitution.  Sind  nämlich  die  Amplituden  ^und^  durch 
die  Gleichung 

sm2^ 

^       Ä  +  cos  2  ^ 
verbunden,  statt  deren  auch  gesetzt  werden  kann 
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1  1  +  /i  —  2sin^ilf 


cosfp 


1    +   Ä 

«in»  if 


v^^m' 


stnfp  — 


1  +A 

1/  1  «-  I .:_ 

BO  besteht  die  Relation 

'2Vä 


'■>  '(»•'"  =  rf»  Km- *)• 


Es  Bei  nun  femer 


=  k  mithin  h  = 


1+Ä  l+k" 

die  vorigen  drei  Gleichungen  gehen  dann  in  folgende  über 
1-(1 +^8«n»»  (l  +  XQ  sin»  cos» 


^^•*>  =  rTi?<rR'4 


deren  letzte  wir  in  der  kurzen  Form 


1 
darstellen.     Hiernach  ist 


«  =  rTv*' 


*  =  o»»  («.  *).     9>  =  am  r»,  YTTp)  =  "*"  U^  +  **) "'  i  .i-fc') 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  für  eoatp  und  stn^? 
Bubstituirt,  so  erhält  man' 

cosam  ((1  +  äO«.  i+rjp)  = '-^^^ . 

\^  '       1  -f- Äy  jdamu 

Im  speciellen  Falle  ^  =  |9r  wird  g)  =  sr  und 


sowie 


Femer  ist  identisch 
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nach  Nro.  71)  ©rgiebt  sich  für  Ä  =  A/,  9=  2  if^  =  «,  dass  die 
rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  mit(l  +  Ä;')  JP(fc',  \ir)  über- 
einkommt; man  hat  daher 

4V^^^-  ?]=<'+«<'-.|)- 

Diese  Bemerkungen  zusammengenommen  liefern  folgenden  Satz:  Er- 
setzt man 

1  —  fc' 
k  durch  - — ; — =7  und  zugleich  u  durch  (1  +  ^0«*  i 
l  +  kr 

80  verwandelt  sich 

JS:  in  1(1  +  äO  Ä-,         K'  in  (1  +  J(f)  K', 

a  in  2*, 

.    (1  4- A;0  5tn  am  1«  cos  am  u 

siitamii  m  ^ ^—z , 

/Jamu 

.     1  —  (1  +  1^)8171^  amu 
eosamu  in ^ — i — • 

Nach  dieser  Regel  erhält  man  z.  B.  aus  der  Keihe  für  sin  am  u  die 
neue  Entwickelung 

sin  a7nu  eosamu 
^amu 

auf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitte  zurückkommen  werden. 

Es  dürfte  kaum  nöthig  sein  zu  bemerken,  dass  alle  gegebenen 
Reihenentwickelungen  auf  verschiedene  Weise  specialisirt  werden 
können,  indem  man  u  =  0  oder  =  K  oder  ^=\K  setzt.  Die  so 
entstehenden  besonderen  Formeln  enthalten  meistens  Beziehungen 
zwischen  den  vier  Grössen  Ä,  k\  K  und  q  \  nur  die  Gleichung  70) 
macht  hiervon  eine  Ausnahme  und  liefert  z.  B.  für  w  =  0  eine  For- 
mel, welche  sich  zur  Berechnung  von  E  benutzen  Hesse* 

Noch  müssen  wir  eine  wichtige  Transformation  erwähnen,  wel- 
cher die  bisherigen  Reihen  unterworfen  werden  können;  sie  besteht 
einfach  darin,  dass  man  jeden  einzelnen  Term  mittelst  der  Formel 

— L-  =  1  +r +  r»  +  r»'+ ,    r»<l 

1  ——  r 

entwickelt  und  in  der  so  gebildeten  Doppelreihe  die  vertical  unter 
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einander  stehenden  Terme  zusammenfasst.     Schreibt  man  z«  B.  statt 
Nro.-63)  etwas  bequemer 


i/-f  sini 


80  ist  auch 


TcK  .  2Kx 

-r — stnam 

2n  n 

fl  "^   1— 2»  ■•"    1  —  2»   ■*■ 


2^  3P 

+  q^sin^x  +  g*5tn3aj  +  q^mi%x  +  g'*stn3a?-f  •  •  ' 
+  a'smÖoj  +  g^sinSa?  +  g"s«n5a?  +  3"«t»5a?  +  •  •  • 

+ } 

und  indem  man  alle  Yerticalreihen  mittelst  der  Formel 

(1  +j?)8fna; 


zinx  4-  i? sm 3  a?  +  p^^/^ 5  a?  +  •  •  •  = 


1  —  2pcos2x  -\-  p^ 

summirt,  gelangt  man  zu  folgendem  Eesultate 

„^.  JcK    ,         2Kx 

12)  - —  stnam 

^  271  n 

U  — 2g  cos2a?  +  2*    '    \—2q^cos2x-\-q^ 

(i4-g^)V^         .        1 

■*"  1  — 2g*cös2aj  +  3io  "^  V 

Aus  der  Formel  65)  oder  der  nicht  wesentlich    von  ihr  ver- 
schiedenen 

kK  2 

-—  cos  am 
2% 

erhält  man  nach  demselben  Verfahren 

rrox                                       ^^             2£:a? 
73)  ;; —  COS  am 

^  2n  7C 

[1— .2gcos2aJ  +  g2        l  —  2  23cos2a?4- a« 

(l-g^)V^ 1 

"''  1  — 2  g»  cos  2  a? +  2^0  '  i* 

Schreibt  man  statt  der  Gleichung  67)  die  folgende 

K     .       2Kx         1         qcos2x    ,    q}cos4:X    ,    q^cosSx    . 

^  am —  —  =  ~ -f- 4-  = -1-  . , . . 

2  71  n  4         1  +  3»  ^    1  +  a*  1  +  3* 


2Kx w— fcosg     ■    qcosSx    .    q*eos5x    .  ) 
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80  erhält  man 
74)  - —  ^  am -r 

qco82x —  q^  q^cos2x  —  q^ 


1  —  2 a cos 2 a?  +  g^        l^2q^  cos2x  +  q^ 

q^cos2x  —  q^^ 


+ 


l^'2q^cos2x-{-q^^ 
Im  speciellen  Falle  a?  =  0  wird 

K  _  1^__2 al_  •  _?! 

2n         4         1—2        1—  3^"^1—  fl« 
Die  halhe  Differenz  heider  Gleichungell  ist 

2Kx\ 


,4  (' 


^Jam- 

n    / 

1  +  Q^ 


1+2.  l    +    2%3 


1  —  q^ 


—  2qcos2x  +  q^        1  '—  2q^cos2x  +  q^  I 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  Nro.  70) 

O  TT  ^ 

76)  1  —  V'Sin'^am = 

E       2  n^jq  (1  +  g^)  cos2x—'2q^        q^  (1 -}- q^)  cos  4  x  —  2  q^        ) 
iC"*"   K^[(l  —  2qcos2x  +  q^)^   ."•"    (l'"2qHos2x  +  q^)^  '^"l' 

Das  Charakteristische  an  den  Formeln  72)  his  76)  ist,  dass  die. 
elliptischen  Functionen  gewissermaassen  in  Partialhrüche  zerlegt  wer- 
den können ,  die  in  Beziehung  auf  q  echte  Brüche  sind.  Man  kann 
sich  hiernach  die  elliptischen  Functionen  als  eine  Art  gebrochener 
Functionen  vorstellen,  und  in  wie  weit  dies  richtig  ist,  wird  der 
nächste  Abschnitt  zeigen. 


Vn.  PeriodisQlie  Reihen  für  zusammengesetzte  ellipti- 
solie  Functionen.    Unendliche  Producte. 

Das  im  vorigen  Abschnitte  zur  Entwickelung  des  Integrales 

n7C 


f 


benutzte  Verfahren  lässt  sich  mit  einer  geringen  Mqdification  auch 
in  dem  Falle  anwenden,  wo  die  Function  F(w)  nicht  rein  doppelt 
periodisch,  sondern  aus  einer  doppelt  periodischen  und-  einer  ande- 
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ren  Function  zasammengeBetzt  ist.  Als  Integrationsweg  der  com- 
plexen  Yariabelen  to  nehmen  wir  wieder  den  Umfang  des  aus  den 
Seiten  2ir  und  2K*  construirten  Rechtecks;  von  der  Function F(ic) 
setzen  wir  voraus,  dass  sie  eindeutig  bleibe,  jedoch  auf  der  Periphe- 
rie jenes  Bechtecks  mehrmals  unendlich  werde  und  dass  sie  folgende 
zwei  Eigenschaften  besitze 

F(to  +  2K)  =  fiF(w),     F(tff  4- 1 . 2äO  =  s^Fiw)  +  /(ir), 
wobei /(ir)  eine  neue  bekannte  Function  bedeutet.     Die  Integration 
längs  des  angegebenen  Weges  liefert  dann  folgende  Gleichung 

77)   (1  —  £,e-«i"^)  /'j?'(i*)c'/'»(fu  — e-»A'''y/(tt)e«>»eff» 

0  0 

+  t(fiic'*A*^—  l)jF{iv)e-f'Hv  +  S  =  0, 

0 

und  darin  bezeichnet  S  die  Summe  aller  der  Integrale,  welche  da* 
durch  entstehen,  dass  man  die  Ausnahmepunkte  in  unendlich  klei* 
nen  Halbkreisen  oder  Viertelkreisen  umgeht.  Die  Berechnung  von 
S  geschieht  auf  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Abschnitte  bei  nur 
zwei  Ausnahmepunkten.  Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwen- 
dungen dieses  einfachen  Princips. 

a.     Die  Function  -: wird  unendlich   an   den   Stellen  0, 

stnamw 

2  JT,  i.2K'  und  2K'  '\'  i,2K!\  sie  lässt  sich  daher  nicht  unmit- 
telbar in  eine  Reihe  von  Sinus  oder  Cosinus  verwandeln.  Dagegen 
bleibt  die  ungerade  Function 

2?(«,)=^-i "L 

sinamto       ^  „  ,    srir 
2Kstn  — 

endlich  für  alle  reellen  w  von  0  bis  2  K,  sie  verschwindet  sowohl 
für  fi?  =  0  als  für  w  =i  2K  und  hat  nur  die  beiden  Ausnahme- 
punkte i  .  2  E!  und  2  Ä"  +  i  .  2  K';  man  kann  daher  setzen 

F(u)  =  BiStn^^  +  Bjstn-Y^  +  ^ssm-j^  H 

Aus  der  Gleichung  F(2K — u)  =  F(u)  folgt  sehr  leicht,  dass  B^^ 
Bi,  Bs  etc.  gleich  Null  sind,  dass  also  bei  der  Bestimmung  von 

»*  2      /*-,.  .    .   nn:u  , 
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nur  ungerade  n  berücksichtigt  zu  werden  brauchen.     Es  ist  femer 
F(w  +  2K)=  —  F(w),        «1  =  —  1 

mithin,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird, 

F(w  +  i.2K')  =  F(w)  +  f(w),     «2  =  1, 

/(^)  =  -?L_i l ). 

Wegen  des  ungeraden  w  hat  man  femer 

£jg^.a/<Ä_  1  =  — CöÄWJr— 1  =  0 
and  daher  vereinfacht  sich  die  Gleichung  77)  zur  folgenden 

Sic  SJT 

78)    (1— 2«)  /F(tt)e'/'Mti  —  g» //(«)e*>«£lM  -f  S  =  0. 

0  0 

Zunächst  betrachten  wir  das  Integral,    worin  /(w)  vorkommt  und 

2K 

substituiren  statt   u  die   neue  Variabele  x\  vermöge  derWer- 

the  von  /(m)  und  ft  giebt  dies 

2iC  w 

J     ^'  J   \sinx        stn(a5 +  tff)J 

oder  wenn  sin  {x  Ar  ««)  durch  Exponentialgrössen  ausgedrückt  und 
die  Gleichung  e""  =  g  beachtet  wird, 

J     ^  '  J  stnx  J   \  —  g2c*'* 

0  0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  leicht  in  eine  nach 
Potenzen  von  g  fortschreitende  Reihe  verwandeln,  deren  Glieder 
wegen  des  ungeraden  n  sämmtlich  verschwinden;  es  bleibt  daher 

2^ 


J   stnx 
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Fig.  57. 

"  >Q  "\P 


i 


^ 


Um  femer  8  zu  finden,  umge- 
hen wir  die  Ausnahmepunkte  0 
und  B  in  Viertelkreisen,  wobei  in 
Fig.  Ö7  OA  =  2K,  OB  =  2K\ 
CP=BQ=r,  ^PCD  =  ^QBD 
=  0  und  zur  Abkürzung  e*^  =  Q 
sein  möge.  Es  ist  dann  8  der 
Grenzwerth  von 


—  TT 

+  ij  F(2  iE!  +  q) e'."»'«-  +  p)  p  dO 

0 

— » 
=  ii''fQ[F(Q)+fiQ)}e'fedO 


in 


0 

und  hieraus  folgt  wegen  F(0)  =  0  und  Lim[Qf{Q)'\  =  1 

S  =  —  i7Cq\ 
Nach  diesen  Bestimmungen  geht  die  Gleichung  78)  ub&r  in 

F{u)e*H''du  —  «"   /  -: — dx  —  «arg»  =  0 

0  0 

und  liefeii;  durch  Herausnahme  des  imaginairen  Theiles 

^  ^        2-K^  1  — a"  I  ./    sinx       I 

Das  letzte  Integral  findet  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  bei  an« 
geraden  n 

-— : =  1  +  2  [cos 2x  +  cos4x  +  •  •  •  +  cosin—  1)«] 

s%nx 

ist;  man  erhält 

2^ 


/ 


F  {u)  stn  ^  „  du  = 


2K 


1— a« 
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Die  gesuchte  Beihenentwickelung  ist  hiernach 
1  ir 

79) 


80) 


stn  amu        «  ^  .    »t* 

Mittelst  Substitution  von  K  —  u  Mr  u  zieht  man  hieraus 
/Jamu  % 


_2n  f 


_2ni 
~"  ^  ll 


co$amu       ^ «.       ^t* 
22rco5— 

•cosrr^  —  T^ — zcos  •     ^^  + -cos —  •  •  -i« 


'q2K        l-g«^"^  2ir^l-(Z'^''"^  2K  \ 

Ersetzt  man  ferner  u  durch  h'u^  K  durch  h'K^  q  durch  —  g  (S.  423) 
und  multiplicirt  mit  —  Ä',  so  erhält  man  noch 

81)  ^ *1- 

^  ^      JJfw        COS  amu 
2KC0S— 


2x  {     q  nu  g' 


3;rM  g*  ÖJTM 


5C0S-T-=r  4-  :r-j — ft  c<>s  • 


g»'"'2Jr  ^l+g«^     "  2A' 
b.    Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  führt  die  Annahme 

F{W)  =  cot  am  W  -^rr^  cot  rr-r^' 

2  A         2  K. 
Diese  Function  verschwindet  f ür  w  =  0  sowie  für  «^  =  2K  und 
bleibt  endlich  für  alle  reellen  zwischen  0  und  2  K  liegenden  w\  sie 
ist  desshalb  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwandelbar,  nämlich 

F{u)  =  Bxstn  —  +  B^sxn  -^  +  B^^stn  -j^  + 

Aus  der  Eigenschaft  F(2/f  —  m)  =  — F(w)  folgt  zunächst  Bi=Bi 
=  J^s  .  .  .  =  0;  es  sind  daher  bei  der  Bestimmung  von 

0 

nur  gerade  n  zu  berücksichtigen.  Die  Function  F{iiD)  wird  femer 
unendlich  an  den  Stellen  «?  =  *.2X'  und  w  =  2K  +  i,2K';  end- 
lich ist  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen 

Fiw+2K)  =  F(tc),  «i  =  +l, 

Fitc  +  i.2E')  =  -  F(w)  +/(«),        f,  =  —  1, 
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Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 

82)  (l+q'')fF(u)e*M^du  —  g«  ff(u)e*t'''du  +  S  =  0. 

2K 

Hierin  ist,  wie  sich  mittelst  der  Substitution  u  = x  findet 

n 
3jr  n 

Jf(u)e*f^''du  =  ^  I  Icatx  +  c(rf(Ä  +  »«)|  c'-'-Ja? 

0  0      ^  ' 

n  n 

0  0 

oder  weil  bei  geraden  n  das  letzte  Integral  verschwindet, 
J/(u)e^f^''du  =  —   /  e^'^^'cotxdx. 

0  0 

Ferner  ist  8  der  Grenzwerth  von 
— ar 

ifF(2K+2iE'  +  Q)e*H^^^-^^*^-^9^Qde 


.1. 


+  ijF{2iK'  +  9)e'«("^'  +  ?>  p 

.1. 


rfö 


wegen  F(0)  =  0  und  Xtw[p/(p)]  =  —  1  giebt  dies 

8  =  ijrg«. 
Durch  Aussonderung  des  imaginären  Theiles  erhält  man  jetzt  aus 
Nro.  82) 

2/r  X  TT 

/_,,  .    .  nnu   ,                   «"      f     ,     rsinnxcosx.  ] 
F(u)sm'rrr==-  du  =  —  _^-_.  Jjr  +  /  : dx\* 

0  *  0  ' 

Zur  Kenntniss  des  letzten  Integrales  fahrt  die  Gleichung 

sinnxcosx 

sinx 

=  1  +  2  [cos2x  +  cos^x  +  •  •  •  +  cos(n  —  2)x]  +  casnx, 
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und  schliesslich  wird 

_        2«         g« 


JT    1  +  a" 

Die  gesuchte  Entwickelung  ist  demnach 

83)  ^cot-^—  catatnu 

2n  {     q*       .  orte    ,        g*        .    2nu    ,        g«       .   Snu ,      ] 

Lässt  man  K  —  w  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 

84)  —tan  —  —  k'  tngamu 

c.    Zu  einer  ähnlichen,  durch  ihre  Folgen  aber  viel  wichtigeren 
Entwickelung  führt  die  Annahme 

F(iD)  =  cotamw  /Samw  —  -—  ccft  —=.* 

ZK.         2  IL 

Die  vorliegende  ungerade  Function  verschwindet  sowohl  für  «^  =  0 
als  für  w  =  2K,  und  kann  daher  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwan- 
delt werden.  Aus  letzter  fallen  wegen  F(2K —  u)  =  —  F(u)  die 
Coefficienten  J?i,  J?j,  JB^,  etc.  weg,  und  es  kann  daher  bei  der  Be- 
stimmung von  Bn  der  Index  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  wer- 
den.    Die  Function  F(w)  wird  viermal  unendlich  an  den  Stellen 

iK\     2iK\     2K  +  iK\     2-K  +  2iK' 
und  besitzt  noch  die  Eigenschaften 

F{w\-2Ii)=zF{w\  «.  =  1. 

F(w  +  2 1 ZO  =  F(ii,)  +  f{w), .  €,  =  1, 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 

85)  (1  —  g")  jF(u)  c'i"«  du  —  i^ff(u)e*M''  du  +  S  =  0. 

0  0 

Mittelst  derselben  Substitutionen  wie  bisher  findet  man 
2K  n 

1  f{u)e'^''du  =  /  [cotx  —  coi(aj  +  «a)}c*"*dfl; 

0  0 

d.  i.  wegen  des  geraden  n 

Schlömilch,  Analysis.    n.  28 
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Fig.  58.  sJT  n 

B:--,  I .C 

ö  0 

Um  S  za  bestimmen,  umgeht  man  die  Aus- 
l^  nahmepunkte  E^  C,  P,  2)  in  Halbkreisen 
und  Yiertelkreisen  wie  dies  Fig.  58  zeigt; 
8  ist  dann  der  Grenzwerth  folgender 
Summe 

A 


— » 


Q^ae 


-l- 


-i- 


-h 


+  ifQF{2iK'  +  p)c'i"<a/jr  +  ^)^0  +  ij  QF{iK'+Q)d^f'<*^^Q^dO, 


0  +J71 

d.  i.  vermöge  der  Bedeutungen  von  ft,  n  und  g 


oder 


Der  imaginäre  Bestandtheil  der  Gleichung  85)  giebt 

(1— ö")y  F{u)sin-^^dU'-gl^j  —^^ — dÄ+;r(2g«  — ««)=0. 

0  0 

und  da  der  Werth  des  auf  x  bezüglichen  Integrales  =  ^  ist,    so 
bleibt 

F(u)$%n  "oTf^w  =  —  2x 


1  +  ä»" 


Hieraus  entspringt  folgende  Reihenentwickelung 
86) 

2n{    Q       ,  %u  ,       Q^      .  2nu 


cotamu  /Jamu  —  —^  cot  — — 
2xL         2  H. 


27t  (    q       .  nu  ,       q^       .  2nu   ,       q* 
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Lfisst  man  K  —  te  an  die  Stelle  von  u  treten ,  so  erhält  man 
noch 

d.    Eine   ganz    ähnliche   Behandlung    gestattet    die   ungerade 
Function 

F(«;)  =  ingamtoJamw—  —  ^^9n^i 

welche  f ür  fc?  =  0  sowie  für  w  =z  2K  verschwindet  und  an  den 
drei  Stellen 

2K  +  iK\    K  +  2iK\    iE* 

unendlich  wird.  Die  Ausführung  der  betreffenden  Rechnung  über- 
lassen wir  dem  Leser,  weil  sich  die  resultirende  Entwickelung  rascher 
dadurch  findet,  dass  man  in  Nrö.  87)  die  Grössen 


*.    K     «, 

K,       9. 

^amu 

durch  y,    jp,    hu, 

Ä'Jf,  -  «, 

Vtngamudamu 

ersetzt;  dies  giebt 

88)  tngamudamu  '-  -^^^tngjrrrL 

2  IL         2  a 
27C(    q      •;  XU  ,       g*       .  2ytu  ,       g*       .   3nu   .  \ 

worin  die  Glieder  der  eingeklammerten  Eeihe  unter  der  Form 

cT  .    mnu 

1    4.  (—   l)m  gm  ""'^      X 

enthalten  sind. 

In  dem  speciellen  Falle  u  :=  \K  wird  die  Gleichung  88)  zur 
folgenden  schon  auf  S.  425  erwähnten  Summenformel 

die  in  so  fern  von  Interesse  ist  als  sie  zeigt,  wie  zu  einem  gegebe- 
nen q  das  entsprechende  K  berechnet  werden  kann. 

Um  gleich  eine  analoge  Belation  zu  erhalten,  differenziren  wir 
die  Gleichung  88)  nach  u  und  nehmen  in  der  entstehenden  Formeln 
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1  —  k^$in^amu  -f-  Itf^tng^amu  —  (-^l    sec^  -^ 


(^ 


u  =  0;  es  wird  dann 

-  8{rir7  +  r+^  +  YiT^  +  i^fv  +  ••  •  (• 

Lägst  man  in  Nro.  88)  K  —  «an  die  Stelle  von  u  treten,  so 
erhält  man 

'  Jamu         2K        2K 


2  7C(     q       ,  XU  g*       .   2nu   ,       q^       .   Snu 


2x( q^ 


Endlich  ist  noch  die  Differenz  der  Gleichungen  89)  und  86)  be- 
merkenswerth,  nämlich 

V  k^sinamucosamu 

^amu 
4x(     q        .   nu  ,        q^       .   3nu    ,        q^        .   6nu   .         ] 

wie  auf  anderem  Wege  im  vorigen  Abschnitte  S.  425  gefunden  wurde, 
e.  Die  Gleichungen  86),  88),  90)  erlangen  eine  besondere  Wich- 
tigkeit durch  den  Umstand,  dass  aus  ihnen  Reihen  für  die  Loga- 
rithmen von  sin  am  u,  cos  am  u  und  d  amu  hergeleitet  werden  kön- 
nen, denn  es  ist,  wie  man  durch  Differentiation  sogleich  prüft, 

fcot  amudamudu  =  Isin  am  u, 
— y^w^/flww-^awwdu  =  Icosamuj 
^k^sinamucosamu 


-r- 


du  =  l/lamu. 


damu 

Multiplicirt  man  demgemäss  die  Gleichung 86)  mit  du  und  ii^egrirt 
zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  tt  =  t«,  so  erhält  man 
, /sinamu\      ^fl         q  xu  .    1         q^  2xu    ,  i 


{'^2K 


nu   ]         [l      1  +  g        K   ■    2      l+q" 

^\1      1  +  g  ^  2    1+fi»  ^  I 
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oder,  wenn  der  von  u  unabhängige  Theil  der  rechten  Seite  mit  C  be- 
zeichnet wird, 

Um  die  Constante  G  za  bestimmen  multipliciren  wir  diese  Gleichung 
mit  du  und  integriren  zwischen  u  =  0  und  u  =  K',  dies  giebt 

K  K 

Isinamudu  —    /  '^'w^-^  du  =  CK 

0  0 

7tU 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  amu  =  %  im  zweiten  -^7^=^  und 

erhalten 

\n  In 

0  ^^'  0 

d.  i.  nach  Formel  41)  auf  S.  322  und  nach  Formel  39)  auf  S.  320 
(für  6  =  0) 

«  =  -1— 7-?  +  "  =  '(f)- 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 

7CU 

91)  lainamu  —  Zfim--=. 

^  Ji. 

if^Vü\  ,   ft  fl        fl  XU  .   l       q}  2nu    ,  i 

Auf  ganz  ähnlichem  Wege  lassen  sich  Reihen  für  Icosamu  und 

Uamu  finden,  man  gelangt  aber  kürzer  zu  denselben,  wenn  man 

in  der  vorigen  Gleichung  die  Grössen 

k^       u,        X,         g,        sin  am  u 

,      ,  lÄ      ,,        -,^                 k'sinamu 
durch  -77,    k'u,     k  K,     —  q,    — -; 

ersetzt;  man  erhält  zunächst 

*vrt\  -i  /sinamu\        _   .    %u 

2  •  1+2» 


,,-rai      «I-       a  --         1         q^  2nu  ,       1 
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LäBst  man  hier  K  —  i«  an  die  Stelle  von  tt  treten,  so  folgt 

93)  Icosamu-^lcos  -^ 


Endlich  ergieht  sich  als  Differenz  der  Gleichungen  91)  und  92) 
94)  Uamu 

f.    Alle  diese   Reihen  lassen    sich  ebenso  wie  die  Reihen  des 
vorigen  Abschnittes  nach  Potenzen  von  q  ordnen  und  dadurch  auf 

eine  andere  Form  bringen.     So  ist  z.B.  nach  Nr.  91),  wenn  -— =fl? 
gesetzt  wird, 


-   .         2Kx        J2tq    .     \ 


I     o  f  9     1»  AI         1  COS  2  Ä 

COS  4  a; 

2 
cosQx 


+  2Jg»-g«  +  fl«-g«+...} 


3 
+ 

und  hier  lassen  sich  alle  Verticalreihen  mittelst  der.  Formel 
\rcos2x  +•  \r^co84:X  -f-  \r^cosQx  -f-.... 

=  —  iZ(l  —  2  r  cos2  a?  +  r») 
summiren,  wodurch  entsteht 


I   •         2J5ra;        _ 

Istnam =  l 

n 


—  Kl— 2gcos2a?  +  g2)  +  ?(1  — 2g3cos2a?  +  g*) 

—  ?(1  — 2g3cos2a?  +  g«)  +  ?(1  —  2g*co5  2a?  + g«) 

Daraus  folgt  der  wichtige  Satz,  dass  der  Amplitudensinus  in  ein 
unendliches  Product  verwandelt  werden  kann,  nämlich 
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95;  stn  am 

2  Vqsin  x     (1  —  2  ggco8  2a?  +  g^)  (1  —  2g*cos2a;  +  g^ 

~       Vk        '   (1  — 2gco«2a?  +  g2)(l— 2g3cos2a?  +  3^) * 

Nach  ganz  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nr.  93) 

96)  cos  am 

_  2Vk'^qco8X  (1  +  2  q^  C082  X  +  q*)(l  +  2  q^cos2x  +  q^) , , . . 
~  Vk  '  (1— 2 3 cos 2a? +  g2) (1  —  2 a^ cos 2a?  +  ä«).... 

und  aus  Nr.  94) 

97)  z/am 

^yj?  .  (1  +2gcos2a?  +  g2)(l  +2g8cQs2a;  +  g6).... 
""         '  (1  —  2 g CöS 2a?  +  g2)  (1  —  2 gScos 2  a;  -f  ä«). . . / 

Zufolge  der  letzten  drei  Formeln  kann  man  die  elliptischen  Func- 
tionen sin  am  u,  cos  am u  und  ^amu  gewissermaassen  als  gebrochene 
Functionen  ansehen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  be- 
sitzen.*) Diesen  Gedanken  werden  wir  im  nächsten  Abschnitte 
weiter  verfolgen ;  vorher  mögen  aber  einige  specielle  Fälle  der  letzten 
Gleichungen  Platz  finden. 

Dividirt  man  beide  Seiten  von  Nr.  95)  durch  sin  x  und  lässt 
nachher  a?  gegen  die  Null  convergiren,  so  erhält  man 

Vk  ^ _  r(i-g»)(i-gO(i-g«) ■..■•)» 

«Vi  L(l-2)(l-3'')(l-ä*)....J' 

ferner  wird  aus  Nr.  96)  für  «  =  0 

Vfe  _  r(i-i-g»)(i+g«)(i+g'')--.-i» 
2Vfc'fg  ■"  La-g)(i -g')(i -g»)....J ' 

der  Quotient  dieser  beiden  Gleichungen  ist 


*)  Die  periodischen  Reihen,  Partialbrüche  und  Prodacte  für  die  ellipti- 
schen Functionen  sind  von  Abel  (in  den  ersten  vier  Bänden  des  Grelle'* 
sehen  Journals)  und  gleichzeitig  von  Jacobi  (ebendas.  und  in  den  Fundam. 
nov.  theoriae  funct.  ellipt.)  mittelst  ganz  anderer  Methoden  entwickelt  wor« 
den.  Eine  directe  Herleitung  der  betreffenden  Reihen  hat  der  Verfasser 
wohl  zuerst  versucht  (Abhandlungen  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissänsch., 
Bd.  IV.,  S.  39ö)|  jedoch  war  dieselbe  nicht  völlig  frei  von  Einwürfen ,  well 
die  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabelen  überhaupt  damals  noch 
keineswegs  die  gegenwärtige  Ausbildung  erlangt  hatte. 
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2VT'  |-(l-g»)(l-g«)(l-g*)....1» 

»  L(i+2')(i+g^)(H-a*)-...J* 

Hieran  knüpft  rioh  noch  die  Formel 

Hk—  r(i-g)(i-g»)(i-g'o..--i' 

«  "^      L(H-«)(i+a*)(i +«»)... J' 

die  sich  als  richtig  ausweist,  wenn  man  in  ihr 
k  durch  I        ^,         Ä'  durch  ^  j^^,         iC  durch  | (1  +  AO  -ff 

und  g  durch  q'^  ersetzt,  worauf  die  letzte  Formel  mit  der  vorgehen- 
den identisch  wird. 


vm.    Die  Jaoobi'solie  Punotion  für  reelle  Variabele. 


Denkt  man  sich  die  Multiplicationen  ausgeführt,  welche  sowohl 
in  den  Zählern  als  in  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  der  letzten 
drei  Formeln  angedeutet  sind,  so  erhält  man  vier  unendliche  Reihen, 
die  nach  Potenzen  von  q  fortschreiten;  das  Bildungsgesetz  dieser 
Beihen  zu  ermitteln,  ist  die  nächste  Aufgabe. 

Bezeichnen  x  und  p  ganz  beliebige  Grössen ,  und  ist  die  Func- 
tion/Ca?) definirt  durch  die  Gleichung 

fix)  =  (l+x)  (1  +px)  (1  +p^x)....(l  +p-^-^x) 
so  erhellt  unmittelbar,  dass  f(x)  in  eine  Potenzenreihe  verwandelt, 
dass  also  gesetzt  werden  kann 

f(x)  =l+AiX   +   AiX^   +•••  +  AinX"^, 

worin  die  Coefficienten  Ai,  A2, . . .  Am  nur  von  p  abhängen.    Zufolge 
der  ursprünglichen  Bedeutung  von  f{x)   besteht  nun  die  Relation 

mithin  ist  auch  nach  der  zweiten  Form  von  f(x) 

(1 +!>•"»)  [1  +  ^ly  +  ii.y» +  ••••  + ^mr] 

=  (1  +  y)  [1  +  Äipy  +  Äip'y'  H +  A^p-y^l 

und  wenn  man  hier  die  angedeuteten  Multiplicationen  ausführt,  so 
erhält  man  durch  Yergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von 

y,  y*,  y^  etc. 

(l—p)Ai  =1-1»», 

(1-pn^  =i'(i -!>•»-*)  ^, 

(1  -p')As  =  pHI  -1>— «)ila. 
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Diese  Gleichungen  liefern  der  Reihe  nach^i,  Aq,  A3,  etc.,  und  zwar 
ist  für  ein  ganzes  positives  k 

_     |*^*-i>      (1  —  p^)  (1  — .  j)m~l) (1   ^  ^m~(*~l)) 

In  der  hiermit  völlig  hestimmten  Entwickelung 

(1  +  rr)  (1  +  px)  (1  +p'x)....(l  +  p^-'x) 

=  1  +  AiX  +  AiX^  + +  A.nX'^ 

ßubstituiren  wir 

p  =  q^,        m  =  2n,        ^  = -^ 

und  zerlegen  das  links  stehende  Product  in  zwei  Producte,  von  de- 
nen das  eine  die  ersten  n,  das  andere  die  letzten  n  Factoren  ent- 
hält; dies  giebt 

(•+,-^)(.+^)....(.+,4)(.+f) 

X  (1  +  g*)  (1  +  g'xr) . . . .  (1  +  a»»-»;er)  (1  +  a»»-!^) 

g  gi  e^n 

Sowohl  das  Product  als  die  Keihe  ordnen  wir  von  der  Mitte  nach 
den  beiden  Epden  zu  und  schreiben 

98)  (l+s.)(l  +|)(1  +2».)(n-±)...(l+ä«.-..)(l+-^^) 

__        An  „     I     f        An  —  1  fM  —  l     I A„^i         j«^i  ] 

•gn(2fi-l)^     "•    |g(n-l)(2n  — 1)^  "T  ^(„  +  1)  (2n-l)  ^  f 

\2<»-2)(2n-l)*            ^  g(n  +  a)(2n-l)*           | 
+ 

Setzt  man  auch  in  der  Formel  für  At  die  Werthe  p  =  q^,  m=2n 
ein  und  nimmt  einmal  k  =  n  —  Ä,  das  andere  Mal  Ä  =5  n  +  /*, 
so  erhält  man  An  ^  hj  ^h  +  h  ^^^  daraus 

grn  —  Ä)  (2ii  — 1) 

1  (l^g4n)  (1    —  g4>,-2) (j  — g2n  +  2A  +  2) 

—  g(«-A)  («+A)  •  (1   —  22)  (1    —  g*) (1   —  22n-2A)  ' 

An  +  h 
qin  +  h)  (2n  —  1) 

1  (1   —  g**»)  (1    —  g*"-"g) (1   —  g2»-2A4-2) 


■^(n-AXn  +  A)  (1    ^   g2)  (1    _   g4) ^j    _   g2«  +  2Ä) 
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Die  ente  Formel  enih&lt  im  Zähler  nnd  im  Nenner  n  —  h  binomi- 
sche Factoren,  die  zweite  enthalt  deren  n  •{-  h;  durch  Division  er- 
gieht  sieh  das  Yerhältniss 

^m  +  *}  (in  —  1)  •  g(ii  —  »)  (2«  —  1) 
(1— g«»-t-»*)(l— g1»»-|-2*~«).,.,(l^ga«-«*-|-4)(l— ^2i,-2A  +  2) 

welches  der  Einheit  gleichkommt,  weil  der  Nenner  aus  den  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  genommenen  Factoren  des  Zählers  besteht. 
Es  sei  nun  zur  Abkürzung 

_      (1  -g«.)(i  -g«»-»)...(i  -g««-«»+») 

es  ist  dann 


q(n  —  *)  (in  -1)  g(n  +  A)  (2ä  —  1) 

und  aus  der  Gleichung  98)  wird  die  folgende 

(i+a^)(n-^)(i+3'^)(i+^)...(i+2*«-'^)(n-^?;^) 

....  +  «,(i+V))- 

Benutzt  man  linker  Hand  für  den  zweiten,  vierten,  sechsten  etc. 
Factor  die  identische  Gleichung  , 

SO  hebt  sich  beiderseits  der  Factor  g~  "*£?",  und  das  üebrige  gestat- 
tet folgende  Darstellung 

nnd  zwar  ist 

(1   _  g«»)  (1   —   g«  —  «) (1—  g»»  +  2) 

"*  ~        (1  -  a»)  (1  -  ä*) (1  -  2»")      ' 

«»_  (1  _  g»»)  (1  -  g»«-»)  ...  (1  -  g»  — »+») 

0,-2     •  (1  _  g!i«  +  a)(i  _  ga»  +  «)...  (1  _  ga«  +  2«)' 
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Diese  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend ,  wenn  man  die  bisher 
willkuhrliche  Zahl  n  in's  Unendliche  wachsen  lässt  und  gleichzeitig 
voraussetzt,  dass  q  oder,  falls  q  eine  complexe  Zahl  sein  sollte,  der 
Modulus  von  q  ein  echter  Bruch  ist;  es  wird  nämlich 

^""^  =  (l-,.)(l-gO(l-ä«)....' 
LimhH  =  2*'. 

Unter  Einführung  des  abkürzenden  Zeichens 

e  =  (1  -  2^  (1  -  q')  (1  -  2«)  ...  . 
ergiebt  sich  nun 

oder,  wenn  —  e  ivLV  e  gesetzt  wird, 

=i{i-<.  +  i)  +  s'(«'+i)-«'(^+i) +  ....)• 

Lässt  man  qz^  an  die  Stelle  von  e  treten  und  multiplicirt  beider- 
seits mit  ß  Yq,  so  gelangt  man  noch  zur  Gleichung 

W(.-i).(,_,.^(,_|,')a_,..,(i-s;) 

=i|i>7(.-i)-ir?(..-i)+^(.'4)-....}. 

Durch  Substitution  von  e  =  c*»*  verwandelt  sich  die  erste  dieser 
beiden  Entwickelungen  in 

99)  (l'-2qcos2x  +  q^)(l'-2q^c082x  +  q^(l—2q^co$2x  +  q^^).... 

=  —  1 1  —  2qcos2x  +  2q^C084:X  —  2q^co86x  + l; 

die  zweite  geht  für  g  =  e»*  über  in 

100)  l/^siwir.(l  — 232cos2Ä  +  a*)(l  —  2g*cos2aj  +  g8) 

=—  Ivq  sinx  —  Vq^sin  Bx  +K2"  sinbx  —  •••••}» 

und  diese  beiden  Gleichungen  sind  es,  welche  zu  einer  neuen  Dar- 
stellung der  elliptischen  Functionen  dienen. 

Geht  man  nämlich  auf  die  Formel  95)  zurück  und  entwickelt 
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das  im  Zähler  stehende  Product  nach  Nr.  100)  und  das  Product  im 
Nenner  nach  Nr.  99),  so  erhält  man  zunächst 

2Kx_  1       2^sin(ß--2Vq^sinBx  +  2  Vq^  sin5x 

yt        y jk*     l  —  2qcos2x-\-2q*cos^X'—2q^cos6x  + 

Auf  analoge  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  96)  transformiren,  deren 
Zähler  nach  Formel  100)  entwickelt  werden  kann,  wenn  in  letzterer 
|Ä  —  X  fva  X  gesetzt  wird,  dies  gieht 

2Kx      y/P    2  f^cosa?  + 2  l/^cos3rr  + 2  l?^ö25cos5a;  +  — 
casam =  l/ * —      ^  '      ^  ^  • 


n  Y   k     1 — 2qcos2x-\'2q^co84x — 2g®cos6a;  + 

Endlich  gelangt  man  zur  Entwickelung  des  Zählers  von  Nr.  97), 
wenn  man  in  Formel  99)  |jc  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 
nämlich 

^       2Kx yn     1  +  2qcos2x  +2q^co8Ax  ■]-  2q^ cos6x  +•  -  > 

n  *  l-—2qcos2x-\'2q^  cos4a?  —  2^9  cos6aj+  ••  •' 

Wir  setzen  nun  2Kx  =  nu  und  führen  zwei  neue  transcen- 
dente  Functionen  @(u)  und  H(u)  ein,  die  wir  durch  folgende  Glei- 
chungen definiren 

101)  0(w)=l— 23COS-— +  23*cos-T? 2q^co$——  + , 

JL  Jx  IL 


102)  H(u)  =  2Vq8m^--2f:^sin^+2fq^^8in 


2K         '  *         2K    '      '*  2K 

die  vorigen  drei  Formeln  gestatten  dann  eine  sehr  einfache  Darstel- 
lung, nämlich 

1        H(u) 


103) 


stnamu  == 


Vk     0W 


Die  elliptischen  Functionen  erster  Art  lassen  sich  demnach  in  Form 
von  Quotienten  durch  zwei  einfach  periodische  Functionen  ausdrü- 
cken, die  man  elliptische  Transcendenten  genannt  hat.  Zu- 
folge der  Gleichung 

(k8inamuy  -\-  (Jamuy  =  1 
besteht  übrigens  zwischen  S  und  H  die  Relation 

k[Hiu)y  +  k'l&iu  +  K)y  =  [©(«)]«    . 
oder 
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H(u)  =  y[®(«)]»  -  fc'[0(«  +  -g)]*. 

welche  zeigt,  dass  H  aus  0  hergeleitet  werden  kann.  Im  Grunde 
genommen  reduciren  sich  also  die  elliptischen  Functionen  erster  Art 
auf  die  eine  Transcendente  0,  welche  man  die  Jacobi'sche  Func- 
tion zu  nennen  pflegt. 

Nicht  ohne  Interesse  sind  die  speciellen  Werthe  0(0)  und  &(K)f 
die  man  auf  folgendem  Wege  findet.  Aus  Nr.  99)  folgt  f Or  a?  =  0 
und  unter  Beachtung  des  Werthes  von  Q 

^      «Mi     a)(i     ü) (i_g2)(i_g4)(i_36)^^  . 

wobei  der  Zähler  rechter  Hand  =  0(0)  ist.  Durch  beiderseitige 
Division  mit  dem  Producte  aus  1  —  g,  1  —  q%  1  —  g*,  etc.  ergiebt 
sich  weiter 

0_ö(i-,.)(.  -,,...  =  (._,)(._,.)^.'°^,,(,_,,.... 

setzt  man  noch  beiderseits  die  Factoren  1  —  g*,  1  —  g*,  1  —  q^,  etc. 
zu,  so  wird 

(1  -  2)  (1  -  3»)  (1  -a')(i -«*)••.. 

*■  -'  1  —  a     1  —  ä»    1  —  ä»    1  —  «« 
=  0(0)  (1  +  a)  (1  +  ä»)  (1  +  2")  (1  +  aO . . .  M 

mithin  ist 

^  ^      (1  +  a)  (1  +  a»)  (1  +  a») . . .  • 

Der  Werth  dieses  Productes  wurde  bereits  auf  S.  440  gefunden;  man 
hat  demnach 


104)  0(0) 


=V¥- 


Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  weiter  für  i«  =  0  eine 
Gleichung  zwischen  ®(K)  und  0(0),  welche  unter  Benutzung  von 
Nr.  104)  giebt 

105)         &(K) = y^- 

Die  beiden  ersten  Formeln  in  Nr.  103)  liefern  noch  für  u  =  0 


106)  H(p)  =  0;         H(K)  =  Y^- 

Hieran  knüpfen  sich  mehrere  wichtige  Bemerkungen  hinsieht- 
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lieh  der  numeriBchen  ßerechnnng  der  elliptischen  Fnnctionen  und 
Integrale.  Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  nämlich  für 
11  =  0 

107)       •  VP-®^ 

d«  i.  vermöge  der  Reihe  für  S(u) 

1/77  _1  -2g  +  2g4-2g»+..> 
^      —  l  ^  2q  +  2q*  +  2^  +•..' 

und  diese  Formel  liefert  unmittelbar  V  mithin  anch  Ä;  falls  g  gegre- 
ben  ist.  Umgekehrt  lässt  sich  hieraus  auch  g  finden,  wenn  man  Ic 
oder  X;'  kennt     Es  folgt  nämlich 

\^        1    —   Vy    _  g   4-    g»   -f    g26   ^,    g49   .| 

2  *  1  +  Vä^  ~  1  +2g*  +  2gi«  +  2ä3«  +  --. 
oder,  wenn  zur  Abkürzung 

x_    1  — VF_, 

2  '  1  +  VJfc^  -  '^ 

gesetzt  und  der  rechts  stehende  Bruch  nach  Potenzen  von  g  entwi- 
ckelt wird, 

X  =  g  —  2g*  +  6g*  —  10g"  +  18g" 

Durch  mehrfache  Potenzirung  findet  man  weiter 

A»  =  gB  —  10  g*  +  65  g"  —  330g"  + 

l?  =  g»  —  18g"  +  189g"  — 

A"=  g"  —    26  g"  + 

X"=  g"  — 


Bildet  man  die  Summe 

X  +  ai  A»  +  02  A»  +  os  A"  H 

=  2  +  (ai  -  2)g»  +  («2  -  10a,  +  5)  g»  + 

und  bestimmt  die  Goefficienten  a,,  02,  03,  etc.  so,  dass  die  Goefficien- 
ten  von  g*,  g®,  g^^,  etc.  verschwinden,  so  erhält  man  bei  umgekehr- 
ter Anordnung 

g  =  A  +  2A5  4-  i5;t»  -f  150A"  +  1707 A"  H 

Diese  Reihe  convergirt  sehr  gut,  denn  selbst  bei  dem  ziemlich  gros- 
sen Modulus 

Ä  =  1|2  =  0.99381,  f  =  -i.  A  =  1 
wird  der  fünfte  Term 
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1707  A"  =  0,0000001 
8o  klein,  dass  mit  ihm  die  Rechnung  abbricht,  falls  man  sich  auf  die 
übliche  Genauigkeit  von  sieben  Decimalen  beschränkt.    Meistentheilg 
-wird  aber  die  Sache  viel  einfacher,  z.  B.  für 


erhält  man 


h=\V3  =  0,8660254,    fc'  =  -^ 


A  =  -  —  Vi"  =  0,08578644 


2  A**  =  0,00000929 
q=  0,08579573, 
und  ebenso  reichen  für  Ä;<;  0,866  immer  zwei  Glieder  aus.     üebri- 
gens  hat  man  bereits  Tafeln,  welche  für  jedes  k  das  zugehörige  q 
liefern ;  eine  kleinere  Tafel  dieser  Art  ist  die  folgende,  worin  k:=$ina 
gesetzt  ist  und  der  Hülfswinkel  a  von  Grad  zu  Grad  fortschreitet*). 


*)  Eine  von  6  und  6  Minuten  fortschreitende  Tafel  giebt  Jacobi  in  dem 
Aufsatze  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen'',  Crelle's  Journ.  Bd.  XXVI, 
S.  93,  der  überhaupt  viele  praktische  Bemerkungen  über  die  numerische  Be« 
rechnung  elliptischer  Functionen  enthält. 
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a 

X; 

logq 

a 

Je 

logq 

a 

k 

logq 

10 

6,01745 

5,27966 

310 

0,51504 

8,28456 

610 

0,87462 

8,95200 

20 

0,03490 

5,88178 

320 

0,52992 

8,31367 

620 

0,88295 

8,97045 

3° 

0,05234 

6,23408 

330 

0,54464 

8,34199 

630 

0,89101 

8,98885 

4« 

0,06976 

6,48411 

340 

0,55919 

8,36957 

640. 

0,89879 

9,00720 

5» 

0,08716 

6,67813 

350 

0,57358 

8,39646 

650 

0,9063r 

9,02553 

60 

0,10453 

6,83673 

360 

0,58779 

8,42271 

660 

0,91355 

9,04385 

70 

0,12187 

6,97091 

370 

0,60182 

8,44835 

670 

0,92050 

9,06218 

8» 

0,13917 

7,08723 

380 

0,61566 

8,47342 

680 

0,92718 

9,08055 

90 

0,15643 

7,18991 

390 

0,62932 

8,49796 

690 

0,93358 

9,09897 

10° 

0,17365 

7,28185 

400 

0,64279 

8,5^199 

700 

0,93969 

9,11748 

11° 

0,19081 

7,36510 

410 

0,65606 

8,54555 

710 

0,94552 

9,13609 

12° 

0,20791 

7,44119 

420 

0,66913 

8,56867 

720 

0,95106 

9,15484 

130 

0,22495 

7,51128 

430 

0,68200 

8,59137 

730 

0,95630 

9,17376 

140 

0,24192 

7,57625 

440 

0,69466 

8,61368 

740 

0,96126 

9,19289 

150 

0,25882 

7,63683 

450 

0,70711 

8,63563 

750 

0,96593 

9,21228 

160 

0,27564 

7,69359 

460 

0,71934 

8,65722 

760 

0,97030 

9,23196 

170 

0,29237 

7,74699 

470 

0,73135 

8,67848 

770 

0,97437 

9,25202 

18« 

0,30902 

7,79743 

480 

0,74314 

8,69944 

780 

0,97815 

9,27250 

190 

0,32557 

7,84524 

490 

0,75471 

8,72011 

790 

0,98163 

9,^9351 

200 

0,34202 

7,89068 

500 

0,76604 

8,74052 

800 

0,98481 

9,31515 

210 

0,35837 

7,93400 

510 

0,77715 

8,76068 

810 

0,98769 

9,33756 

220 

0,37461 

7,97540 

520 

0,78801 

8,78059 

820 

0,99027 

9,36091 

230 

0,39073 

8,01505 

530 

0,79864 

8,80030 

830 

0,99255 

9,38545 

240 

0,40674 

8,05311 

540 

0,80902 

8,81979 

840 

0,99452 

9,41152 

250 

0,42262 

8,08971 

550 

0,81915 

8,83912 

850 

0,99619 

9,43962 

260 

0,43837 

8,12498 

560 

0,82904 

8,85826 

860 

0,99756 

9,47054 

270 

0,45399 

8,15901 

570 

0,83867 

8,87726 

870 

0,99863 

9,50569 

280 

0,46947 

8,19190 

580 

0,84805 

8,89611 

880 

0,99939 

9,54798 

290 

0,48481 

8,22374 

590 

0,85717 

8,91484 

890 

0,99985 

9,60564 

300 

0,50000 

8,25461 

600 

0,86603 

8,93347 

900 

1,00000 

10,00000 

Aus  dieser  Tafel  ist  ersichtlich,  dass  q  von  ä;  =  0  his  Ä;  =  0,999, 
welchem  Werthe  q  =  0,353  entspricht,  sehr  langsam  wächst  und 
erst  nachher  der  Grenze  1  rasch  zueilt.  Ist  a  <^  70o,  d.  h.  k  <  0,94, 
60  folgt  q  <^  0,1311  und  dann  hat  q^  keinen  Einfluss  auf  die  sie- 
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bente  Decimale;  alle  Formeln,  in   denen  die  Jacobi'sche  Function 
vorkommt,  werden  dann  äusserst  einfach. 

Hat  man  q  berechnet,  so  findet  sich  JBT  mittelst  der  Formel  105), 
indem  man  für  ®(K)  die  betreffende  Reihe  setzt,  nämlich 

K=ln(l  +  23  +  234  +  2g«  -|-  •  •  •)*. 
So  ist  z.  B.  für  Ä  =  i  1/3 ,    q  =  0,08579573 


1  -I-  2g  =  1,17159146 
2  g*  =  0,00010837 


ir=  ^«(1,17169983)» 
=  2,156515. 


Um  femer  die  einem  gegebenen  u  entsprechende  Amplitude  ip 

zu  berechnen,    macht  man   Gebrauch   von    der  dritten  Formel  in 

Nr.  103),  nämlich 

,    I  «         3rt*  ,   -   ^       2n:u   , 
_  1  +2gcos—  +  2q^coS'— — |-««- 

Vl^k''stn^(p  =  Vj(f  — -^ , 

1  —  2q  cos  -=p  +  2  q^cos  - 


K    •      ■"  K 

aus  welcher  man  leicht  Stn(p  und  (p  findet.     Ist  z.  B.  gegeben 

1^(|V3,  9>)  =  5,208881, 
so  gelten  zunächst  die  vorhin  bestimmten  Werthe 

.     q  =  0,0857957,         K  =  2,156515, 
femer  ist 

^  =  7,588251  =  2«  +  arc  74^46' 29"  25, 

und  nun  giebt  die  erwähnte  Formel 

Vi  —Isin'^fp  =  0,7738482,      aintp  =  ±  0,7313537. 
Da  der  gegebene  Werth  w  =  5,2  .  .  .  zwischen  2Ä'  :=:  4,3  .  .  und 
3/f  =  7,4  .  .  .  liegt,  so  muss  die  zugehörige  Amplitude  zwischen 
2  .  90«  und  3  .  90^  enthalten  sein,  mithin 

q>  =  180»  +  470  =  227<>. 
Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  bei  gegebener  Amplitude  9  den 
Werth  des  elliptischen  Integrales  u  =  F{]c,  9)  zu  berechnen,  findet 
durch  die  zuletzt  erwähnte  Formel  eine  neue  Lösung.     Wird  näm- 
lich zur  Abkürzung 

nu 


K^" 


gesetzt,  so  ist 


Vi  — -  k^sin^ip  1  +  2qco8v  +  2q^  cos2v  +  »  > 

y^            ""1  —  2qcosv  +  2q^  cos2v  —  •  - 

und  hieraus  folgt  sehr  leicht 

Schlömilch,  Analysis.    n.  29 
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1      Vi  —  Ä;^5m^y  —  Vy  cosv  +  q^ cosS v -^ q^* eos6 v  +  *" 

2(Z  '  Vl'-Jc'isin^q)  +  V^  ~  1  ^-2q^cas2v  +  2q^Uos4:V  H ' 

woi-in  zur  Abkürzung  die  bekannte  Grösse 

J^     Vi  —  Jc^sin^g)  —  W_^ 
2q  '  Vi  —  Jc^sin^fp  +  W~ 
sein  möge.     Die  vorhergehende  Gleichung  liefert  nun 

cosv  =  £1  (1  +  2q^cos2v  +  2q^^cos^v  +  ••••) 

—  q^cosSv  —  q^^cos6v  — , 

und  es  ist  dies  eine  transcendente  Gleichung,  aus  welcher  v  berech- 
net werden  muss.  Zufolge  des  Umstandes,  dass  g*,  g®,  etc.  sehr 
kleine  Brüche  sind,  findet  man  leicht  einen  ersten  Näherun gswerth 
Vi  von  v,  indem  man  einfach 

cos  Vi  =  ü 
nimmt;  die  weitere  Annäherung  geschieht  dann  mittelst  der  vorigen 
Gleichung  selbst,  nämlich 

cosvq  =  ß  (1  -f  2q'^cos2vi  -f-  .  .  .)  —  q^cosSVi  —  •  •  •  •, 
C0SV3  =z  Sl  (l  +  2q^cos2Vi  +  •  •  •)  —  q^cosSvj  —  •  •  •  •, 
u.  s.  w. 
Aus  V  ergiebt  sich  dann 

Kv 
u  =  — • 

7t 

Beispielweis  sei  h  =  jVs,  9  =  47®,  also  wie  vorhin 

h'  =  \,q  =  0,0857957,    JST  =  2,156515; 
der  Werth  von  Sl  ist  in  diesem  Falle  0,2626382,  mithin 
cos  Vi  =  0,2626382,  Vi  ■=  74^46' 24", 

C0SV2  =  0,2626137,  V2  =  74»46'29"2ö 

und  da  bereits  v^  mit  v^  übereinstimmt,  so  wird 
V  =  74046'29"25  =  1,3050663 

u  —  —  =  0,89685. 

Vermehrt  man  die  Amplitude  um  180®,  so  wächst  der  Integralwerth 
um  2K  =  4,31303;  der  Amplitude  227®  entspricht  also  der  Inte- 
gralwerth 5,20888  wie  im  vorhergehenden  Beispiele. 
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IX.    Die  Thetafunctionen. 

Die  Formeln  des  vorigen  Abschnittes  gelten  zufolge  ihrer  II er- 
leitnng  nur  für  reelle  Werthe  der  Variabelen  u,  und  es  muss  daher 
durch  eine  besondere  Untersuchung  entschieden  werden,  in  wie  weit 
jene  Resultate  auch  bei  complexen  Werthen  der  Variabelen  richtig 
bleiben.  Betrachtet  man  zunächst  die  Ent Wickelungen  von  sinamu, 
cos  am  u  etc.  in  Reihen  von  den  Formen 

,    7tu    ,  .   Bnu    ,         .   hnu    , 

h  cos  -^  +  h  cos  -jY  +  ^5  cos  -^  +  •  •  •» 

so  bemerkt  man  leicht,  dass  diese  Reihen  bei  complexen  u  meisten- 
theils  divergent  werden,  dass  also  für  solche  u  jene  Ent  Wickelungen 
nicht  mehr  allgemein  gelten.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  Ent- 
-wickelungen  von  ®{u)  und  H(u),  denn  wie  man  aus  §.  40,  Thl.  I. 
ersieht,  convergiren  die  Reihen  in  101)  und  102)  für  jedes  complexe 
u,  wofern  nur  q  ein  reeller  echter  Bruch  ist.  Die  vorzunehmende 
Untersuchung  wird  sich  daher  zunächst  auf  die  Functionen  ®  und  U 
erstrecken,  für  welche  die  Gleichungen  101)  und  102)  als  allgemeine 
Definitionen  gelten  können.  Femer  wollen  wir  diese  Analyse  voll- 
kommen unabhängig  von  der  bisherigen  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  durchführen.  Wir  verstehen  daher  im  Folgenden  unter 
Q  eine  beliebige  reelle  positive  Constante,  unter  B  eine  complexe 
Yariabele  und  setzen 


108) 


d'(e)=  1  —  26-9  COS20  +  2e-^Qcos4:e  —  2er-^9cos  ßis -{ 

d-i(z)  =  2^e^  sinz  ^2Ve^  sin30  +  2f  e-^^Q  sinhz • 

-9"2  (js)  =  2  fe^cosz  +  2'Ve-^cos3z  +  2^e-^cös6z  -\ 

.^3(;a:)  =  l-\-2€rQcos20  +  2€r-^Qcos^z  +  2€r^Qcosßz  -\ 

a.    Zwischen  den  hiermit  definirten  vier  Functionen  bestehen, 
wie  man  augenblicklich  bemerkt,  die  folgenden  vier  Relationen 

^,(^)  =  d^^dn  —  0),    ^2 W  =  ^1  (l^  -  4 
Femer  ist,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

d'(is  +  mn)  =  ^(;er),    ^«(^  +  mn)  =  ^^{z), 

29* 


109)   { 
Fe] 
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Die  Functionen  O  und  O^  haben  also  die  reelle  Periode  x,  die  bei- 
den übrigen  besitzen  die  Periode  2x. 

Drückt  man  in  Nro.  108)  die  Cosinus  und  Sinus  durch  Expo- 
nentialgrössen  aus  und  benutzt  zur  Abkürzung  Summen  zeichen,  so 
kann  man  jene  vier  Gleichungen  folgendermaassen  darstellen 

und  zwar  beziehen  sich  hier  die  Summenzeichen  auf  alle  ganzen  po- 
sitiven und  negativen  Werthe  von  8.     Es  ist  nun  identisch 

d.i. 

behandelt  man  auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Thetaf unctionen ,  so 
gelangt  man  zu  den  vier  Formeln 

aus  denen,  wenn  z  -^^  \%if  für  z  gesetzt  wird,  die  folgenden  hervor- 
gehen 

^{z  +  \iq)  =  ie^^Q-^'^tiz), 

Lässt  man  mehrmals   nach  einander  ^  •}-  \iQ  an  die  Stelle  von  ß 
treten,  so  erhält  man  leicht  für  ein  ganzes  positives  n 
d^iz  +  itiQ)  =  (—  l)»c«*e-«-2«''^(4 

»i(z  +  inQ)  =  (—  l)«c"'e-'-2'»'-a'i(£f), 

d'^iz  +  ing)  —  «»'^-'•»'»'O^jC^f), 

und  femer  nach  Nro.  110),  wenn  z  +  mn  {iSür  z  gesetzt  wird, 
^(z  +  mx  +  ing)  =  (—  l)«c"'C-'-2"''^(^), 
»i(z  +  mn  +  inQ)  =  (—  l)«  +  "e"*^-'-2'»''a"i(£r), 
^3(£r  -f  iwjr  4-  tnp)  =  (—  l)"»c»'e'-'-2ii^^^(^)^ 
a-sCir  4-  mx  +  inQ)  •=  e*Q-<*^^*&^{z). 


112) 


113) 


114) 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Thetafunctionen  für  sich  nur  einfach 
periodisch  sind,  dass  aber  der  Quotient  zweier  Thetafunctionen  zwei 
Perioden  besitzt,  von  denen  die  eine  den  reellen  Index  n  oder  2  ^, 
die  andere  den  imaginären  Index  t^  oder  2iQ  hat.  Diese  Bemer- 
kung^ werden  wir  nachher  weiter  verfolgen.  ' 

b.  Um  die  vier  Reihen,  welche  zur  Definition  der  Thetafunc- 
tionen dienten ,  in  eine  andere  Form  zu  bringen ,  erinnern  wir  an 
die  Formel  52)  auf  S.  154,  nämlich 

115)  Se^  ~e        =y-  Se-'*Qco828Z. 

An  diese  knüpft  sich  zunächst  eine  verwandte  Formel.  Es  ist  näm- 
lich, wie  durch  £ntwickelung  der  angedeuteten  Summen  sofort  er^ 
hellt, 

-27(~  lye        ^     =z2Se         9      —  Se        ^ 

=  2  2:e^      '^*^     ^  Se        ^ 

mithin,  wenn  man  die  Summen  rechter  Hand  nach  Nro.  115)  trans- 
formirt 

2:(— l)'e         ^     =y^||2;e  cossß  —  Ee        co82$eY 

Die  Entwickelung  der  Summen  rechter  Hand  giebt  einfacher 

116)  27(-  \yc        Q      =  y^Se  cas(28  +  l)is. 

Man  bemerkt  nun  augenblicklich,  dass  die  Formeln  115)  und  116) 
identisch  mit  den  folgenden  sind 

_(f7L±i)!       I/o 
Se       9      =(/|.^3(^), 

wobei  ohne  Aenderung  der  rechten  Seiten  — a  für  a  geschrieben 
werden  darf.  Lässt  man  noch  \it  —  ^er  an  die  Stelle  von  z  treten  und 
beachtet  die  Relationen  in  109),  so  gelangt  man  zu  folgenden  neuen 
Barstellungen  der  Thetafunctionen 
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'        ST 


117) 


^  r   ^ 

Diese  Formeln  sind  insofern  wichtig,  als  mit  ihrer  Hülfe  die 
Thetafunctionen  einer  imaginären  Variabelen  durch  Thetafunctionen 
einer  reellen  Variabelen  ausgedrückt  werden  können.  Aus  der  er- 
sten Gleichung  in  Nro.  111)  folgt  nämlich,  wenn  i^gr  an  die  Stelle 
von  xf  .tritt, 

»(ig)  =  £(-  l)'e~'*<?  +  '"  =  e  ?!£(-  lye        ^~~; 

führt  man  rechter  Hand  statt  Q  und  £f  zwei  neue  Grössen  q'  und  z' 
ein  mittelst  der  Gleichungen 


118) 

so  wird 

«»        ya     (sQ  —  «)!'        (sä  —  ey 
Q  ~  Q"           Q         ~         Q' 

mithin  geht  die  Formel  für  d^(iü)  in  die  folgende  über 

Andererseits  erhält  man  aus  der  dritten  Formel  in  Nro.  117),  wenn 
man  Q^  für  Q,  /g*  für  a  schreibt  und  andeutet,  dass  d'2  gleichzeitig 
von  q'  und  ^  abhängt, 

Hier  kommt  dieselbe  Summe  vor  wie  in  der  Formel  für  ^(iz)^  man 
gelangt  also  zu  einer  Relation  zwischen  d'(i0)undd'2(Q',0')*  Ueber- 
haupt  ergeben  sich  auf  diesem  Wege  folgende  vier  Relationen 
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^1  (9,  t^)  =  ry^e?^i (?',/). 


und  diese  zeigen  in  der  That,  wie  sicH  die  Thetafunctionen  imaginä- 
rer Argumente  auf  Thetafunctionen  reeller  Argumente  zurückführen 
lassen. 

Die  Gleichungen  109),  113)  und  119)  können  ührigens  benutzt 
werden,  um  aus  einer  Eigenschaft  einer  der  vier  Thetafunctionen 
die  analogen  Eigenschaften  der  übrigen  Thetafunctionen  herzuleiten. 
Setzt  man  z.  B.  in  einer  Formel,  welche  &{e)  enthält,  statt  Hf  der 
Reihe  nach  z  -|-  gtp,  iz^\'Jt  —  jP,  so  gelangt  man  zu  drei  neuen 
Formeln ,  die  statt  %"  die  anderen  Functionen  ^i,  -^j ,  ^z  enthalten. 
Eine  Anwendung  dieses  Principes  wird  man  sogleich  sehen. 

c.  Nach  der  vierten  Formel  in  113)  wollen  wir  die  Functionen 
^3(0?)  und  ^ziy)  bilden  und  sie  mit  einander  multipliciren.  Für  die 
erste  Reihe  bezeichne,  wie  in  113),  $  den  Buchstaben,  auf  welchen 
sich  die  Summirung  bezieht ;  für  die  zweite  fteihe  wählen  wir  t  statt 
8  and  haben  dann 

worin  s  und  t  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlwerthe 
durchlaufen  müssen.     Hierbei  sind  folgende  vier  Fälle  möglich 

S  gerade  und  t  gerade, 

8  ungerade  „  t  ungerade, 

8  gerade  „  t  ungerade, 

8  ungerade  „  t  gerade; 

die  zwei  ersten  Fälle  ziehen  wir  in  den  einen  HauptfaU  zusammen, 
wo  8  und  t  gleichartig  sind,  die  beiden  übrigen  Fälle  bilden  zusam- 
men den  Hauptfall  ungleichartiger  s  und  t.  Dem  entsprechend  zer- 
legen wir  die  auf  alle  s  und  t  bezügliche  Doppelsumme  in  zwei  Dop- 
pelsummen, deren  erste  die  gleichartigen,  und  deren  zweite  die  un- 
gleichartigen 8  und  t  enthält,  wofür  wir  kurz  schreiben 

^8(^).'^8(«/)=  P  +  Q* 
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Bei  gleichartigen  5  und  i  sind  \(s  -f  0  ^^^  i(^  —  0  gleichzeitig 
ganze  positiTo  oder  negative  Zahlen,  die  alle  möglichen  Werthe  ha- 
ben können;  wir  setzen  dann 

i(s  +  0  =  m,  i(s  —  t)  =  n, 

woraus  folgt 

8  =  m  +  n,  t  =  m  —  n,  $^  +  O  =  2(m*  +  n'). 
Die  mit  P  bezeichnete  Doppelsumme  gestaltet  sich  jetzt  folgender- 
maaasen 

p  =  2727c-*^"*  +  »^e-'*f"^'  +  »>  +  »C*~rJl 

und  zufolge  der  Definition  Yon  ^3  ist 

Bei  ungleichartigen  8  und  t  hat  man 

l(s  +  f)  =  p  +  l,    1(3-0  =  3  +  1, 
wo  p  und  q  alle  möglichen  positiven  und  negativen   ganzen  Zahlen 
bedeuten;  es  folgt  dann 

S  =  P  +  q+hi=p-a,8^  +  t^  =  2[(p  +  \y  +  (a  +  \)^] 

mithin 

Q  =  2;2;e-2[(p  +  V«)«+(«  +  %W^-'.aca>  +  y«)(*  +  r)  +  («  +  %)f*-r>l 
=  Se-^<p  +  V«)«?-«(2p  +  i)r*  +  r> .  Sc^^^  +  V*;*^- «(2  j  +  DCx-r;^ 
d.  i.  vermöge  der  Definition  von  ^3 

Q  =  -^2(2^,  X  +  y).^2(29,  a?  —  y). 
Durch  Substitution  der  Werthe  von  F  und  Q  geht  nun  die  frühere 
Formel  für  ^3  (x)  .d^sQ/)  in  die  folgende  über 

120)  M^).»2(tf)  =  M^Q,x  +  y).»^(2Q,x^y) 

+  M2Q,x  +  y).&2i2Q,X''y). 
Ersetzt  man  hier  x  durch  l^t  —  x  und  zugleich  y  durch'  |«  —  y,  £0 
erhält  man  leicht  durch  Anwendung  der  Formeln  109)  und  110) 

121)  »(x).&(2f)  =  &.,(2Q,X'\'y).»s(2Q,x—y) 

—  M^Q,x+y).^i(2Q,  x  —  y). 
Ferner  ist  nach  112) 

und  wenn  man  2(»  an  die  Stelle  von  Q  treten  lässt 
»3(2 Q,  z  —  1»  =  6'/«^  +  «' 0^2 (2p,  e)' 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man 

^2(29,  z  —  ip)  =  eV*e+«'^8(2  9,  4 

Vertauscht  man  nun  in  Nro.  120)  x mit aJ  —  5*9  und y  gegen y  —  |« ^, 

so  erhält  man  nach  Hebung  der  Exponentialgrössen 
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122)  ^2(^).^2(if)  =  M^Q,  x  +  y).M^9^^  —  y) 

+  M^ 9.  X  +  y) .^z(2q,  x-^y) 
Läset  man  hier  wieder  |3r  —  a5  an  die  Stelle  von  x  und  |ä  —  3/  an 
die  von  y  treten,  so  wird  noch 

123)  M^)'^i(y)=M^Q.<^  +  y)'^-2(2Q,x^y) 

-^2(29,  x  +  y).&,(2(f,x—y). 

Die  vier  Gleichungen  120)  .  .  .  123)  bilden  die  Quelle  sehr  vie- 
ler zwischen  den  Thetafunctionen  stattfindender  BeziehuDgisn ,  von 
denen  wir  einige  der  wichtigsten  ableiten  wollen. 

d.  In  den  vier  Fundamentalformeln  sei  y  =  05  und  zur  Abkürzung 
'9'2(2p,  0)  =  «3,      -^3(29,  0)  =  «3. 
-^2(29,  2ic)=  &,    ^3(29,  2rr)  =  &; 
es  entstehen  dann  folgende  specielle  Eelationen 

[^2(^)?  =   «2l3    +    «3&, 

[^3(a;)]2=.a3^3  +  «3I2. 
Entwickelt  man  I3  und  ^3  aus  zweien  dieser  Gleichungen  und  sub- 
stituirt  die  erhaltenen  Werthe  in  die  beiden  übrigen  Gleichungen, 
so  gelangt  man  zu  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von  je  drei 
Thetafunctionen,  namentlich  ergiebt  sich,  wenn  man  I2  und  ^3  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entnimmt, 

Wie  man  aus  den  Formeln  108)  ersieht,  sind  «3  und  «2  reelle  posi- 
tive Zahlen,  auch  lehren  die  vorstehenden  Gleichungen,  auf  den  Fall 
X  =  0  angewandt,  dass  «3^  —  a^  positiv  ist.  Zur  Abkürzung  setzen 
wir  noch 

«I  +  «I  ~  ^' 

wo  k  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  es  wird  dann 
«:?  —  «/^ 


'3    •""    "^2    Vi    —    Ä-i   1c' 


wobei  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  muss.     Die  vorigen  Re- 
lationen gestalten  sich  jetzt  folgendermaassen 
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124)        I  *f*^*^^'  =  f*'^''^^'  +  n»2(x)]\ 
Für  x  =  0  erhält  man  specieller  wegen  fri(0)  =  0 

1^0)  *-Lfr,(0)J'   *^-U»(o)J 

e.  In  Nro.  123)  setzen  wir  |^  für  9,  x  =  xr  -f  |tf,  ^  =  |u; 
es  ist  dann 

und  durch  Division  mit  —  u,^s(ß),^s(^  +  w) 

1  f^2(^  +  ti)  _  5^)|  ^  ^l(|g,  g+»    .  ^iGg.  W) 

U[^3(Z  +  U)  ^3(^)1  '^3W.'^3(^  +  «)  W 

Lassen  wir   nun  u  gegen  die  Null  convergiren,  so  geht  die  linke 
Seite  über  in  den  nach  e  genommenen  Differentialquotienten   Yon 


rechter  Hand  sei 


u 
mithin  X  eine  von  0  unabhängige  Grösse;  es  wird  dann 

de     ~        [M^)y ' 

Um  den  rechts  vorkommenden  Zähler  etwas  anders  auszudrücken 
nehmen  wir  in  Nro.  122)  y  =  0  und  erhalten 

a-2(a?).'a'2(0)  =  2-0^3(2^,  x).&2(2q,  x) 
oder  wenn  |(»  für  9  und  x  =  \%  —  e  gesetzt  wird, 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  vorige  Differentialformel 
in  die  folgende  über 

»(e).»iie) 


II 


1» 


wobei  n  eine  neue  Constante  bezeichnet.    Lässt  man  noch  \it  —  e 
an  die  Stelle  von  e  treten,  so  erhält  man 

j  (»1(^)1 
126)  \»W|  _      »»(gj.fraCi') 


Digitized  by 


Google 


..MArtH&to 


Die  elliptischen  Functionen.  459 

Analoge  Differentialformeln  bestehen  für  die  Quotienten  0'3(jer):0'(ip) 
und.  ^3(£i):^(js)',  sie  können  entweder  auf  einem  ähnlichen  Wege 
oder  kürzer  mittelst  der  Gleichungen  124)  entwickelt  werden,  indem 
man  letztere  durch  [^•(x)]^  dividirt  und  nachher  differenzirt. 


Z.    Die  doppelt- periodisohen  Functionen. 

Die  Vorigen  Untersuchungen  führen  mit  Leichtigkeit  zu  den 
Haupteigenschaften  der  beiden  Functionen  ®(w)  und  H(tv),  welche 
für  jedes  complexe  w  durch  folgende  Gleichungen  definirt  sind 


K    '  ^^"^    K  K    ' 


H{w)=2  n=^sin  J^-  2V^^sin^-^  +2V7^Qsin^ 


2JJ.      -r-      ^^  ''  2K    '  2K 

in  denen  man  sich  unter  Q  und  K  beliebige  reelle  und  positive  Con- 
etanten  denken  kann.     Es  ist  zunächst 

»(f|)  =  «W,  ».(f|)  =  HW, 

ferner  wegen  ^2{^)  =  ^i(js  +  |;r)  und  d'^(e)  =  d^(a  -f  |ä) 

*«  (S) = ^('^  +  ^>'  *'  (S) = ^^'^  +  ^)- 

Aus  den  Formeln  in  110)  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  --=    an    die 

Stelle  von  a  treten  lässt 

127)     @(w  +  2mK)  =  ®{w\  H(w  +  2mK)  =  (—  l)'^H(w). 
Nach  demselben  Verfahi-en  erhält  man  aus  Nro.  113),    wenn  man 
gleichzeitig     . 

TtK'       . 

setzt,  wo  K^  eine  zweite  positive  Constante  bezwchnet, 


128) 

Femer  geben  die  Formeln  114) 


^(Ä'-aiw; 
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129) 


0(w  +  SmÄ-  +  i.2nK')  —  (-  1/e^  @{iv), 

Zl  tffij^' in  f0\ 

//(«;+ [2m+l]Ä'  +  i.2n/C')=(—l)'"e^  ^(w+^), 

0(w  +  [2m+l]J5r  +  i.2n7fO  =  /^"^"'""^^0(<<^  +  ir). 

Zufolge  des  vorigen  Werthes  von  q  ist  nach  Nro.  118) 

, TcK      , nw 

P  —  ^.    ^  —2K'' 

es  entstehen  also  q'  und  jp'  einfach  dadurch,  dass  man  K  und  K'  ge- 
gen einander  vertauscht.    Bezeichnet  man  die  entsprechenden  Reihen 

%w  27CW 

1  —  26" 9  cos-=r   +  26-^9  CO$-r=p •••• 

xL  iL 

2VerQ'sin—,  —  2  Ke-ö^'sen-^-^  +  •  •  •  • 

mit  &{K\  w)  und  //(Ä^',  w\  so  gelangt  man  zu  folgender  Umgestaltung 
der  Formeln  119) 

VIF  ^^^ 

Die  mit  Ä  und  h'  =  Vi  —  Ä^  bezeichneten  positiven  echten 
Brüche,  welche  in  Nro.  125)  vorkommen,  werden  nun  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt 

^^^>  *  -  L0(Ä)J  '     *   -  l@(K)\  ' 

und  die  Relationen  in  Nro.  124)  lauten  jetzt,  wenn  X  =7r-^  gesetzt 
wird, 


130) 
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nw      ,  na 


in  die  folgende  über 

133)  äl^^] 

'  Le(w)J  _    Hjw  ■\-  E).@{w  +  K) 

dw       ~  *  [©(w)]» 

wobei  c  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet. 

Nach  Aufstellung  der  Fundamentalformeln  für  0  und  H  be- 
trachten wir  unter  der  Yoraussetzung  beliebiger  complexer  w  die 
folgenden  drei  neuen  Functionen 

1       !/(«;) 


134) 


/M  = 


/,(..)  =  VF.  ®(-  +  ^)- 


®(w) 


Als  nächstliegende  Eigenschaften  derselben  ergeben  sich  u  A.  durch 
Benutzung  von  Nro.  127) 

135)    /(-tc;)  =  -/(t(;),    /, (- u,)  =/, (w;),    M-w)=Mw\ 


136) 


k("+*'=ti.  /.<"+«=-'>^. 


1 


femer  aus  Nro.  128)  und  Nro.  127) 

/(«  +  iK')  = 
137) 

und  allgemeiner  ans  Nro.  129) 

f{w  +  2mK  +  t .  2nJrO  =  (—  1)VM, 
138)  /iCw'  +  StwJT  +  t.2nJr')  =  (—  1)"— ViW. 

/2(m?  +  2wijr  -f  i.2nK')  =  (—  1)V2<«'). 

Diese  Formeln  zeigen  unmittelbar  die  doppelte  Periodicität  der 
Functionen /(ir), /i  (tr)  und/2(«^).  Bei  geraden  m  wird  nämlich  die 
rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  =f(w)f  mithin  besitzt  f(iv)  die 
reelle  Periode  4£'.und  die  rein  imaginäre  Periode  i,iR\     In  der 
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zweiten  Gleichung  wird  die  rechte  Seite  ==  fi(to)  sowohl  wenn  tn 
gerade  und  n  =  0,  als  auch  wenn  m  =  w  ist;  fi  (w)  hat  demnach 
die  reelle  Periode  4K  und  die  complexe  Periode  2iC  +  i.2K\ 
Endlich  erkennt  man  aus  der  letzten  Gleichung,  dass  f2  {w)  die  reelle 
Periode  2 K  und  die  rein  imaginäre  Periode  i,4K'  besitzt. 

Bezeichnen  wir  mit  f{K\w\  fi  {K\  w),  /a  (TT',  w)  diejenigen 
Functionen,  welche  aus /(w) , /i  (ti?) , /a  (w)  durch  Vertauschung  von 
K  gegen  K'  hervorgehen,  so  erhalten  wir  mittelst  der  Formeln  130) 


139) 


/i  (K ,  w) 

hierin  liegt  die  Reduction   der  Functionen  imaginärer  Argumente 
auf  Functionen  reeller  Argumente. 

Die  Gleichungen  132)  geben  nach  Division  mit  [0(w)]2 

140)  /  iyO<')P  +  [/i  («')]»  =  !. 

woraus  man ,  beiläufig  bemerkt,  noch  die  Folgerung 

141)  [fi  {io)]?  -  Ä»  LA  («;)]»  =  Ä'» 
ziehen,  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Formel  133),  weil  sie  zu 
einer  Diflferentialgleichung  zwischen  w  und  f{w)  führt.  Man  hat 
zunächst 

^  =  */,(.)./,(.). 

und  wenn  man  /i  {w)  und  /a  (w)  mittelst  der  Gleichungen  140)  durch 
f{w)  ausdrückt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung 

^  =  «Vi-l/WP.Vi^Ä^L/WP 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

142)  f{w)  =r  e 

gesetzt  wird, 

dz 


^      =  £V(1  —  jer2)(l   —  hU^). 

dw  ^ 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt 
dz 


A 


=  fiw  -}-  ConsL 


y(l  —  zy  (1  —  k^z^) 
und  da  z  gleichzeitig  mit  iv  verschwindet,  so  ist 
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143)  Siü=    f  .  ^"^     . 

J  V(l  —  ^2)  (1  —  Ä;»^«) 

Znr  Bestimmung  der  Constanten  fi  nehmen  wir  speciell  w:=K^ 
woraus  folgt  e  r=f(K)  und  unter  Rücksicht  auf  Nro.  131) 

es  ist  daher 


h^£'^) 


Sind  nun  die  beiden  Constanten  K  und  £'  willkührlich  gewählt ,  so 
kennt  man  9  =  — — -,  mithin  lassen  sich  für  jedes  w  die  Functio- 
nen ®{w)  und  H{v})  durch  Summirung  der  gleichgeltenden  Reihen 
berechnen;  die  Formeln  131)  und  144)  liefern  dann  Ä;undf|  so  dass 
alle  vorkommenden  Grössen  eine  genaue  Bestimmung  erhalten. 

Statt  von  den  Constanten  K  und  K'  auszugehen,  kann  man 
auch  zwei  andere  der  vorhandenen  Constanten  beliebig  wählen.  Das 
Vorth eilhafteste  in  dieser  Beziehung  ist,  den  positiven  echten  Bruch 
Ä  als  willkührliche  Grösse  zu  betrachten  und  dem  Ä"  folgenden  Werth 
zu  geben 

/*  dz 

144a)  K  ' 


J  V(i  - «')  (1  -  k\z'y 

es  wird  dann  £  =  1  und  nach  Nro.  143) 
.46,  „  =  /^ 


V(l  —  ^2)  (1  —  k^z^) 

Die  Function  z  =f(w)  ist  dann  diejenige  Function,  welche  durch 
Umkehrung  der  vorliegenden  Gleichung  entsteht. 

Um  noch  K^  zu  bestimmen,  nehmen  wir  die  erste  der  Formeln 
137)  für  w  =  iC  in  Anspruch;  sie  giebt 

f(K  +  iX')  =       ^  ^* 


kf(K)        Je 

5  w  =  K  + 
chen,  so  ist  nach  145) 


Da  hiernach  die  Werthe  w  =  K+  iK'  und  ^  =  'r  einander  entspre- 
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1 

dz 


0 


^2)  (1    _   /.i^i) 


und  durch  Sat>traction  der  Gleichung  144) 
1 

dz 


"■=/i 


V(i  —  if»)  (1  —  **«*) 

oder  auch 


1 


dz 


1)  (1  _  u^et) 


Die  Anwendung  der  Substitution 


Z  —  ^,         ^      .    .   »      wo  Ä/  =  Vi    -  A3 
Vi    —  Ä'^gJ 

giebt  hier 

146)  K'  =  /-_=iL= ., 

7  V(i  -  ro  (1  -  Ä^n») 

0 

wonach  JT'  ebenso  aus  V  entsteht  wie  K  aus  Ä;. 

Am  Schlüsse  dieser  Analyse  wird  es  wohl  kaum  der  Bemerkung 
bedürfen,  dass  die  Functionen  /(tt'),  f\  (w),  /2(w)mit  den  früher  unter- 
suchten elliptischen  Functionen  stnamtOf  cos  am  w,  jd  amw  identisch 
sind.  Man  kann  also  auch  von  den  Thetafunctionen  aus  den  Eingang  in 
4ie  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gewinnen.  Bei  der  beste- 
chenden Einfachheit  dieses  Gedankenganges  dürfen  wir  aber  nicht 
verschweigen,  dass  derselbe  immer  noch  eine  empfindliche  Lücke 
übrig  läset.  Da  nämlich  in  Nro.  145)  die  Yariabele  z  im  Allgemei- 
nen complex  ist,  so  mnss  zur  Vermeidung  einer  möglichen  Vieldeu- 
tigkeit des  Integrales  entweder  ein  ganz  bestimmter  Integrationsweg 
als  nothwendig  nachgewiesen  oder  der  Einfluss  gezeigt  werden,^  den 
verschiedene  Integrationswege  auf  den  Integralwerth  ausüben.  Die 
Theorie  der  Thetafunctionen  erfüllt  keine  dieser  beiden  Forderungen 
und  bedarf  daher  immer  der  Ergänzung  durch  die  in  Abschnitt  II, 
S.  380  ausgeführten  Untersuchungen*). 


*)  Den  Gedankengang  der  Abschnitte  IX.  und  X.  pflegte  Jacobi  in 
seinen  Vorlesungen  zu  befolgen;  eine  ausführliche  Theorie  der  Thetafunctio- 
nen findet  man  in  dem  Werke  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 
und  den  Thetafunctionen.    Von  Prof.  Dr.  Schellbach.    Berlin  1864." 
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ZI.    Die  elliptischeii  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art. 

Sowie  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Functionen  erster 
Art  dadurch  aus  sinq>,  coag),  ^(9>)  entstehen,  dass  an  die  Stelle 
von  q>  die  Umkehrung  des  Integrales 

—    f^J^ 

d.  h.  9  =  amu  gesetzt  wird,  ehenso  hat  man  aus  den  elliptischen 
Integralen  zweiter  und  dritter  Art  nämlich  aus  E{ip)  und  n(q))  mit- 
telst derselhen  Substitution  die  neuen  Amplitudenfunctionen  ^  (am  ti), 
77 (am«)  gebildet  und  elliptische  Functionen  zweiter  bezüglich  dritter 
Art  genannt.  Demnach  ist  für  alle  elliptischen  Functionen  u  die 
unabhängige  Variabele. 

a.    Wird  nun  in  der  Gleichung 


=/ 


die  Substitution  tp  zriz  amu  vorgenommen,  woraus  dq>^=^  ^amudu 

folgt,  so  entsteht 

«  u 

147)  E(amu)  =  /  {damu^du  =  /  (1  — h^8in'^am%i)du\ 

hiernach  reducirt  sich  die  Untersuchung  von  E  {am  u)  im  Wesent- 
lichen auf    die  Untersuchung    von  /  sin^amudu. 

Um  zunächst  die  Reihenentwickelung  von  E{amu)  zu  erledigen 
benutzen  wir  die  auf  S.  422  abgeleitete  Formel 

oder 

1  —  "k^sin^amu 
E  ,  2n^{   lg         nu  ,    2fl»        27cu  ,     Sg^        3äw   :       1 

durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
w  =  0  und  u  =  u  folgt  hieraus 

Schlömilch,  Analysis.    II.  30 
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148)  B(am«)=-u  +  -{^,m^+j£^,m^+.   -)  • 

Den  periodisclien  Theil  dieser  Reihe  werden  wir  später  als  eine  nene 
Function  von  u  ansehen  und  mit  Z(u)  bezeichnen;  es  ist  hiemach 

149)  Z(«)=-(^,m.^+j^«»-j^+^m-^+..-] 
und 

150)  E(amu)  =  :|u  +  Z(u). 

b.    Nach  der  von  C.  G.  Jacobi  eingeführten  Bezeichnung  ver- 
steht man  unter  dem  elliptischen  Integrale  dritter  Art  das  folgende 

y, ,        ,v  /^^ sina cos a jd(k, a) sin^ g>        dtp 

mfp,a,k)  —J       1  _  k^sin^asin^ip       '  2Q^' 

wobei  der  Bogen  a  auch  eine  complexe  Zahl  sein  darf.  Setzt  man 
hierin  wie  bisher  q)  =  amu  und  denkt  sich  auch  a  als  Amplitude 
etwa  a  =  ama,  so  entsteht  die  Definitionsgleichung 

u 

-_,                  ,.         rk^sinamacosama^amasin^amu  . 
n(amu,ama,k)±=  1 ..  .  . r-^ du. 

0 

Zur  Abkürzung  möge  die  linke  Seite  künftig  mit  dem  einfacheren 
Symbole  n(u,a)  bezeichnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Definition  folgt  zunächst 

V  dlHuyd) k'^  sin  am  a  cos  ama^ama  sin^am  u 

du  1  —  k^sin^amasin^amu 

und  durch  nochmalige  Differentiation 

d^n{u,  a) 
du^ 
,  ,„     2sinamucosama^ama    2sinama  cosamu  damu 

zz=:  5  k^  •  • • 

*         1  —  Ä;2  sin^  am  u  sin'^  ama     1  —  k^  sin^  am  u  sin^  am  a 
Mittelst  der  auf  S.  401  angegebenen  Formeln  für  sin  6  -{-  sint  und 
sinö  —  sinr  findet  man  sehr  leicht,  dass  die  vorliegende  Gleichung 
mit  der  folgenden  identisch  ist 

dm(ti,a)  __ 
du'i       ~ 
iÄ;«[sinaw(w  +  a)+sinam(w  — a)][sma»w(tt+a)--smam(M  — o)], 

welche  zurückkommt  auf 

1 52)  d'^Il{u,d)  _  ^ ^, |-^^.^2 ^^ (w  +  a)  —  sm« am{u  —  a)]. 

au 
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Benutzt  man  hier  die  für  alle  reellen  u  gültige  Entwickelung  von 
sin^amu^  indem  man  u  das  eine  Mal  durch  u  +  a^  das  andere  Mal 
durch  ti  —  a  ersetzt,  so  hat  man  weiter 

du>   =  zi^T^^r^ — z^ — '"'— ^ — r 

91  — —  1|  «I  9|  •  •  •  • 

Durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  folgt  hieraus,  wenn 

gleichzeitig  beachtet  wird,  dass  —      *        für  tt  =  0  verschwindet 

(Nro.  151) 

dIT(u^a)        n  y^      g*      f  .  nn(u  —  a)         .  n3r(w  +  a)\ 

du    =  k^t::^'^'' — K *"• — K — ) 

Nochmalige  Integration  zwischen  den  Grenzen  t/=  0  undu  =  u  giebt 

wobei  der  letzte  Summand  =  uZ(a)  ist.  Man  hat  demnach  die 
folgende  für  alle  reellen  u  gültige  Beihenentwickelung 

153)    /7(^,fl)=ü2(o)--^»  ^-£-^|c(?8     '^     '  — CQ5     ^^'      J 
-         ö*  l2x(u^ä)  2n(u  +  a)\ 

-^-I^tMk ""*— IT— ) 

oder  auch 

TT/      \         fy/  \      1        2g       .♦  na    .    arw 
iI(w,o)===wZ(a)  — }.^^— ^«n—  sm  — 

,       2q^     ^.^  2  arg  ^.^  2  «u 


sm  — 7=-  s^?w- 


c.    Statt  der  Gleichung  153)  kann  einfacher  geschrieben  werden 
154)  77(ii,g)  =  uZ(a)  +  f(u  +  g)  — /(w  —  g), 

wobei  die  Function  f(w)  selbstverständlich  folgende  Bedeutung  hat 
v./  \        1  2  ^«^    I    1         3*  2  3rw    , 

/W  =  J  -13:^««:^  +  i  T:r^'^-r  +  •  •  •  • 

Entwickelt  man  hier  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel 
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^—^n  =  3"  +  «»»  +  ff»"  +  ff^»  +  •  •  •. 

80  erhalt  man  durch  andere  Anordnung  der  entstehenden  Doppel- 
reihe 

/(«')  =  J3  <?o»-lp  +  k*  cos -^r- +  }g»  CM -^p- +  ••  • 


TCiO 

T  '  **    ™    K 


+  }g»COS -=r  +  Jfl« CM  ^=- +  Ja» cos -T=r- 


+  }g*COS-=r  4- ifl^*CM— =r- +  |g"C0S-^=:- +  • 


+ 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel 

/(»)  =  -ij{(l-23ca8^+a«)(l-2g»co8^+a«) 

Zufolge  der  in  Abschnitt  YIII.  gegebenen  Entwickelungen  ist  weiter, 
wenn  zur  Abkürzung 

P= l 

(1  -«*)(!-  a*)  (1  -  2«)  • .  . 

gesetzt  wird, 

/(»)=-lIjP(^l  —  2gco8— +  22«  cos-^  -  2a«cos-^  + . . .  U 

d.  h.  sehr  einfach 

fiio)  =  -ll[P.@(ic)l 

Hiemach  geht  die  Gleichung  154)  in  die  folgende  über 

155)  77(«,«)  =  «Z(a)  +  il{||^), 

aus  welcher  erhellt,  dass  die  Function  U  auf  die  beiden  Functionen 
0  und  Z  zurückgeführt  werden  kann. 

d.  Die  Gültigkeit  der  vorliegenden  Formel  ist,  ihrer  Herleitung 
nach,  vorläufig  auf  reelle  u  und  a  beschränkt;  es  bedarf  daher  noch 
einer  besonderen  Untersuchung,  ob  man  jene  Relation  auch  für  com- 
plexe  u  und  a  in  Anspruch  nehmen  darf.  Wir  erinnern  zu  diesem 
Zwecke  an  die  auf  S.  456  und  457  bewiesenen  Formeln 

in  denen  zur  Abkürzung  sein  möge 
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•^3(2?,  «  +  y)  =  «8,    M^Q,  X  —  y)  =  «3, 
9'^(2q,  a;  +  y)  =  «2,    '9',(2p,  «  —  2^)  =  «2» 
es  ist  dann  unmittelbar 

»(x)d'(y)  —  8it3  —  5,^, 
'Ö'i(a;)^i(j/)  =  «8*2  —  «aus- 
setzt man  dagegen  in  der  ersten  der  vorigen  Gleichungen  y  =  0 
und  lässt  das  eine  Mal  x  -^^  y,  das  andere  Mal  x  —  3^  an  die  Stelle 
von  X  treten,  so  hat  man  folgende  zwei  Relationen 
^(0)*(a;  +y)  =  8«-  s», 
*(0)*(i  -  y)  =  «»  -  tl 
Zufolge  der  identischen  Gleichung 

(S3<8  —  82«.)«   -(S»h-   ht*y  =  W  -  «a)  (*3    -  *!) 

ergiebt  sich  nun  sofort 

oder, wenn  a? — ■_       und  y  ^^r^  gesetzt  wird, 

[@(u)@(v)]^  —  [H(u)H(v)y  =  [0(0)]«  e(tt+  t;)0(tt  — t;). 
Dividirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  [0(m)  0(f)]'  und 
beachtet  die  Gleichung 

@(^  =  y*  smamw, 
SO  erhält  man 

[0(m)  @(v)y 
Von  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nehmen  wir  die  natürlichen  Lo- 
garithmen und  differenziren  in  Beziehung  auf  v;    der  Differential- 
quotient ist 

k^ sin^  am u  sin  am  v  cos  amvjdamv 
1  —  k^sin^amusin^amv 
_@'(v)        ^&(u  —  v)       ^&(u-^v) 
~  &{v)   "^  ^  0(tt  — t;)        »  0(tt+v)* 
Endlich  setzen  wir  v^=^a^  multipliciren  mit  du  und  integriren  zwi- 
schen den  Grenzen  t«  =  0  und  t«  =  u;  linker  Hand  kommt  dann 
niuyd)  zum  Vorschein,  und  es  wird  überhaupt 

Diese  Formel  lehrt  zweierlei.     Aus  der  Vergleichung  mit  Kro.  155) 
folgt  nämlich  einerseits,  dass  für  jedes  reelle  a 
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sein  muss.  Um  zu  verallgemeinern,  definiren  wir  für  jedes  com- 
plexe  w  die  Function  Z(w)  durch  die  Gleichung 

wonach  Z(w)  eine  vollkommen  eindeutige  Function  ist.  Dividirt 
man  die  Gleichung  156)  mit  a,  geht  nachher  zur  Grenze  für  ver- 
schwindende a  über  und  setzt  vorläufig 

so  erhält  man  leicht 


/' 


mithin 


158)  f(l^kUin^amu)du  =  (l'-l)u  +  ^^' 

In  dieser  für  jedes  complexe  u  gültigen  Gleichung  ist  die  linke  Seite 
=  ^ (am tt),, wofür  kurz  E(u)  geschrieben  werden  möge;  rechter 
Hand  bestimmt  sich  der  Factor  1  —  A  dadurch,  dass  man  u  zu  einer 
reellen  Grösse  specialisirt  und  die  Gleichungen  157)  und  150)  beach- 

E 

tet.     Man  findet  1  —  A  =  — :  und  nunmehr  aus  Nro.  158) 

169)  Ein)  =  ^u  -\-  Z(«). 

Damit  ist  die  frühere  nur  für  reelle  u  gültige  Formel  150)  auf  com- 
plexe Yariabele  ausgedehnt 

Zweitens  erhält  man  aus  Nro.  156) 

160)  77(«,a)  =  «Z(a)  +  il(|^) 

und  dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  Formel  155). 

Die  drei  Gleichungen  157),  159)  und  160),  verbunden  mit  den 
Formeln  auf  S.  444,  führen  nun  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse,  dass 
alle  elliptischen  Functionen  durch  die  Jacobi'sche  Trans- 
cendente  ®  ausgedrückt  werden  können. 

Als  gelegentliche  Folgerungen  hiervon  mögen  zwei  schon  frü- 
her bewiesene  Sätze  aufs  Neue  abgeleitet  werden.  Die  Formel  160) 
giebt  wegen  0  ( — tv)  =  ®{w) 
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n(u,a)  —  n(a,u)  =  uZ(a)  —  aZ(u) 
oder,  wenn  man  nach  Nro.  159)  die  Function  Z  durch  E  ausdrückt, 

n(u,a)  —  n(a,u)  =  uE{a)  —  aE{uy, 
diese  ist  der  auf  S.  344  erwähnte  Satz  üher  die  Yertauschung  von 
Amplitude  und  Parameter. 

Man  hat  ferner  nach  Nro.  159)  und  157) 

andererseits  aus  Nro.  159)  und  160)  . 

.*(.,- TIM  =  |..  +  |,j||±|) 

mithin,  weil  die  rechten  Seiten  der  beiden  letzten  Gleichungen  über- 
einstimmen, 

uE{a)  —  I  /  E{w)dv>  =  77(m,o); 

tt  — a 

diese  Formel  ist  identisch  mit  Nro.  79)  auf  S.  343. 

e.  Aus  den  bekannten  Eigenschaften  von  B  (to)  lassen  sich  nun 
die  entsprechenden  Eigenschaften  von  Z(w)  und  n(iO,  a)  ohne  Mühe 
herleiten. 

Nimmt  man  z.  B.  die  Logarithmen  von  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung 

»(»>)  =  y^e^Hiv  +  K'.k') 
oder  der  mit  ihr  identischen 

und  differenzirt  nachher  unter  Rücksicht  auf  Nro.  157),  so  erhält 
man  augenblicklich  ^ 

161)     iZ(iv)  =  Ziv.'kf)  +  --^,  —  tngam(u,Tc')dam(UyV), 

womit  das  Z  eines  imaginären  Argumentes  auf  das  Z  eines  reellen 
Argumentes  zurückgeführt  ist. 
Von  der  Formel  
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ausgehend,  findet  man  nach  demselben  Verfahren 

Ebenso  leitet  man  aus  der  Formel 

iVk     -HJi 
9(u  +  iK')  =  -r=-  e    ^A"  e(u)8inamu 
Vq 
die  folgende  ab 

163)  Z(u  +  tJT')  =  Z(w)  —  -r-s?  +  co<awMz:/aMt«, 

welcher  noch  die  der  Relation 

0(u  +  2iK')  =  —  -  e      F0(w) 
entsprechende  Formel 

164)  Z(u  4-  2*Z')  =  Z(u)  —  t-l: 

iL 

beigefügt  werden  mag. 

Lässt  man  in  Nro.  160)  an  die  Stelle  von  a  der  Reihe  nach 
t&,  K  +  iht  a-\-iK'  treten  und  benutzt  die  Formeln  161),  162) 
und  163),  so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

165)  tn(tt,t5)===M[z(6,ifc')  +  ^^,— <n5ram(b,Ä;')-^am(&,A;')] 

'^  2   \&(u  +  ib)l' 

'^  2   \@iu  +  K+ib)y 
167)    n(u,a  +  iK')  =  ulz(a)  _  «  ^  -|-  cotamaJama] 

'^^'\@(u  +  a+iK')\' 
Analoge  Formeln  lassen  sich  auch  für  die  Fälle  aufstellen,  wo  in 
Nro.  160)  iv  oder  K  •\-  iv  oder  u  +  %K'  an  die  Stelle  von  u  tritt; 
da  es  aber  jederzeit  möglich  ist,  Amplitude  und  Parameter  gegen 
einander  zu  vertauschen,  so  bedarf  es  für  jene  Fälle  keiner  beson- 
deren Formeln. 

f.  Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  das  Legendre'sche 
Integral  dritter  Art 
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168) 


h 


dtp 


^hsin^fp)d{([p) 


/dtp  _    r        sin^(pdq> 

lijqpj  ■"     J  (l  +  ÄstV^)). 


0  '  0  '^^^^ 

0  0 

für  jedes  h  auf  die  Function  11  zurückgeführt  also  auch  numerisch 
berechnet  werden  kann.     In  allen  Fällen  sei  hierbei 


169)  ^ 
femer 
woraus  folgt 

170)  8inamc 


mithii)  (p  =  amu. 


Ä  ==  —  h^sin'amc, 


y^H 


_-r^ 


und    C  = 


/*  de 

V(l  — jei2)(l-Ä;»^2)' 


die  Gleichung  168)  wird  dann  im  Allgemeinen 

dq)  tngamc 


171) 


A 


=  u  + 


n(u,c). 


+  hsin^(p)^(<p)        ^    '    damc 

Um  dieselbe  in  gebrauchfertiger  Gestalt  zu  haben,  müssen  wir  bei 
reellen  h  vier  Fälle  unterscheiden,  nämlich 

—  Ä«  <  Ä  <  0, 

—  1    <<  Ä  <  —  Ä*,     negative  Ä, 
-00  <Ä<  ~  1,  ^ 

0  <  Ä  <  +  00,     positive  h. 
Im  ersten  Falle  ist  die  obere  Grenze  des  unter  Nro.  170)  verzeich- 
neten Integrales  reell  und  <  1  mithin  c  eine  reelle  Zahl,  welche  wir 
a  nennen  wollen;  es  gelten  dann  unmittelbar  die  Formeln 


172) 


—  fc2<Ä<0 


■•'=jw= 


dx 


a?2)(l— A;^a?2) 


^•(^)=«  +  S^(«'«> 


Im  zweiten  Falle  liegt  die  obere  Integrationsgrenze  — jt —  zwi- 
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sehen  1  und  ~ ,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegebene  Integral 

ebenso  behandeln  wie  das  Integral  Kro.  33)  auf  S.  389.  Für  c  er- 
hält man  einen  Ausdruck  von  der  Form  K — ih=2K — (iC-f-tb); 
führt  man  denselben  in  Nro.  171)  ein  und  beachtet,  dass,  der  ur- 
sprünglichen Bedeutung  von/T  gemäss,  i7(tt,2Ä' — y)=  — 11  {^^y) 
ist,  so  gelangt  man  zu  den  Formeln: 


173) 


0 

ilo  (9>)  =  «  +  u.  •      ^/H?^^    .Li/.^'^(^>J^+  •^)- 
^^^  ^  1(f^stnam(]b,k')co8am(Jb,K)       ^  ' 

Im  dritten  Falle  ist  die  obere  Grenze ; zwischen -r-  und 

k  k 

+  00  enthalten,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegebene  Integral 

ebenso  transformiren  wie  das  Integral  Nro.  35)  auf  S.  390,  wodurch 

man  für  c  einen  Werth  von  der  Form  2K — a  —  iK'  erhält.    Nach 

diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

1 


174) 


0 

^  ama 


*2a?2) 


V^=3 
Im  letzten  Falle  ist  — =; —  rein  imaginär,  und  dann  hat  man 

das  Integral  in  Nro.  170)  ebenso  zu  behandeln  wie  es  früher  auf 
S.  388  mit  dem  Integrale  Nro.  31)  geschah.  Füre  erhält  man  einen 
Ausdruck  von  der  Form  ih  und  überhötipt 


175) 


0  <  Ä<   4-     00 


dx 


—  a?2)(l-.A;'8a;2) 


rr  r  \  ,     sinafn(h,k')cosam(b,k')  .^.     ._. 
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Die  Formeln  170)  und  171)  behalten  auch  bei  complaxen  h  ihre 
Gültigkeit,  nur  bedarf  es  dann  einer  besonderen  Untersuchung  über 
die  Bestimmung  der  Grösse  c  aus  der  Gleichung 

stnamc  = 


k 
Es  sei  nun 

176)  h  z=:  m  +  in^        c  =  a  +  ib^ 

wo  m  und  n  gegebene,  a  und  h  unbekannte  Grössen  bezeichnen ;  die 

obige  Gleichung  ist  dann  identisch  mit 

/      ,     .,x        V  —  m  —  in 

Ar 

und  daraus  folgt 

'  r     t   .^v      Vk^  +  m  +  in      /^      ,    ,   „^      ,y — : 

co^amia-^xh)^;::! — ,     ^7am(a  +  t6)=yi  -^^m-^rin. 

Die  rechten  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  sind  aus  bekannten  Grös- 
sen zusammengesetzt  und  können  daher  auf  die  Form  re*^  gebracht 
werden;  setzen  wir  demnach  ^ 


177) 


V  —  w  —  in  =  r{eos%  +  tsm-ö"). 


Vä'  +  w  +  tn  =  Txico^^i  +  «sm^j). 

Vi  -f-  m  -|-  tn  =  rj(cos'9'2  +  tsm'&':i), 

so  können  wir  im  Folgenden  r,  fi,  rj,  -&•,  -ö*!,  %.i  als  bekannte  reelle 
Grössen  ansehen,  und  haben  die  drei  Gleichungen 

,    .   .rx      r(cosö'  +  ism'9') 
smant  (a  +  «6)  =  -^ =; ^, 

cosam(a  +  tö)= 7 

damia-^-il))  =  rj(coS'9'2  +  tsm-^j), 
denen  noch  folgende  entsprechen 

/        .T.\       ricoz^^ — iz%n%) 
8inam(a  —  »b)  =  -^^ ^, 

/        .  r\        *"!  (cos  d^i  —  isin  d^^ ) 
cosam^a  —  th)  = -^ — ^, 

Jam(a'^  i  h)  =  r^  (cosd'i  —  isind-^). 

Wendet  man  nun  die  bekannten  Formeln  für  8inam(u  -{-  v)  und 
8inam(u  —  v)  (S.  399,  Nro.  41)  auf  den  Fall  u=a  +  ft,f;=a  — tb 
an,  so  erhält  man  mittelst  der  angegebenen  Werthe  von  8inam(a  -{-  ih) 
u.  s.  w. 
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8inami2a)  =  ^^^  co5(a"-^i  —  ^a), 

sinam(2  iV)  =  t  t^^^  stnißt  —  -Ö-i  —  O-j); 

auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  den  Formeln  für  cos  am  (ti  -f"  *') 
und  cosam(u'-v)  (S.400,  Nro.  42) 


cosam(2a)=    'j^^  _  ^r  ^ 


C08am(2%}>)  =     j^a  _  ^4    ' 
Hiemach  ist 

%am(2a)  =  ^^   ^Yl-12  ^^«(^  -  -^i  —  ^^l 

<n(7am(t.2l>)  =  i  ^/^y^^)2  «**^(^  -  ^1  -  ^2). 

Zur  Vereinfachung  dieser  Formeln  benutzen  wir  einen  Hülfswinkel  y, 
welcher  durch  die  Gleichung 

178)  tngy  =  tri 

bestimmt  sein  möge;  es  ist  dann 

2rriri  ^     ^  2rrir9  .  ^ 
;  =  fn5r2y,        .    .11..  =  stn2y. 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehenden  Gleichungen 
und  beachtet  dieEelation  tng am (i.  2h)  =  isinam{2byJif)^  so  gelangt 
man  zu  den  beiden  Formeln 

179)  tngam(2ä)z=itng2y  .cos(d'  —  ^i  —  O-a), 

180)  sinam(2}>,h')=sin2Y .  sin(^  —  O-i  —  -a-j), 
wodurch  die  Bestimmung  von  a,  h  und  c  =  a  -^  ih  erreicht  ist  *). 


*)  Dass  sich  die  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Art  gleich- 
falls auf  die  Function  B  zurückfuhren  lassen,  hat  Jacob!  zuerst  gezeigt  in 
den  Fundam.  n.  theor.  funct.  ellipt.  (§.  47  bis  60);  als  Ausgangspunkt  dient 
hierbei  (wie  auf  S.  465)  die  Entwickelung  yon  sm^amu^  zu  welcher  Jacobi 
auf  etwas  beschwerlichem  Wege  nämlich  durch  Quadrirung  der  Entwicke- 
lung Yon  sin  am  u  gelangt.  Die  zuletzt  gegebene  Bestimmung  der  Grössen 
a  und  hy  in  welcher  gleichzeitig  der  Beweis  liegt,  dass  sich  jede  complexe 
Zahl  unter  der  Form  <mam(a^-t6)  darstellen  lässt,  wurde  Yon  Eichelot 
geliefert  in  CrelU's  Journal  Bd.  45,  S.  225. 
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Die   vielfachen   Integrale. 


I.  Rednction  duroli  suocessive  Substitutionen. 

"Wie  bei  den  doppelten  und  dreifachen  Integralen,  so  ist  auch 
bei  mehrfachen  Integralen  die  Einführung  neuer  Varlabelen  das 
nächstliegende  und  gewöhnlich  auch  wirksamste  Mittel,  um  möglichst 
viele  der  postulirten  Integrationen  zu  vollziehen.  Die  zu  diesem 
Zwecke  nöthigen  Substitutionen  können  entweder  nach  einander  oder 
gleichzeitig  vorgenommen  werden,  und  wenn  es  auch  für  das  End- 
resultat gleichgültig  ist,  ob  man  den  einen  oder  anderen  Modus 
wählt,  so  ist  doch  die  Art  der  Rechnung  nicht  dieselbe  für  beide 
Fälle ;  im  Gegentheil  empfiehlt  sich  nicht  selten  die  successive  Sub- 
stitution durch  geringeren  Rechnungsaufwand,  grössere  Uebersicht« 
lichkeit  und  leichtere  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  für  die 
neuen  Yariabelen.  Einige  Beispiele  von  möglichst  allgemeinen  For- 
men werden  das  Verfahren  hinreichend  charakterisiren. 

A.  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  dreifachen  Inte- 
grale 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven  o?,  y»  ^  be- 
ziehen mögen,  welche  der  Bedingung 

O^x  +  y  +  e^l 

genügen.     Werden  hiemach  die  Integrationsgrenzen  bestimmt,  so  ist 
w_  /  /"  /"'"'(B«-'y-^ir>-t(i-a;-y-^)>-^ 
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Um  alle  oberen  Integrationsgrensen  in  1  überzufahren,  machen  wir 
Gebrauch  von  der  sehr  einfachen  Bemerkung,  dass  das  Integral 

f fit)  dt 

0 

mittelst  der  Substitution  t  z=  hu  auf  die  Form 

1 

hff{hu)äu 

0 

gebracht  werden  kann;  demgemäss  setzen  wir  successive 

0  =  (1— «  — ^)ir,        y  =  (1— ir)r. 
Nfich  der  ersten  Substitution  ergiebt  sich 

TT = /  /"  /rr^]!rrrf''"'T>7.t';!'^'^^^"-. 

nach  der  zweiten 


111 

fff- 


W  = 

[p  +  aa;+(l— a;){/Jf;  +  y(l— 1;)«?}]"»  +  -  +  »»  +  «  ^' 

und  da  jetzt  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten  sind,  so 
darf  die  Reihenfolge  der  Integrationen  beliebig  abgeändert  werden. 
Die  auf  x  bezügliche  Integration  lässt  sich  nun  mittelst  der  auf 
S.  277  bewiesenen  Formel  Nro.  62)  ausführen,  welche  durch  die 
etwas  bequemere 

2^      /•    tt^-Hi-ty-^dt    _r((i)r(v)  i 


/[? 


ersetzt  werden  möge;    fär*  =  a?,  ft  =  w,  v  =  w+i)+g  folgt 
nämlich 

hier  kann  man  wieder  mittelst  der  Formel  2)  nach  v  integriren  und 
erhält 
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W  = 


r(m)r{n)r{p-\-i)  i  /*«»->  (!—«>>-' 


r(», +«+!>  + 3)   (9+«)"'(p+/»)V     ((►  +  y«>)p+* 


/•«»-' (1 
'/    ((►  +  y 


die, 


endlich  giebt  die  nochmalige  Anwendung  der  Formel  2) 

Wie  dieses  Verfahren  auch  bei  einer  grösseren  Zahl  von  Variabelen 
anwendbar  ist,  dürfte  unmittelbar  einleuchten.  Bezeichnet  man  die 
letzte  der  Grössen  tw,  n,  p,  etc.  mit  Ä,  so  gilt  überhaupt  der  Satz: 
unter  der  Voraussetzung,  dass  x,  y,  £^  .  ,  ,  alle  positiven  mit  der 
Bedingung 

0  ^x  +  y  +  e  +  '  '  *  :^l 

verträglichen  Werthe  erhalten,  ist 

J  J  (Q  +  ccx  +  ßy-\ y-^fn+n^'" 

_  r(k)r(m)r(n). 


r(Ä  +  m  +  n  +  ...)     Q^(Q  +  ar(Q  +  ß)n... 

Aus  den  Bemerkungen,  welche  früher  über  die  in  Formel  62)  auf 
S.  277  vorkommenden  Cönstanten  gemacht  wurden,  ersieht  man 
leicht,  dass  Ä,  m,  n,  etc.  reelle,  positive  die  Null  übersteigende  Zahlen, 
und  dass  p,  p  +  a,  p  +  Z'»  etc.  entweder  positive  oder  solche  com- 
plexe  Zahlen  sein  müssen,  deren  reelle  Bestandtheile  positiv  und  von 
Null  verschieden  sind. 

Das  Vorkommen  einer  Reihe  willkührlicher  Constanten  (>,  a,  /J, 
etc.  bietet  den  Vortheil,  aus  der  Gleichung  3)  beliebig  viele  ähnliche 
Formeln  ableiten  zu  können;  man  erhält  letztere,  wenn  man  die 
Gleichung  3)  in  Beziehung  auf  die  eine  oder  andere  jener  Constan- 
ten mehrmals  differenzirt  oder  integrirt.  Die  Differentiation  nach 
V  2.  B.  führt  unter  Beachtung  der  Formeln 

ZU  folgendem  Resultate 

Schlömilch,  Analysis.    n.  31 
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nnd  überhaupt  kann  man  durch  eine  A-malige  Differentiation  nach  Q 
den  Werth  des  Integrales 


ff- 


(^4.aa;  +  /3y  +  ..)*  +  *^- "•  +  -  +  ••     ^^^^' 


vollständig  entwickeln. 

Lässt  man  in  Nro.  3)  p  -)-  ^  an  die  Stelle  von  Q  treten,  mul- 
tiplicirt  beiderseits  mit  t^^^dt  und  integrirt  von  t  =  0  bis  *  =  oo, 
so  kommt  linker  Hand  zu  den  bisherigen  Integrationen  noch  folgende 
hinzu 


/ 


f'-^dt 


(e  +  p  +  aa5  +  . •)*  +  *"  +  • 


r(1c  +  fn  +  n  +  ")     (Q  +  ax  +  ..)*-*+'»+  •' 

deren  Werth  hier  nach  Formel  63)  auf  S.  277  entwickelt  ist  Auf 
der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  erhält  man,  abgesehen  von  den  con- 
stanten  Factoren,  das  Integral 

/^^  t^-^dt  t' 


9 


worin  <  =  t*  —  p  gesetzt  wurde.     Nach  ^  diesen  Bemerkungen  er- 
giebt  sich 

5)    f  r.(i-^-y--y"-^"-y-^..^^^ 

r{k)r{m)r{n).. .        r    (u—gy-^du 

—  r(h)r(k  —  h+m  +  n  +  ")  J  tt*(t*+a)«(w  +  /3)»...' 

wo  h  jede  positive  Zahl  <  &  -j"  ***  +  •*  +  ••  •  sein  darf. 

Die  bisherigen  Formeln  können  durch  Aenderung  von  äJ,  y,  e,  etci 
etwas  verallgemeinert  werden.     Ersetzt  man  z.  B.  ar,  y,  e^  etc.  durch 

— ,    — ,    — ,    etc.  und  gleichzeitig  a,  /J,  y,  etc.  durch  a«,  op,  cy, 

CL         0  C 

etc.,  so  beziehen  sich  nunmehr  die  Integrationen  auf  alle  der  Be- 
dingung • 

—  a    *    h         c     '  — 

genügenden  positiven  x^  y,  8^  etc.,  und  dann  wird  aus  Nro.  3) 
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^       J  J    "\        a      b       "J      *(^  +  aa;+/3y  +  ..)*  +  "»  +  "  +  - 
_  r(k)r{m)r(n)...      o"» [>*».... 

und  aus  Nro.  5) 

Ersetzt  man  in  Nro.  3)  und  Nro.  5)  x,  y,  etc    durch  (— )  » 

f -r-j  ,  etc.,  gleichzeitig  a,  /J,  etc.  durch  a*a,  l)*/J,  etc.  und  w»,  n,  etc. 

durch  |m,  |n,  etc.,  so  beziehen  sich  die  nunmehrigen  Integrationen 
auf  alle  die  Bedingung 

o.ey+(D'+(^y+..... 

erfüllenden  positiven  x,  y,  e,  etc.,  und  daAn  entstehen  die  folgenden 
Formeln,  in  denen  t  die  Anzahl  der  Integrationen  bedeutet, 

x^^  —  ^y^-'^,,,dxdy,,. 


«>//-(-il-g-r"(r 


_r(k)ri\m)riin) a^^V.... 

a)    f  r  /i_£!_y!_  V~*  x'»-^y''-K..dxdij... 


_       IXk)rCsm)r(ln)..a''h\.        f  (u—q)"-^ 

~"  2'r(Ä)r[*-Ä  +  J(»»+n  +  ..)]  J  «*(m  +  o»«)V«'»(«H 

Beispielweise  erhält  man  für  t  =  3,  Ä  =  1,  iw  =  n  =  jp  =  1  aus 
Nro.  8) 

10)        f  f  r ^^^y^^ 

Ä    Obc 

und  aus  Nro.  9)  wenn  5—^  =  3  gesetzt  wird 

31* 
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11)  f  f  f  äxdyde 

J  J  J  {Q  +  ax^+ßy^  +  Y£^)9 

_      VI? abc        P  ,  (u—gy/t-^du      . 

8-^(2)^1  — «)c/  uViu  +  a^a)(u  +  l)^ß)iu  +  c^y)\ 

Hiernach  lässt  sich  die  Masse  von  dem  Octanten  eines  dreiachsigen 
EUipsoides  bestimmen,  innerhalb  dessen  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle 
xye  durch  den  Ausdruck 

1 

{Q  +  ax^  +  ßy^  +  ysf^)p 
gegeben  ist.  Für  1>  =  |  führt  nämlich  die  Formel  10)  unmittelbar 
zur  gesuchten  Massenbestimmung;  für  0<i^<|  ist  die  Formel  11) 
ebenso  direct  anwendbar.  Im  Falle  l>  >  |  lässt  sich  p  in  eine  ganze 
Zahl  n  und  in  einen  zwischen  0  und  §  enthaltenen  Best  q  zerlegen; 
man  benutzt  dann  zunächst  die  Formel  1 1)  und  difiPerenzirt  nachher 
(n  —  1)  mal  nach  Q,  wobei  es  unter  Umständen  gerathen  ist,  vor  der 
Differentiation  u  r=  qv  zn  substituiren. 

In  den  Formeln  3),  4),  5)  kann  man  noch  etwas  allgemeiner 
die  Grössen 

X,  y,  .  .        a,       ß,  ..    m      «,  .  . 

""'  ©"•(f)"-»--^ft--?7:-. 

ersetzen;  man  gelangt  damit  zu  Formeln,  worin  sich  die  Integratio- 
nen auf  alle  der  Bedingung 

•  »^e)'+(f)-+(D'+-s' 

genügenden  positiven  x,  y,  0,  etc.  beziehen  *). 

B.  Um  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  der  vorigen 
Besultate  zu  gelangen,  setzen  wir  voraus,  dass  der  Werth  irgend 
eines  vielfachen  Integrales 


///• 


•  -/(^i  y,  f^i  ---)  dx  dy  de  ... 
bekannt  sei,  worin  die  Variabelen  alle  mit  der  Bedingung 


*)  Die  besonderen  für  fc  =  1,  ^  =:  1,  a  =  /5  =:  y  ,  ,  =  0  aus  Nro.  3), 
6),  8)  etc.  entstehenden  Resultate  hat  Lejeune  Dirichlet  in  den  Abhand- 
inngen der  Berliner  Akademie  v.J.  1839  (erschienen  1841)  S.  61  nach  einem 
anderen  Verfahren  entwickelt,  welches  später  auseinandergesetzt  werden 
soll.  Für  a  z=  b  z=  c  ,  .,  =  1,  fc=  ^/g,  j»  =  n...=l  folgt  aus  Nro.  9) 
eine  specielle  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal  Bd.  XII,  S.  60  (Nro.  15)  an- 
gegebene Formel.    Die  obigen  allgemeineren  Formeln  dürften  neu  sein. 
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»sf  +  |  +  f  +  --s' 

verträglichen  positiven  Werthe  annehmen  sollen ;  der  Integralwerth 
hängt  dann  n.  A.  von  a,  2»,  c,  etc.  ab,  und  es  sei  z.  B.  bei  drei  Ver- 
änderlichen 

12)  ,  jP(a,  5,  c)  =J  J  Jf(p^  y.  ^)  ^«  ^y  ^^• 

Hinsichtlich  der  Function  JP^  bemerken  wir  im  voraus,  dass  sie  für 
a  =  0,  5  =  0,  c  =  0  verschwindet,  denn  nimmt  man  erst  b  =  c  =  a, 
so  ist 

F(a,  a,  a)  =J  J      j  f(x,  y,  £r)  dx  dyde, 

0      0  0 

und  daraus  ergiebt  sich  jene  Behauptung  sofort  für  a  =  0. 

Im  Folgenden  mögen  (»,  ß,  y  positive  echte  Brüche  bedeuten, 
ferner  sei  zur  Abkürzung 

ö  =  (1  -  a)  o:  +  (1  -  Ä  y  +  (1  -  y)  ^. 
endlich  bezeichne  g?(w)  eine  beliebige  Function  von  u,  g)'  (u)  ihren 
Differentialquotienten.     Handelt  es  sich  nun  um  die  Reduction  des 
vierfachen  Integrales 

^  =11  fP^"^ «''  '^  '''(sT-^  (TTö»  ^'^  '^^  '^^  '"'• 

worin  die  Yariabelen  alle  positiven  der  Bedingung 

13)  O^x  +  y  -¥  e  +  t^\ 

genügenden  Werthe  erhalten  sollen,  so  hat  man  die  doppelte  Wahl, 
entweder  mit  der  Integration  in  Beziehung  auf  t  odet  mit  den  In- 
tegrationen nach  x^  y,  e  anzufangen.     Für  den  ersten  Fall  ist 

000  0  Ni/\i/ 

und  bei  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Integration 

0      0  0 

Die  noch  übrigen  Integrationsgrenzen  entsprechen  der  Bedingung 

0  ^a?  +  y  +  0^1, 
man  hat  daher  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  unter 
Anwendung  von  Formel  12) 
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-F(l,  1,  1)9(0) 
O^aj  +  y  +  if^l. 

Will  man  dagegen  zuerst  nach  x,  y^  e  integriren ,  so  ist  es  zweck- 
mässig, erst  die  Substitation 

t      _  6dt 

ö  +  e-**'    (ö  +  <)* 
vorzunehmen  und  dann  zu  schreiben 

F  =   / ip'(u)duj  J  J f{x,y,e) äxäyde. 

Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  6  und  t  positiv  sind,  so 
erhält  u  nur  positive  echt  gebrochene  Werthe  inclusive  «  =  0  und 
tt  =  1,  wie  die  Fälle  <  =  0  und  ö  =  0  zu  erkennen  geben;  die 
Grenzen  für  u  sind  demnach  u  =  0  und  t«  =  1.  Um  femer  die 
Grenzen  für  o?,  y^  e  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  aus  Nro.  15)  ge- 
nommenen Werth 

6u    (1  — '  cig)ua?  +  (1  —  j8)  tey  +  (1  --  y)t<jg 

1— w  1  —  tt 

in  die  Integrationsbedingung  13)  ein  und  erhalten 

Q  ^  (1  — «u)g  +  (l-<8u)y  +  (l-yti)£r  ^  ^^ 
—  1  —  ti  —    ' 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

F=  /  v'{u)duj  J  J  f{x,y,e)dxdydg, 

o<      ^      +      y       +      ^      <1, 
=   1  — ti    ^    1  — «    ^    1— ti   =    • 

1  — «M        1 — /Jw        1  — yw 

und  hier  ergiebt  sich  unmittelbar  zufolge  der  Bedeutung  von  ^(a,b,c) 

in  Nro.  12) 

Durch  theilweise  Integration  unter^  Rücksicht  auf  die  Gleichung 
F(0,  0,  0)  =:  0  fiadet  man  weiter 

F=-r(M,.)»(«)->(ji^.^,j£^).,.(.).^ 
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woraus  durch  Yergleichung  mit  Nro.  14)  die  Reduction  eines  neuen 
dreifachen  Integrales  folgt.  Man  ühersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich 
diese  Betrachtungen  gleichförmig  auf  beliebig  viele  Yariabele  aus- 
dehnen lassen  und  dass  man  damit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 
Wenn  für  positive  x,  y,  jer,  etc.  der  Werth  des  Integrales 

16)  jjJ..f(x,p,0,..)dxdydz..  =  F(a,h,c,..), 

.os£  +  f  +  i+...s. 

bekannt  ist,  so  gilt  die  allgemeinere  Formel 
1 

/TPf  /!-■«♦           1—U           1— M         \,v, 
F'l' , 5-, r'j^pMdu, 
\l  —  au     1—ßu     1  — yw     y^v  / 

O^x  +  y  +  g  -] ^1. 

Hieran  knüpft  sich  ein  zweites  Besultat.  An  die  Stelle  einer 
beliebigen  Function  9(a)  kann  man  immer  eine  andere  Function 
setzen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  positiven  Intervalles  s  =  Ao 
bis  s=Xi  mit  ip(s)  identisch  ist,  dagegen  für  alle  ausserhalb  jenes 
Intervalles  liegenden  positiven  8  verschwindet.  Das  Mittel  hierzu 
bieten  die  Fouri  er 'sehen  Theoreme;  schreibt  man  nämlich  statt  9  (s) 
die  folgende  neue  Function  von  8 

^(5)  =  —  /  cosscDdcD  J  9 (r) cos o r eir, 

so  ist  in  der  That  für  alle  8  innerhalb  des  genannten  Intervalles 
^(s)  =  9  (s),  und  für  alle  s  ausserhalb  jenes  Intervalles  ^(s)  =  0. 
Diese  Bemerkung  lässt  sich  in  Formel  17).  zweimal  anwenden,  links 
für 

_      1  — a?  —  y  —  g '> 

1  —  ttx  —  ßy  —  yz  —  •••' 
rechts  für  s  =  u.     Betrachtet  man  jedes  Integral  als  Summe  seiner 
Elemente,  so  erhalten  linker  Hand  alle  diejenigen  Summanden,  welche 
die  Bedingung 

18)  Ao<- "=■ f ' <Ai 

^  1— -««  — py  —  y;0r  —  ••    ^ 

nicht  erfüllen,  den  Factor  Null,  mithin  bleiben  nur  noch  die  der 
vorstehenden  Bedingung  genügenden  Elemente  übrig,  d.  h.  die  In- 
tegrationen erstrecken  sich  bloss  auf  alle  der  obigen  Ungleichung 
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entsprechenden  x^  y,  g,  etc.  Rechter  Hand  fallen  analog  die  Ele- 
mente weg,  welche  ausserhalb  des  Intervalles  lo  bis  Ai  liegen,  mit- 
hin geht  die  Integration  nur  von  u  =  Aq  bis  u  =  A^.  Beachtet 
man  noch,  dass  die  Ungleichung  18)  in  zwei  Ungleichungen  zerlegt 
werden  kann,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Aus  der  Formel  16)  folgt, 
wenn  Ao  und  A|  positive  echte  Brüche  bedeuten 


=  —  IF'[- , 3—, ,-](p(u)du 

J       Vi  —  «»      l~ßu     1  — y«     / 

(l-aAo)»  +  (l-/JAo)y  +  (l-yAo)5  +  ...<l-Ao, 
(l-«Ai)a!  +  (l-/JA.)y  +  (l-yAi)«  +  ...>l-A,; 

für  A^  =  0  und  Ax  =  1  wird  darans  wieder  die  Formel  17). 
Ein  sehr  einüiches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 

die  Formel  6)  giebt  dann  für  &  =  1,  ^  =  1,  o=/J=:0,  f»  =  w=i 

F(a,b)  =  xVäb, 
mithin  ist 

J./1-«        1-«N  it(l-u) 

\l  —  au'    1  —  ßuJ       V(l—au)(l—ßu)' 
F>/1-«     l-«\  ar/l-g       l-ß\  1 

\l-au'l-ßuj  2\l-«u^l—ßnJV{l-au)(l-ßu)' 

nnd  nach  Nro.  19)  hat  man  für  den  Fall  q>(u)  =  «-Vi 


ffV' 


^1  —  ax  — "^     dxdy 
1  —  a?  —  y        Va;y 

du 


2j/     U-au  ^  l-i3«lVw(l— ( 


•au)(l  —ßu) 

(l-aAo)a;+(l-iJAo)y<l-Ao,(l— aA0«  +  (l-i3A0y>l~A,. 
Ersetzt  man  die  Grössen 

a?,      y,      t*.      a»      A      Ao,      Ai, 

durch  ^',    1^,    u2,     a«,    iS^     Ao^      A^S 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 


Digitized  by 


Google 


Die  TielfJochen  Integrale. 


489 


1 

— 

1 

6» 

dx  dy 


ffV 

Xi 

(1  r-  «U,^  g  +  (1  _  ^Uo»)  |!  <  1  -  A». 

(1  -  «U/)  f!  +  (1  -/JU,*)  fs'  >  1  -  ^1«, 
welche  in  dem  Falle,  wo 

..=,-1;,  ,.=._i: 

genommen  wird,  zur  Complanation  einer  ellipsoidischen  Yiertelzone 
führt.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Formel  für  \Z  auf  S.  356 
überein,  und  zwar  ist  Ao  =  Ui ,  Ai  =  Wq« 

Weit  allgemeinere  Formeln  ergeben  sich,  wenn  man  in  Nro.  19) 

setzt  und  die  Formel  6)  benutzt;  es  ist  dann 

r(m)r(n)...  a"»6«.... 


Führt  man  die  Abkürzungen  ein 

Q  +  tt'  =  a,,        Q  +  ß'  =  ß,, 

ap  +  «'  =  «a,      ßQ  +  ß'  z=  ß^, 

no  hat  man 

p/1  -^        1  -u        1  -u  \ 

Vi  — aw'    1  — /Ju'    1— yw*    *  V 

_        r(m)r(n)...  (l--tO^+«+P+- 


wovon  der  DifiFerentialquotient  leicht  mittelst  der  Formel 


dv  dlv 

du  du 


entwickelt  werden  kann;  damit  gelangt  man  zu  folgendem Kesultate : 
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F=^-L:zfL.  +  n^""^ 


«1  — OjW  ft— Ä« 

worin  die  Integrationsbedingungen  für  or,  j^,  etc.  dieselben  sind  wie 

in  Nro.  19).     Selbstverständlich  lässt  sich  auch  diese  Formel  noch 

X      y 
etwas  erweitem,  wenn  Ä,y,  etc.  durch  — ,    -r  etc.  oder  allgemeiner 

durch  ( — )  At)  etc.  ersetzt  werden. 


(T)-.(i)' 


Für  p  =  1,  a  =  a'  =  ß^^ß' ...  =  0  entsteht  eine  specielle 
Formel,  die  sich  mittelst  der  Substitutionen  tt=  1  — v,'q>(l — t?)=^(t;)» 
1  —  ^0  =  Xi,  1  —  Aj  =  x«  folgendermaassen  darstellen  lässt: 

21)     J  J  ..af^-^^'K.il^(x  +  y  +  ")dxdy.. 


■n  +  --)o/ 


Setzt  man  bei'  zwei  Yariabelen  in  und  n  als  echte  Brüche  voraus, 
die  sich  zur  Finheit  ergänzen,  und  nimmt  man  weiter  Xq  =  0, 
Xi  =r  X,  ^  (t^)  =  ^'  (v),  so  erhält  man  noch  die  Formel 


welche  mittelst  der  Substitutionen  aj  =  x  —  |,y  =  |--i^, 
V(x  —  ly)  =  9  (rf)  übergeht  in 

0  0  ' 

Daraus  lässt  sich,  wenn  ^(|)  den  Werth  des  ersten  (nach  tj  genom- 
men) Integrales  bezeichnet,  folgender  Satz  machen :  Sind  zwei  Func- 
tionen (p  und  p  so  von  einander  abhängig,  dass 

2^)  /^  =  *«)'     o<«<^' 
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80  erhält  man  umgekehrt  (p  ausgedrückt  durch  ^  mittelst  der  For- 
mel*) 

ae 

24)  y(x)_9,(0)=£^/(x-|)— 1,(»(|)<|. 

0 

G.    Wegen  einer  nachherigen  Anwendung  betrachten  wir  zu- 
nächst das  einfache  Integral 
in 

ilf(aco8e  +  h8ine)de. 


Setzt  man 


/' 


a  =  hcosy,        h  =  Ästny,        h  =  Va^  +  b', 
so  wird  jenes  Integral  zum  folgenden 

ft[hco8(e  —  Y)]dd=f^(hcosn)  dti, 

0  — y 

wobei  ö  —  y  =  V  substituirt  wurde.     Das  auf  iy  bezügliche  Inte- 
gral lässt  sich  nach  dem  Schema 


*)  Die  Resultate  unter  Nro.  19)  und  20)  dürften  neu  sein.  Für  ^  =  1» 
«'  =  /S'  .  .  .  =  0,  Xq  =  0,  Äj  =  1  entsteht  aus  Nro.  20)  eine  specielle  von 
Catalan  inLiouville's  Journal  de  Mathematiques  angegebene  Formel; 
älter  ist  die  von  Liouville  herrührende  Formel  21).  Den  in  Nro.  23)  und 
24)  liegenden  Satz  hat  Abel  gefunden  (Cr eile's  Journal,  Bd.  I,  S.  153)  und 
daran  folgende  dynamische  Betrachtung  geknüpft.  Wenn  sich  ein  Punkt  nur 
in  Folge  der  Schwere  auf  einer  yertical  gestellten  Plancurve  herabbewegt, 
bei  welcher  zwischen  der  Abscisse  x  und  dem  Bogen  8  die  Gleichung  8^g>{x) 
besteht,  so  entspricht  der  Fallhöhe  h  die  Fallzeit 

h 


V2fJ  nm'' 


0 

man  erhält  demnach  t  ausgedrückt  durch  h.  Verlangt  man  umgekehrt  die 
Curve,  für  welche  t  eine  gegebene  Function  von  h  ist,  etwa  f  =  V»(A),  so 
muss  8  durch  X  ausgedrückt  werden  und  dann  giebt  die  Formel  24) 


Wa:)-^(o)=— yp^=, 


h 

ö 

woraus  auch  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve,  nämlich 
hergeleitet  werden  kann. 
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»n—y  0  n  in        in 

— y  —y       Q  n  2n—y 

zerlegen ,  und  wenn  man  rechter  Hand  im  ersten  Integrale  i^  =  —  f , 
im  zweiten  1^=4-?,  im  dritten  und  vierten  iy  =  2«  —  t  setzt, 
80  hebt  sich  das  erste  Integral  gegen  das  vierte,  und  das  zweite  wird 
gleich  dem  dritten.  Nach  diesen  Bemerkungen  ist,  wenn  der  Gleich« 
förmigkeit  wegen  0  f ür  ^  geschrieben  wird, 
in  n 

25)      Jif(acose+hsine)de=2  j^{ya^-\-h^.co$0)de. 
b  b 

Wir  beschäfbigen  uns  ferner  mit  der  Transformation  des  Dop- 
pelintegrales 


-/// 


'  /(*»  +  «»  4.  t,«)g,(x  4.  A«  +  ft»)  dudv. 

—  00   —00 

Die  Einfühlung  zweier  neuen  Yariabelen  r  und  ö  mittelst  der  Glei- 
chungen M  =  rcosö,  t;  =  rstnö  giebt 

8=1  J  f(k^  +  r^)(p(x  +  XrcosO  +  (irsine)rdrdei 
b      0 
hier  lässt  sich  die  Formel  25)  für  ^(;i?)  =  9  (x  -f-  ;&),  a= Ar,  6= ftr 
anwenden,  und  es  ist  daher 
00     n 

8=:2J  Jf(k^  +  r^q>(it  +  Vk^  +  H^.rcosd)rdrdd. 
0     0 
Kehrt  man  in  dieser  Formel  zu  den  ursprünglichen  Yariabelen  u  und 
V  zurück  und  stellt  die  erste  und  letzte  Form  von  S  zusammen,  so 
hat  man 


26) 


f  Jf(^^  +  ^^  +  ^^9(^  +  ^u  +  iiv)  dudv 

.00   —OD 

=  2  r  //(*>*  +  »*  4-  f »)  9  (x  +  VA"  +  ^» .  m)  d«  dv. 


-00  0 

Der  Vortheil,  welcher  bei  dieser  Transformation  erreicht  worden  ist, 
besteht  darin,  dass  rechter  Hand  die  Function  q>  nur  die  eine  Ya- 
riabele  u  enthält,  während  auf  der  linken  Seite  u  und  t;  in  9  vor- 
kommen. 
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Hiemach  lässt  sich  nun  auch  das  dreifache  Integral 


-/// 


/(«*  +  y^  +  e^)9  (a«  +  ßy  +  ye)dxdy  dB 


—00  -~ao  — oe 


wesentlich  reduciren.     Wendet  man  zuerst  die  Formel  26)  auf  das 
nach  y  und  z  genommene  Doppelintegral  an,  indem  man 

setzt,  so  hat  man  zunächst 

00         00  OD 

—00  —00  U 

ferner  ist  die  Formel  26)  wieder  auf  das  nach  x  und  y  genommene 
Doppelintegral  anwendbar  mittelst  der  Substitutionen 

h  =  z,u  =  x,v  =  y,x  =  0,l=a,(i  =  Vß^  +  y»,     • 
und  es  ergiebt  sich 


00         OD 


T=iJ  J  J f(x*  +  9'  +  ei)<p(Vtt>  +  ß*  +  Y* .x)dxdydg, 

—00  0       0 

WO  nun  die  Function  ip  nur  die  eine  Variabele  x  enthält,  während 
sie  ursprünglich  x,  y,  g  enthielt. 

Man  übersieht  augenblicklich,  wie  sich  dieses  einfache  Verfah- 
ren auch  bei  mehr  als  drei  Variabelen  ausführen  lässt;  bezeichnet 
überhaupt  n  die  Anzahl  der  Variabelen,  und  wird  zur  Abkürzung 

27)  Q  =  Ya^  +  ß2  +  y2  ^  ... 
gesetzt,  so  entsteht  die  Gleichung 

CP         OD         00 

28)  J  J  J ../ix*  +  y*  +  e'  +  -)ipittx+ß9-}-y$  +  -)dxd9de.. 

—  05  —05  —00 

OD         OD         Qp 

=  2''-^J  J  f..f(pß^  +  y^  +  ß^  +  *')q>(Qx)dxdyde... 

-sj»0       9 

Hier  ist  noch  eine  bedeutende  Reduction  möglich.  Nach  For- 
mel 21)  hat  man  nämlich  in  etwas  anderen  Buchstaben 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 


Digitized  by 


Google 


494  Die  Yielfachen  Integrale. 

0<i?  +  t  +  .-•<* 
genügenden  17,  (,  etc.  beziehen.     Nimmt  man  hier  jp  =  g  .  •  •  =:r  |, 
ft  =  00 ,  substituirt  femer 

und  setzt  n  —  1  Yariabele  voraus,  so  erhält  man  die  Formel 
/'  f..F(if^  +  ß^  +  ..)dyd0.. 


2»-^r 


{-2-y 


welche  auf  das  nach  j^,  j?,  .  .  .  genommene  (n —  1)  fache  Integral  in 
Nro.  28)  anwendbar  ist,  wenn  F(t)=f(x^  +  ()  gesetzt  wird.  Nach 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

00      CO      00 

./(a?«  +  y«  +  xr«  +  ..)  ip(ax  +  ßy  +  yß  +  ")dxdif  de.. 


—.00  —CO  —00 

2«v«(»~i)    P  r 

Um  diese  Formel  noch  etwas  zu  verallgemeineren,  lassen  wir  linker 

%      y       z 
Hand  — •«    ~,    — ,  etc.  an  die  Stellen  von  a?,  y,  £r,  etc.  und  gleich- 
CK        o        c 

zeitig  aa,  &/3,  cy^  etc.  für  a,  /3,  7^,  etc.  eintreten;  es  wird  dann 

—OD  —00    00 

Denkt  man  sich  anstatt  /(s)  eine  andere  Function  von  s  gesetzt, 

welche  für  s  <C  1  niit  /(s)  identisch  ist  und  für  s  >  1  verschwindet, 

80  fallen  aus  dem  Integrale  linker  Hand  alle  Elemente  weg,  bei  de- 

X*        tf' 
nen  -^  +  r^  +  ®tc«  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  und  daher  be- 

ziehen  sich  die  Integrationen  nur  noch  auf  alle  positiven  und  nega- 
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tiven,  die  Bedingung  —  +  rj  +  etc.  <1  erfüllenden  «,y,  etc.  Ebenso 

verscliwinden  rechter  Hand  alle  Integralelemente,  bei  denen  a?*+  y'  ^^ 
wird,  und  daher  erstrecken  sich  die  Integrationen  nur  über  die  po- 
sitiven und  negativen  x,  sowie  über  die  positiven  y,  welche  x^  -j-  y'  <  1 
lassen,  woraus  die  Integrationsgrenzen  OJ  =  —  1  und  a?  =  -}-  1, 
y  =  0  und  y  =  +  Vi  —  »«  folgen.  Nach  diesen  Bemerkungen 
zusammen  ist 

Im  speciellen  Falle  n  =  3  giebt  dies,  wenn/(s)  =  F'(s)  gesetzt 
wird, 

=  nalcj  [F(l)  —  F(x^)]<p(Qx)dx. 

—1 

Nimmt  man  ^'(s)  =  s,  a  =  6  =  c,  und  substituirt  rechter  Hand 

u 
SB  =  — ,  SO  erhält  man  unter  der  Bedingung 
c 

0  <  a;V+  j^«  +  £f«  <  c», 
J  J  J  9>(^^  +  ßy  +  y^er)  da;  c?|^  de 

=  nj  (c'  —  «»)  9>  (Va*  +  /J*  +  y« . «)  du 

—  « 

oder  für  x  =  rcosO,  y  =  rsinOcoscD^  z  =  rsenöstno 

c    n     ^n 
j  I    I  9>(<urcosd  +  ßr8inO€Osci)-\-'yrsindsincD)r^$inOdrdOdo 

e 

=  nj(c^  —  «2)  g,  (Va«  +  /J«  +  y«.  u)  c?f«. 


0     '0       0 
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Differenzirt  man  in  Beziehung  auf  c  und  setzt  nachher  c  =  1,  so 
erhält  man  noch 

32)       /    /  (p(aco86  +  ßsinOcosa  +•  y8inOsin(D)8ind  dOdcD 

0        0 

1 

=  2 7tfq>  (Va»  +  /J«  +  y» .«*)  ^«. 
—1 
Zu  einer  ähnlichen  und  allgemeineren  Formel  gelangt  man,  wenn 
man  in  Nro.  30)  /(s)  =  1,  a  =  6  =  c  .  .  •  setzt  und  für  x,  y,  etc. 
ganz  analoge  Substitutionen  anwendet. 

Lässt  man  zweitens  in  der  Gleichung  29)  an  die  Stelle  von 
(p(^)  einie  andere  Function  treten,  welche  mit  9  ((5)  identisch  oder 
gleich  Null  ist,  jenachdem  Ö  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  gege- 
benen Intervalles  6q  bis  di  liegt,  so  beziehen  sich  linker  Hand  die 
Integrationen  nur  auf  alle  die  positiven  und  negativen  x^  y,  e,  etc., 
für  welche  Öo  <  «^  +  /^^  +  etc.  <<  öi  ißt;  ebenso  fallen  rechts 
alle  Integralelemente  weg,  welche  der  Bedingung  ^o  <  9^  <  ^1 

oder  ~  <  a?  <  —  nicht  genügen.     Diese  Schlüsse  führen  zu  der 

ST  V 

Formel 

23rVi(«-i)obc..     /    r 
— /„  _  IN.      J    JfiP*-\-y'')9i.Qx)r-^dxdy, 

tfo  <  aa?  +  /Sy  +  y^  +  •  •  •  <  <^i. 
Wenn  endlich  die  beiden  in  Nro.  30)  und  33)  vorkommenden 
Integrationsbedingungen  gleichzeitig  erfüllt  werden  sollen,  so  iSind 
rechter  Hand  die  für  x  und  y  gefundenen  Bedingungen 

-  1  <a;<  +  1,         0<3^<Vl  -x\ 

9  9 

ebenfalls  gleichzeitig  einzuhalten.  Dies  geschieht  hinsichtlich  des  y^ 
wenn  diese  Variabele  auf  das  kleinere  der  beiden  Intervalle,  also  auf 
0  <  y  <  Vi  —  x^  beschränkt  wird;  bei  x  dagegen  muss  man  erst 

unterscheiden ,  ob  die  beiden  Grössen  —  und  —  innerhalb  des  Inter- 

9  9 
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valles  —  1  bis  +  1  liegen,  oder  ob  nur  eine  oder  ob  keine  dersel- 
ben zwischen  —  1  und  +  1  enthalten  ist,  und  nachher  wählt  man 
für  X  das  kleinere  der  beiden  oben  angegebenen  Intervalle.  Für 
solche  positiven  und  negativen  o?,  welche  den  Bedingungen 

»<(f)'+(f)'+(f)'+-<' 

ÖQ<:  ax  +  ßy  +  ye  +  '•'<:  01 
gleichzeitig  genügen  sollen,  erhält  man  demnach 

=  '-^^^^^^^^^^^ 

und  darin  sind  die  Werthe  der  Integrationsgrenzen  Xo,  Xi  folgende 
f„r  _  1  <  -  <  _  <  +  1,     «0  =  -.    «1  -  -. 

»  -1>T'      T<+*'    *o=-i.  ■*'=T' 


9 

<  + 1. 

«6  = 

«0 

<+  1. 

«0  = 

-1, 

<^1 

T 

>  +  1, 

«6  = 

^ 
<• 

>  +  1, 

«0  = 

-1, 

In  dem  sehr  speciellen  Falle  /(s)  =  y  (0)  =  1,  n  =  3  giebt  diese 
Formel  das  Volumen  derjenigen  Zone  eines  EUipsoides,  welche  zwi- 
schen den  beiden  Parallelebenen 

ax  -\-  ßy  -\-  yß  =^  (Jo  und  ax  -{•  ßy  -\-  ye  =  6i 
enthalten  ist. 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Transformatio- 
nen, welche  mit  den  Integralen  S  und  T  vorgenommen  wurden  und 
zur  Formel  29)  führten,  wörtlich  dieselben  bleiben,  wenn  man  an 
die  Stelle  von/(s)g)(ö)  eine  neue  Function  F(s,  ö)  treten  lässt;  im 
Folgenden  muss  man  voraussetzen,  dass  einmal  F(s^  d)  für  alle  der 
Bedingung  0  <  s  <  1  nicht  genügenden  s  verschwindet,  und  dass 
sich  andererseits  F(s,ö)  bei  solchen  6  annullirt,  welche  ausserhalb 
des  Intervalles  iSo  bis  Ci  liegen;  die  Endformeln  sind  dann  wieder 
dieselben  und  enthalten  F(s,  6)  statt  /(s)  (p  (ö)  *). 


*)  Die  Formeln  29),  30),  33)  und  37)  sind  vom  Verf.  entwickelt  worden 
in  den  Sitzungsberichten  der  Konigl.  Sachs.  Ges.  der  Wissensch.,  Jahrg.  1857, 

Schlömllch,  Analysis.    H.  32 
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IL    Reduction  duroh  simultane  Substitutionen. 

Wenn  es  darauf  ankommt»  die  in  einem  mehrfachen  Integrale 
enthaltenen  Yariahelen  x,  y,  z,  etc.  gleichzeitig  durch  neue  Yariabe- 
len  I,  12,  S,  etc.  zu  ersetzen,  welche  mit  den  früheren  durch  gege- 
bene Gleichungen  verbunden  sind,  so  ist  man,  wie  sich  nachher  zei- 
gen wird,  genöthigt,  eine  Reihe  von  Gleichungen  ersten  Grades 
zwischen  beliebig  vielen  Unbekannten  aufzulösen.  Wir  schicken 
dahet  eine  Erörterung  über  dieses  Problem  voraus. 

Bildet  man  aus  n  verschiedenen  Grössen  a,  5,  c,  .  .  p,  %  die 
Differenzen  zwischen  jeder  Grösse  und  allen  ihren  Vorgängern, 
nämlich 

h  —  a, 

c  —  a,  c  —  6, 
d  —  a,  d  —  6,  rf  —  Cj 


h  —  a,h  —  b, h  —  ^, 

so  besitzt  das  Product  sämmtlicher  Differenzen 

Pn  =  Q>'-a){c--a){c^h)  ....  (ä  — a)(Ä  — b)  .  .  (ä  — ^) 

die  Eigenschaft ,  dass  es  jedesmal  zu  Null  wird,  sobald  man  für  eine 
der  Grössen  eine  der  übrigen  setzt,  z.  B.  a  statt  h  oder  g  statt  o. 
Der  Grund  dieses  Yerschwindens  liegt  einfach  darin ,  dass  bei  jeder 
solchen  Substitution  einer  der  Factoren  von  P»  in  Null  übergeht. 
Selbstverständlich  kommt  die  genannte  Eigenschaft  von  Pn  auch 
dem  entwickelten  Producte  zu,  z.  B.  für  n  =  3  dem  Aggregate 

P3  =  tc«  —  h^c  +  ca^  —  d^a  +  ah^  —  a^ft, 
und  zwar  geschieht  das  Verschwinden  von  P«  dann  so,  dass  sich  zu 
jedem  Summanden  ein  anderer  findet,  welcher  ihm  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist. 

Aus  dem  entwickelten  Producte  bilden  wir  einen  neuen  Aus- 
druck, indem  wir  jeden  Potenzexponenten  in  einen  gleichgrossen 


S. 67.  Dass  man  f(s)g>{ü)  durch  F(8^a)  ersetzen  darf,  hat  Genocchi  be- 
merkt, Annali  dt  science  matematiche  et  fisiche,  compäaH  da  B.  Tortolini^ 
T.  VIII,  p.  284.  Viel  älter  ist  die  Forme^  32),  welche  sich  zuerst  auf  p.  128 
▼on  Poisson's  Abhandlung  Sur  Pint^grdtion  de  quelques  iquations  etc.  in  den 
M^oires  de  Vacadiinie  de  Paris^  ann^e  1818  (erschienen  1820)  findet;  sie  wurde 
später  von  Heine  auf  eine  beliebige  Zahl  von  Variabelen  ausgedehnt, 
Crelle's  Journal,  Bd.  61,  S.  356. 
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Index  yerwaodeln,  wodurch  z.  B.  a^h^c''  in  a^^hiCi  und  analog  h^c^ 
=  a^b^c^  in  Oo^jCs  ühergeht;  diesen  neuen  Ausdruck  nennen  wir 
C«.     Hiemach  liefert  z.  B.  P,  =  a«l>*  —  a^to  den  Werth 

ehenso  leicht  erhält  man 

überhaupt  ist  Qn  eine  gewisse  Function  der  n'  Grössen 

<hi     ^0»     ^f     •     •     •     ^0»     Äo, 
ölf     ^.     ^i>     •     •     •     <7i»     Äi, 


fl«— 1»    ^n— 1>    <?»—!»      •      •      •      9n^l9    Ä«— 1 

und  heisst  die  Determinante  derselben.     Man  bezeichnet  sie  ent- 
weder kurz  mittelst  eines  Summen  Zeichens 

Qn  =  ^  (±  (hh<h     '     .     .    fl^^-a  Äii-i) 
oder  ausführlicher  durch 

CLq^        O^y         •         •         •         Aq 

öl,     bi,      .      .    '.      Äi 


Die  Determinante  Qn  besteht  aus  n  (n  —  1)  theils  positiven  theils 
negativen  Gliedern,  deren  jedes  von  der  Form  aphq  ,  .  ,  hg  ist ;  die 
Indices  1?,  fl«  •  •  •  s  werden  durch  alle  möglichen  Yertauschuugen  der 
Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  (n  —  1)  gebildet,  und  dabei  erhält  der  betref- 
fende Summand  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
seine  Indices  durch  eine  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl 
von  Yertauschungen  entstanden  sind.         • 

Es  erhellt  nun  leicht,  dass  sich  die  Haupteigenschaft  von  P^ 
unmittelbar  auf  Qn  übertragen  lässt.  Wurde  nämlich  einer  der 
Buchstaben  a,  &,  .  .  .  ^  durch  einen  der  übrigen  ersetzt,  so  ver« 
schwand  das  entwickelte  Product  P«,  weil  jeder  Summand  desselben 
durch  einen  gleichen  und  entgegengesetzten  Summanden  aufgehoben 
wurde;  die  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indices  stört  weder  die 
Gleichheit  noch  die  Vorzeichen  solcher  Summanden,  mithin  ver- 
schwindet Qn  unter  denselben  Umständen  wie  P».  Dieser  Satz  lässt 
sich  auch  in  Gleichungen  darstellen,  wenn  man  die  Determinante 
entweder  nach  den  a  oder  nach  den  Z>  u.  s.  w.  anordnet.  Bezeichnen 
wir  mit  A^a^  die  Summe  aller  Glieder,  welche  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  a^  besitzen ,   ebenso  mit  Ai  üx  die  Summe  aller  den 
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Factor  ai  enthaltenden  Glieder  u.a.  w.,  so  können  wir  Qn  folgender- 

niaassen  darstellen 

Qn  =  Aqüq  +  ^101  +  A2<h  +  •  •  •  +  ilji-ia«-i, 

und  dann  gelten  nach  dem  Vorigen  die  n  —  1  Gleichungen 
0  =  iio&j  +  Aihi  +  A^hi  +  •  •  •  +  il«-i6«-i, 
0  =  -AoCö   +  -4i  C,   +  iljC2  +  •  •  •  +  A^-i  Cn-l, 

0  =  iloÄo   -+--^1^1    +   A^hi    +  •  •  •   +   -4n_iÄ„-_i. 

Mittelst  dieser  Relationen  gelangt  man  rasch  zur  Auflösung  des 
folgenden  Systemes  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n  Un- 
bekannten X,  F,  Z,  «  .  .  W; 

aoX  +  bo  r  +  CoZ  +  .  .  .  +  Äo  T7  =  Äo, 
aiX  +  5i  r  +  CiZ  +  .  •  .  +  Äi  TF  =  Ä„ 


36) 


Man  multiplicire  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  j4o*  die  zweite  mit 

^1,  die  dritte  mit  A^  u.  s.  w.;  die  Summe  aller  Producte  ist  dann 

(i4o«0  +  ^1«!   +  •  •  •  •  +  An-ian-i)X 

+  (^bo    +   ^1»!    +••••    +   An^lln^l)Y 

+  (iioCb  +  AxCi  + +  u4„-iC„-i)Z 

+ 

+  (^OÄO    +  ^lÄi    +   .  .  .  .    +   An^lK^l)  W 
r=z'  Afih   +   A.ihi    + 4-  An-.iK^l^ 

Der  Coefflcient  von  X  ist  die  Determinante  Qn\  die  Coefflcienten 
von  F,  Z,  .  .  .  TF  sind  zufolge  der  obenerwähnten  Relationen  gleich 
Null,  mithin  enthält  die  Gleichung  nur  die  eine  Unbekannte  X.  Auf 
der  rechten  Seite  steht  gleichfalls  eine  Determinante,  welche  sich 
von  Qn  dadurch  unterscheidet,  dass  h  an  der  Stelle  von  a  steht. 
Nach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

37)  ^  _  ^  i±  hh(h  '  '  ■  fen~i) 

2  (±aol)iCi  .  .  .  hnS 
Zur  Bestimmung  von  Y  dient  dasselbe  Verfahren,  wobei  man  Qn  erst 
unter  der  Form  J?o^6  +-Bi^i  +  etc.  darstellt,  die  Gleichungen  36) 
mit  J?0)  -^1*  etc.  multiplicirt  und  die  Producte  addirt;  man  erhält 

£  (±  aohC2  .  .  .  hn^i) 

jLn{  gleiche  Weise  findet  sich 
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-S(±ao5iC,...Ä«-i)  I 

u.  8.  w.  bis  zuletzt 

£  (±  OohiCi  .  .  .  gn^ihn^i)  ! 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  das  n-fache  Integral 

38)  B=ff..F(t,8,...y,x)dtd8...dydx,  ' 

dessen  Integrationen  in  der  Keihenfolge  rc,  ^,  .  .  .  s,  f  zu  ToUziehen 
sind,  und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  an  die  Stelle  der  bis- 
herigen Variabelen  n  neue  Veränderliche  |,  i?,  .  .  .  <y,  r  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

39)  a?=/o(|,i?,...r),    y=/i(S,i7,...^X    ^=/«(l,i7,...i?),... 

<=/.-i(|,iy,  ...T) 
verbunden  sind.     Nennen  wir  <^  (r,  .  .  .  iy,  |)  die  neue  Function  von 
I,  1?,  ...  r,  in  welche  JF(f,  .  .  .  y,  x)  nach  Substitution  der  gegebe- 
nen Werthe  übergeht,  und  setzen  wir  femer 

dt  ds  .  .  .  dy  dx  =  Sl  dt  dö  .  .  .  dr^  d|, 
so  erhalten  wir 

40)  8=J J..O(x,6,...ri,i)Sldxd6...dndi', 

im  Wesentlichen  kommt  also  das  Problem  auf  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  Sl  zurück. 

Da  sich  die  erste  der  früheren  Integrationen  auf  x  bezieht,  so 
sind  zunächst  y^  z^  .  .  .  t  als  Constanten  anzusehen,  und  die  n  Glei- 
chungen 39)  enthalten  demnach  die  n  +  1  Variabelen  a?,  |,  i?,  S, . . .  t; 
die  Differentiation  giebt  daher,  wenn  die  partiellen  Differentialquo- 

tienten  ^,    -~,  etc.  kurz  mit  2)|/,  2>,j/,  etc.  bezeichnet  werden, 

dx  =  2>|/o  .  d|  +  2>,,/o  .  eliy  + +  2>t/o  •  d% 

0  =  D|/i  .  (?|  +  D,,/i  .  efiy  +  •  •  •  •  +  A/i  .  e?r, 
0  +  D|/2  .  eil  -f  D^/a  .  dl?  +••••+  Dr/a  •  dx, 

0  =  D|A-i  .  c?|  +  Br^fn^x  .  dl?  + +  Dt/«-i  .  dr. 

Um  mittelst  dieser  n  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen 
dx  und  di  zu  finden,  benutzen  wir  die  durch  Formel  37)  gegebene 
Auflösung  der  Gleichungen  36),  indem  wir  als  Unbekannte  ansehen 
X  =  d^,  r=  d%  etc.  und  Äq  =  ^^>  Äi  =  Äj  .  .  .  =  0  nehmen. 
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Wegen  der  letzteren  besonderen  Werthe  ist  Z  (+  kf^hic^  .  •  .  hn-\i 
=  ^o-^Ci  ^1^  •  •  •  *«— 1)1  mithin 

und  umgekehrt 

***-       ^(±D,/..D{/,...D./.-x)       '*^- 

Denken  wir  uns  diesen  Werth  eingesetzt  und  in  dem  einen 
vielfachen  Integrale  die  Integi:ation  nach  x^  im  anderen  die  auf  | 
bezügliche  Integration  ausgeführt,  so  sind  zusammen  noch  die  Ya- 
riabelen  y,  z,  .  ,  ,  t  und  17,  ^,  .  .  .  t  vorhanden,  unter  denen  aber, 
wegen  der  jetzt  folgenden  auf  y  bezüglichen  Integration ,  jer,  .  .  .  t 
als  Constanten  gelten.  Differenziren  wir  nun  die  n  —  1  Gleichun- 
gen y  =/i,  jp  =/j|,  .  .  ,  t  =/n— 1  in  Beziehung  auf  die  in  Frage 
kommenden  Variabelen,  so  haben  wir  die  n  —  1  Gleichungen 
dy  =  D^A  .dti  +  Dcfi.dt  +  ""  +  Dr/i  •  är, 
>0  =  D^/,  .  äfl  +  DcA  'dt  + +  Dr/a  .  dt, 

0  =  Dnfn^i  .  dri  +  Dc/n-i  .  dt  + +  Dtfn^i  .  dt; 

aus  diesen  ergiebt  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

Nunmehr  sind  noch  die  Variabelen  jer,  ^,  (»  .  .  .  r  vorhanden, 
in  Beziehung  auf  welche  die  Gleichungen  jp  =/],  .  .  •  ^  =^11—1 
differenzirt  werden  müssen;  die  Entwickelung  von  dg  liefert 

^'-      2;(±D,/3....D,/,_0      ^''- 
Auf  diese  Weise  fortgehend  erhält  man  als  vorletzte  Gleichung 

''-  2(±I)r/n-.) '"' 

worin  2^(+  Dt/n— 1)  =  I>r/«-i  ist,  und  als  letzte  Gleichung,  wo 
nur  t  =fn^i  zu  di£ferenziren  bleibt, 

dt  =  A/n-i  .  dv. 
Multiplicirt  man  die  für  dx^  dy^  .  ,  .  dt  gefundenen  Werthe 
und  beachtet,  dass  der  Nenner  jedes  solchen  Werthes  gleich  dem 
Zähler  des  folgenden  Werthes  ist,  so  ergiebt  sich 
dt  da  ....  dp  dx 
=  ^(±  A/o  •  -Z>„/i  .  .  .  Drfn^i)dzd(S  .  .  .  dfidl 
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Endlich  wollen  wir/o, /i,  .  .  ./n— i  ganz  vermeiden,  indem  wir 
dafür  wieder  x,  y,  •  .  .  t  schreiben;  es  ist  dann 

£1  =  27 (+  Dtx  .  Dr^y  .  Bi^e  .  .  .  D^t), 
oder  ausführlicher  dargestellt 


41) 


ß  = 


dx 

dx 

dx 

dx 

H' 

8^' 

d-f 

dr 

8y 

d» 

dy 

dy 

81' 

dr,' 

dl 

dt 

de 

de 

dz 

de 

dl' 

dr)' 

dl 

dt 

dt 

dt 

dt 

dt 

81' 

»,' 

dl 

••ä; 

Der  Factor  ü  ist  demnach  die  Determinante  aus  den  n^  par- 
tiellen Dififerentialquotienten  von  x^  y^  z^  etc.,  genommen  nach 
I,  17,  i  etc.;  man  pflegt  sie  die  Functionaldeterminante  des 
gegebenen  Gleichungensystemes  (39)  zu  nennen. 

Bei  zwei  Variabelen  wird 

dx    dy        d'y    dx 


£1  = 


und  bei  dreien 


81     dfi        g|     dn' 


H\^'H      dri'dV'^d^Xdri'di      dndÜ 

8£/8£  83(_8^   ö^N 

wie  schon  in  Tbl.  I.  bewiesen  worden  ist  *). 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  geben,  setzen  wir  zunächst 
zwei  Variabele  x,  y  voraus,  welche  mit  zwei  neuen  Variabelen  u 
und  V  durch  die  beiden  Gleichungen 


42) 


-,+ 


r 


U^  —  Ä2 


=   1. 


t;2  ~ 


V^  —  Ä' 


=  1, 


*)  Die  Transformation  eines  Doppelintegrales  hat  Euler  gezeigt  in  den 
Nov.  Comment.  Pttropol  XIV  (1759),  I,  pag.  72;  für  das  dreifache  Integral 
gab  Lagrange  die  Bestimmung  von  Sl  in  den  Mim.  deVAcadimie  de  Berlin^ 
1773,  p.  125.  Die  Theorie  der  Determinanten  und  deren  Anwendung  auf 
die  Transformation  vielfacher  Integrale  ist  von  Jacobi  begründet  worden; 
8.  Cr  eile's  Journal,  Bd.  III,  S.  253;  IV,  321;  X,  101;  XII,  1;  XXII, 
285  u.  319. 
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oder 

43)  *-T'         ^- h 

verbunden  sein  mögen.  Betrachten  wir  für  den  Augenblick  u  und 
V  als  Constanten  und  nehmen  tt  ]>  A  ^  t7,  so  repräsentirt  die 
erste  der  Gleichungen  42)  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  u  und 
Vtt^  —  h\  die  zweite  eine  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  v,  Vä^  —  v^; 
beide  Curven  haben  dieselbe  lineare  Excentricität  h=OF  (Fig. 59), 
mithin  gemeinschaftliche  Brennpunkte.     Einem  mit  dem  Minimal- 


Fig.  59. 


werthe  t*  =  Ä  anfangenden 
und  continuirlich  wachsenden 
u  entspricht  eine  Schaar  con- 
focaler  Ellipsen,  deren  kleinste 
eine  Gerade  von  der  Länge 
2Ä,  und  deren  grösste  ein 
mit  dem  Radius  li  =  oo  be- 
schriebener Kreis  ist.  Einem 
von  V  =  h  bis  t;  =  0  ab- 
nehmenden V  entspricht  eine 
Schaar  confocaler  Hyperbeln, 
deren  erste  mit  der  o;- Achse, 
und  deren  letzte  mit  der 
y- Achse  zusammenfallt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  jeder  durch 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  und  y  bestimmte  Punkt  P  auch 
als  Durchschnitt  einer  Ellipse  UP  und  einer  Hyperbel  VF  ange- 
sehen werden  darf,  wobei  Oü  =  u,  0V.=^  v  ist.  Nachdem  hier- 
mit die  geometrische  Bedeutung  der  neuen  Variabelen  U  und  v, 
welche  elliptische.  Coordinaten  in  der  Ebene  heissen,  fest- 
gestellt ist,  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse 

dy     dx 
~   '  dv 

mittelst  der  Formeln  43)  zu  berechnen;  man  erhält  schliesslich 
44)  ffF{x,y)dxdy 


^^dxdi_ 

du    dv        du 


__    f  fpfji^     V(^^  —  h^)  (h^  —  v^)\       ju^  —  v^)  dudv 

Beispielsweise  sei  das  Integral  linker  Hand  folgendes 
/^      /^ dxdy 


') 
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darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven 
Werthe  von  X  und  y  beziehen,  für  welche  das  im  Nenner  stehende 
Radical  reell  bleibt^  d.h.  geometrisch,  der  Spielraum  des  Punktes  xy 
sei  die  Fläche  ^ines  aus  den  Halbachsen  OÄ  ==  a  und  OJ?  ==  5 
construirten  Ellipsenquadranten.  Nimmt  man  h  =  Va*  —  h^  oder 
t^  z=  a^  —  Ä^,  so  gehört  diese  Ellipse  jsu  den  vorhin  erwähnten 
confocalen  Ellipsen,  und  dann  muss  u  von  h  bis  a  wachsen,  v  von 
h  bis  0  abnehmen;  die  Formel  44)  giebt  jetzt 


y («2  _  t«2)  (a«  —  v^  (w«  —  Ä2)  (Ä2  -» e;2) 

Der  Werth  des  linker  Hand  stehenden  Integrales  findet  sich 
mittelst    der  Substitutionen  X  =  agcosdy  y  =  hQSinO  und  ist 
=  \7cah',  man  hat  demnach 
h 
(u^  —  v^)dudv n 

^    ^    V(aa  — 1*2)  (a«  —  v^)  (u^  —  h^)  (h^  —  t;^)  ~  2" ' 

wo  nun  a  und  ^  <^  a  beliebige  reelle  Grössen  bedeuten.  Setzt  man 
noch  a  =  1 ,  Ä  =  einem  echten  Bruch  x,  femer  y  1  —  x^  =  x' 
und  substituirt 


u  =  Vi  —  71^'^  sin'^  tj;,     v  =  7t  sin  9, 
so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


In  In 


ff 


(1— x^gm^y)  +  (l^x'^sin^tlf)  —  1        ^  .  _  f^ 


^     ^  V(l  —  x2  siw2  g))  (1  —  x'2  sin^  ^)  2 

und  aus  dieser  folgt  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

wobei  die  abgekürzte  Bezeichnung  für  die  vollständigen  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  angewendet  ist*). 


♦)  Die  obige  Eigenschaft  von  E^  K,  E',  W  findet   sich    zuerst   bei  Le- 
gendre  im  Traii€  des  fonctions  elUptiques,  T.  I,  p.  61.     Man  kann  sie  leicht 
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Als  storeometrisches  Gegenstück  zam  Vorigen  mögen  noch  die 
elliptischen  Coordinaten  im  Räume  betrachtet  werden.  Fin- 
den nämlich  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  o?,  y^  e  und 
den  neuen  Yariabelen  t»,  t;,  w  die  folgenden  drei  Gleichungen  statt 


45) 


5!  +  _i?!_  4._!L__i 

tt«  ^  tt>  —  Ä»  ^  W«  —  Ä«  ~      • 

Z. L  y I 1 

t;3   ^   t;2  —   Ä»   ^   i;«  —    Ä« 

^   +  y'  +  — ?!--    -  1 

t(?2   ^   <^8  _   ^2   ^   «;2  —  A;»  ~      • 


SO  ist  der  Punkt  rcyxf- der  Durchschnitt  von  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung.     Unter  den  Voraussetzungen 

ist  die  erste  Fläche  ein  EUipsoid,  die  zweite  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, welches  sich  in  der  Richtung  der  e  erstreckt,  die  dritte  ein 
getheiltes  Hyperboloid,  das  in  der  Richtung  der  x  unendlich  fort- 
geht; alle  drei  Flächen  haben  dieselben  linearen  Excentricitäten 
Ä,  Ä-,  Vä^  —  h^  und  sind  demnach  confocal.  Lässt  man  u  von  sei- 
nem Minimalwerthe  h  an  wachsen,  so  entsteht  eine  Schaar  von  EUip- 
soiden,  deren  erstes  ein  elliptisch  begrenzter  Theil  der  052/ -Ebene 
und  deren  letztes  eine  unendlich  grosse  Kugel  ist.  Einem  von  h 
bis  h  abnehmenden  v  entspricht  ferner  eine  Schaar  einfacher  Hyper- 
boloide; das  erste  derselben  fällt  mit  der  rr 2/ -Ebene,  das  letzte  mit 
der  O/jer- Ebene  zusammen.  Lässt  man  endlich  w  von  h  bis  0  abneh- 
men, so  entsteht  eine  Schaar  getheilter  Hyperboloide ,  deren  erstes 
in  die  iT-er-Ebene  und  deren  letztes  in  die  i/jer- Ebene  fällt. 

Aus  den  Gleichungen  zwischen  a;,  y,  z  und  u,  p^  w  erhält  man 

^^^    ^-TF-      

wobei  zur  Abkürzung  sein  möge : 


dadurch  ▼erificiren,  dass  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  und 

dE    dF      ^ 
hierbei  die  auf  S.  301    und  302    angegebenen   Formeln   für  -^ ,  ■^--  nebst 

der  Gleichung  xel«  ss  —  x'(?x'  benutzt. 
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'  Vtt»  —  Ä2  =  Wi,         Vm2  —  Ä»  =  IIa, 

47)  Vi;»  —  Ä2  =  t;i,  Vk^  —  t;2  =b  t;^, 

VÄ»  —  M;2  =  Wi,  VA;2  _  fffi  =  i^j. 

Durch  Berechnung  der  iFunctionaldeterminante  gelangt  man  nan 
zu  folgender  Transformation 

48)  fjf^^^'  ^'  ^^  *^  ^^  "^^ 
*  (w,  t;,  w)  ^^ -^ -^ -dudvdw. 

Als  Beispiel  diene  der  einfache  Fall  F(x,  y,  jp)  =  1,  wobei  die 
Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 

genügenden  x,  y,  z  ausgedehnt  werden  sollen;  das  Integral  linker 
Hand  bedeutet  dann  das  Volumen  von  dem  Octanten  eines  aus  d^n 
Halbachsen  a,  &,  c  construirten  Ellipsoides,  besitzt  also  den  Werth 
\na}>c.  Nimmt  man  rechter  Hand  h  =  Va^ —  &^  k  =  Vo^"--^ 
oder 

h  =  Vaa  —  h^  c  =  Va»  —  Ä», 

so  gehört  dieses  EUipsoid  zu  der  vorhin  erwähnten  Schaar  confo. 
caler  Ellipsoide,  und  es  ist  dann  u  von  A;  bis  a,  v  von  k  bis  h^  iv 
von  h  bis  0  auszudehnen;  dies  giebt  folgende  Formel 

Ui  «2  Vi  V^  Wi  W^ 

*      A      Ö  

=  I  na  V{a^  —  Ä«)  (a»  —  k^), 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  Grenzfall  des  soeben  erörterten 
Goordinatensystems,  d.  h.  deijenige  Fall,  bei  welchem  die  ^Uipsoide 
in  Kugeln,  und  die  Hyperboloide  in  ihre  Asymptotenkegel  über- 
gehen. Setzt  man  nämlich  t«  =  r,  v  =  «5,  w  =  «^  f  Ä  für  Ä  so- 
wie cjfc  für  Ä  und  lässt  schliesslich  «  zu  Null  werden,  so  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  45)  in  folgende 

'  a?«  +  3^2  ^  Xf2  =  r2 


a     M     n 

ffß 


49) 


X^  1/2  jgi 

«2  T^   33  _  ^2    ^   S^   —.  h^  —  ^' 

«2  4/2  «2 

^2  ^   ^3  _   Ä»   ^    <2  —  Ä«  * 
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und  nnn  ist  der  Punkt  xy£f  der  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  zwei 
elliptischen  Kegeln,  wobei  analog  dem  Früheren 

r>0,  h>8>K  h>t 

sein  moss.     Statt  der  Formeln  46)  erhält  man 

^  =  ^-  

_  r  V(sg  —  feg)  (h^  —  t^)  _rV(k^  —  s^)ik^  —  t^) 

und  wenn  zur  Abkürzung 

1  ti    =  VÄ»  —  *2,  «2  =  VAj2  —  ^2 

gesetzt  wird,  so  geht  die  Gleichung  48)  in  nachstehende  über 
52)  J  j  jF{x,y,e)dxdyd0 


-///■ 


^  (ns,0  '^^■^^—rp-drdsdt 

SiSj  tit2 


Diese  Transformation  lässt  sich   noch  in  einer  anderen  Form 
darstellen.     Substituirt  man  nämlich 


s  =  fc  Vi  —  ^^sin^q>t  t  =  hk'  sin  i/^, 

so  sind  die  Werthe  von  x,  y,  ß 

53)  X  =  rVl  —  A2sm*9  .  8ini\>,      y  =  r cos (p cos tl^j 

z  =  rsiny  Vi  —  X''^sin^ip 
und  aus  Nro.  52)  wird 

54)  f  j  J  F  (X,  y,  z)  dx  dy  dz 

=z  —  I    I    /  0(r,y,^)  ^     '  ^  ^^  drdwdt. 

In^  Falle  A=l,  A'  =  0,  '^j  =z\n  ^  %  geht  dieses  System 
der  elliptischen  Kugelcoordinaten  in  das  System  der  gewöhn- 
lichen Polarcoördinaten  im  Räume  über*). 


*)  Die  elliptischen  Coordinaten  sind  hauptsächlich  von  Lame  eingeführt 
nnd  zur  Lösung  von  Aufgaben  aus  der  Wärmetheorie  benutzt  worden; 
8.  Liouville's  Journal  Bd.  II,   S.  147  (Mimoire  sur   les  surfaces  isothermesjy 
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m.   Reduotion  vielfacher  Integrale  auf  Produote  aus 
elnfaelien  Integralen. 

Wenn  bei  einem  mehrfachen  Integrale 


fff- 


die  Function  /(a?,  y,  jer, . . .)  in  ein  Product  von  Functionen  der  einzel- 
nen Yariabelen  zerlegt  werden  kann,  etwa 

f(x,y,e,...)  =  q)ix)t(y)x(^)  ••  •• 
nnd  wenn  gleichzeitig  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind,    80  reducirt  sich  das  mehrfache  Integral  von  selbst  auf  ein 
Product  einfacher  Integrale,  nämlich 

J  J  J  •'  ^^^^^^^^(^^^  "  dxdydz  .  .  . 

JTo     Vo       «<) 

=  \fq>(.^)dx       ft(lf)dy       fx{z)dz      .... 

und  damit  ist  die  Hauptschwierigkeit  überwunden,  weil  es  Mittel 
genug  zur  numerischen  Berechnung  einfacher  Integrale  giebt.  Frei- 
lich wird  eine  derartige  Sonderung  der  Variabelen  meistens  nicht 
direct  ausführbar  sein,  wohl  aber  glückt  es  in  vielen  Fällen,  durch 
Zusatz  eines  passenden  Factors,  der  selber  ein  Integral  ist,  sie  aus- 
führbar zu  machen.  Die  hierzu  verwendbaren  Mittel  wird  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen. 

Das  zu  reducirende  Integral  sei 

P=    fff         <^os[.H^''^'y^^-e^^-'-)\dxdydz  ... 

Bei  der  Unmöglichkeit,  den  Cosinus  auf  die  vorhin  erwähnte 
Art  in  Factoren  zu  zerlegen,  ist  es  schon  ein  Vortheil,  wenn  man 
statt  des  gegebenen  Integrales  das  folgende  betrachtet 


Bd.  IV,  S.  100  (Sur  Viquüibre  des  temp&atures  etc.)  und  die  beiden  Werke: 
Legons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les  surfaces  isothermes, 
Paris  1857,  und  Legons  sur  les  coordonn€es  curvüignes  et  leurs  diverses  applico' 
tions,  Paris  1859. 
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Ton  welchem  P  der  reelle  Bestandtheil  ist,  denn  hier  kann  bereite 
die  Exponentialgrösse  in  Factoren  aufgelöst  werden.  Um  femer 
den  unbequemen  Nenner  wegzuschaffen,  erinnern  wir  an  die  auf 
S.  275  bewiesene  Formel 


/i^  «""'*«  =  Vr^'^*' 


oder 


Jv. 


Vfc  V«  j/  V» 


und  benatzen  dieselbe  fttr  *  =  (a*  —  «)*  +  0>y  —  /')*  +  •••• 
Setzen  wir  Oberhaupt  zur  Abkürzung 
8  =  ««  +  y»  +  «»  + , 

80  können  wir  JB  unter  folgender  Form  darstellen 

B  =   ff-  •  •  ^^'dxdy  •  .  .  -L<r-V4<«y-l=e"*«J«. 

—0»  —00  '  ^  0        "^  ^ 

Yersparen  wir  die  auf  u  bezügliche  Integration  bis  zuletzt, 
80  ist 

OD  OD         00 

56)        B  =  -l=c-V4<Ä y^   r   r  .  e^i^'^^^'^dxdy  .  . . 

In  dem  vielfachen  Integrale  nach  rr,  y,  etc.  kann  nun  die  Son- 
derung der  Yariabelen  ausgeführt  werden.  Zufolge  der  Werthe 
von  8  und  r'  hat  man  nämlich 

ks  +  wr«  =  (a»  +  j32+.y2^ )u 

+  (a*w  +  A)rc«  —  2.aaux 
+  (h^u  +  X)y^  —  2bßup 

+ 

mithin  zerfällt  das  Integral 

OD  OD 

f  f..^<^+'"*>dxds... 

—  00   — OD 

in  das  Product  aus  folgenden  Factoren 


Digitized  by 


Google 


Die  yielfachen  Integrale.  -511 


OD 

—  CO 
'  OD 


Die  Werthe  der  einfachen  Integrale  nach  x,  y^  etc.  findet  man 
mittelst  der  Formel  54)  auf  S.  275;  vereinigt  man  hierauf  alle 
Factoren,  setzt  zur  Abkürzung 

und  bezeichnet  mit  n  die  Anzahl  der  Yariabelen  ar,  y,  e^  etc.,  so  ge- 
langt man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  das  nach  x^  y,  etc.  genommene 
Integral  gleich  ist 

V(a»w  +  A)(&»«  +  A)(c2tt  +  A)...' 
Hieraus  folgt  nach  Nro.  56) 


+  A)... 


Durch  Einfahrnng  einer  neuen  Yariabelen  t  mittelst  der  Sub- 
stitution 


a*  /ja  y« 


erhält  man  noch,  wenn  zur  Abkürzung 

57)  T 

^setzt  wird, 

Schliesslich  kann  man  in  Nro.  55)  und  58)  die  reellen  und  die 
imaginären  Theile  vergleichen;  die  Resultate  sind  dann 
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59)  /  f        co8[A(a;'  +  y»  +  -)]da;«?y... 
LI,'     V(a«-a)»  +  (by-/J)»  +... 

60)  /  r      »«•n[A(x»  +  y»  +  ..-)]«?:Bdy  .  .  . 
:/,i/,     Viax-a) 


Aas  diesem  Beispiele  dürfte  hinreichend  ersichtlich  sein,  wie. 
sich  das  anfangs  erwähnte  Princip  auf  vielfache  Integrale  anwenden 
lässt,  wenn  die  gegebenen  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind.  Bei  den  meisten  Integralen,  die  zur  Lösung  mechanischer, 
physikalischer  und  anderer  Probleme  gebraucht  werden,  ist  aber 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  vielmehr  bestimmen  sich  die  Integra- 
tionsgrenzen gewöhnlich  durch  Ungleichungen  wie  0  <^  x  -^  y 
+  •••<;  1  oder  0  <  aJ*  +  y'  +  •  •  •  <  1  u-  dgl.  In  solchen 
Fällen  muss  man  zunächst  dem  vielfachen  Integrale  absolut  con- 
stante  Grenzen  verschaffen  entweder  durch  Substitution  neuer  Ya- 
riabelen  oder  auf  einem  anderen  Wege,  den  wir  sogleich  zeigen 
wollen. 

In  dem  vielfachen  Integrale 

^~  J  J  J  '  'f(^,y,^,")äxdydg.  . 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  x,  y,  g,  ,  .  .  bezie- 
hen, welche  der  Bedingung 

61)  0<  g)(a:,y,£',...)<  1 

genügen,  und  es  seien  mittelst  letzterer  die  Integrationsgrenzen  Xq 
und  Xi  für  x^  po  ^^^  Vi  ^^  V  etc.  bestimmt  worden.  Zufolge  der 
summatorischen  Bedeutung  jedes  Integrales  kann  man  jetzt 


^=//- 


.f(x,y,.\.)dxdy  . 
als  Theil  eines  anderen  und  ähnlichen  Integrales 
F=   f  f...f{x,y,...)dxdy. 


-ff 
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ansehen,  dessen  Integrationsintervalle  weiter  sind  als  die  ent- 
sprechenden Intervalle  in  ü,  d.  h. 

denn  in  der  That  enthält  V  dieselben  Elemente  wie  ü  und  ausser- 
dem unendlich  viele  andere  Elemente,  welche  der  Bedingung  61) 
nicht  genügen.  Könnte  man  diese  überschüssigen  Elemente  aus  V 
wegschaffen,  so  würde  sich  V  in  U  verwandeln.  Zu  einer  solchen 
Elimination  eignet  sich  nun  das  Integral 

00 

>,«v  2     r  sin  CO  C088C9  , 

^^^  *  =  «7 — 5 — ''"'• 

0 

dessen  Werth  nach  den  Formeln  20)  und  21)  auf  S.  195  und  196  ist 

«  =  1,  für  0  <  s  <  1, 

«  =  0,  für  5  >  1. 

^etzt  man  nämlich  8  =  q)(x,y,e,,,.)  und  betrachtet  das  neue  In- 
tegral 


-U 


.  «/(a?,y,...)  dxdp. 


als  Summe  seiner  Elemente,  so  werden  alle  Elemente,  welche  .der  Be- 
dingung 61)  nicht  genügen,  durch  das  Verschwinden  von  6  ausge- 
schieden, und  die  übrig  bleibenden  Elemente  von  W  sind,  wegen 
€  =  1,  dieselben  wie  die  entsprechenden  Elemente  in  U,  d.  h.  es 
ist  W  =  U.  Mit  anderen  Worten,  statt  des  Integrales  ü,  welches 
an  die  Bedingung  61)  gebunden  ist,  kann  man  das  neue  Integral 

OD 

nj  J"J — m — fi^^y^-)^<^iy-ä'» 

0 

setzen  und  darin  die  auf  iv,  ^,  . . .  bezüglichen  Integrationsgrenzen 
beliebig  erweitem,  etwa  von  0  bis  1  oder  von  0  bis  oo  u.  dgl. 

Dieselbe  Bemerkung  passt  auch  auf  das  allgemeinere  Integral 


//• 


F[ip{x,y,...)\f{x,y,.,.)dxdy 


dessen  Integrationsgrenzen  durch  die  Bedingung 

^  <  9(^»y.  ••  •)<  -^1 
bestimmt  sein  mögen.     Unter  der  Voraussetzung  positiver  Aq,  X\ 
und  für 

?>(*,  y, .  ..)  =  «>  0 

ist  nämlich  der  Werth  des  Doppelintegrales 

Sohlömilch,  Analytii.    H.  33 
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OD  Xl 

—  /  co3  3(od(o  j  F(0)co8aOd$ 

=  F(s)  odertsrQ,  jenaohdem  8  zwischen  Ao  und  Ai  liegt  oder  nicht; 
man  hat  also 

»  Xl 

8  =  ^jJ..f(x,if,..)dxdpJco8s&d(ojF(0)ca8&dde 

und  zugleich  darf  man  die  Integrationsgrenzen  f{ira;,  y,  etc.  beliebig 
ausdehnen,  weil  das  als  Factor  zugesetzte  Doppelintegral  alle  der 
Integrationsbedingung  Aq  <C  ^  <C  Ai  nicht  genügende  Elemente  aus- 
scheidet.    Ein  Beispiel  mag  diese  Methode  erläutern. 
In  dem  dreifachen  Integrale 

8  =  r  f  fF(^l  +  ^  +  ^^  ^^^y^^ 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  und  negativen ,  der 
Bedingung 

a?'        «'        z^ 

«<^.  +  l^  +  «-?<» 

genügenden  Werthe  von  »,  y,  z  beziehen;  wir  setzen  zunächst,  um 
Brüche  zu  vermeiden,  ax^  by,  cziixr  x,y,z  und  haben  dann 

F(x^  +  y^  +  zi)dx  dyde 


J  J  J  V(ax-ay  +  {hy^ßY. 


0  <  «'  +  y'  +  i?»  <  1, 

wobei  wir  die  Abkürzungen 

s  =  a;2  +  y«  +  z\ 
r«  =  {ax^ay  +  (5y-/J)'  +  (c^er-y)« 

benutzen  wollen.  Nach  den  vorhin  angestellten  Erörterungen  kön- 
nen wir  S  durch  das  folgende  fünffache  Integral 

„        2alc    r  r  Cdxdydz  C  ,      /*    ,^,         ^^^ 

S  = /    /    / — /  cossada  J  F(fl)co3(oOdd 

0  0 

ersetzen  und  hierin  die  auf  o?,  y^  z  bezüglichen  Integrationen  zwi- 
schen beliebig  erweiterten  Grenzen  «Iso  auch  zwischen  den  Grenzen 
—  00  und  -f-  00  vornähmen ;  dies  giebt ,  Wenn  gleichzeitig  die  Rei- 
henfolge der  Integrationen  geändert  wird, 
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S=^fäu:fF{0)^aOaefff^  äs  d.d.. 


9  • 


Das  dreifache  lategral  nach  x^p^g  findet  sich  aiuNro.59)  frirfi=  3, 
A  =  ci,  mitbin  ist 

/*         r  1    r  gimoTdt 

da  I  F{ß)co$odde~  I  w       ,    v^,  ,    V.  >  ,  .X 


worin  T  den  Werth  hat 


T  = 


«'  •  /J«      .      y* 


+  PT7t 


flt  +  I  ^  b«  +  ^  T  c«  +  I 

Vergleicht  man  die  erste  und  letzte  Form  Ton  fi,  so  hat  man  bei 
etwas  anderer  Reihenfolge  der  Integrationen 

^^^     y  y  7  ^W  +  ^  +  ^)v(«-«)«4.(y-/l)»  +  (5-y)« 

=  _  2  ade  /'-__£= =  f^^^^do  fimcosaßde. 

Hieran  knüpft  sich  ein  weiteres  Resultat  Durch  Differentia- 
tion in  Beziehung  auf  a,  welches  rechter  Hand  nur  in  T  vorkommt, 
eatsteht  nämlich  die  neue  Gleichung 

per    (x^       y*        ir«\ (c  —  g)  dx  df  dg 

^^UJJ  ^V5i  +  P  +  ^;v[(«-a;)«+OJ-y)»  +  (y-^)T 

=4a5c«  r    .  ''^  fcosTada  fF(e)cosmed% 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  der  Werth  des  Doppelinte- 
grales 

OD  1 

U  =  I  cosTodfo  I  F(0)co8(oOdO 

0  0 

mittelst  des  Fouri er' sehen  Satzes  gefunden  werden  kann  und  zwar 
=  \nF{T)  oder  Null  ist,  jenachdem  T  weniger  oder  mehr  als  die 
Einheit  beträgt.  Um  dies  beurtheilen  zu  können,  unterscheiden 
wir  die  beiden  Fälle 

a»  ^  5*  ^  c«  ^ 
und 

33* 
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a«  ^  ft«  ^  ««  -^ 


Im  enten  Falle  ist  wegen  dee  hnmer  pontiTaB  f 
a*  If  y* 

O*  4-  I  ^  »*  +  «  ^    «»  +  <  ^     • 

d.  h.  r  <  1  mithin  U  =  |sF(T)  nnd  nach  Nro.  65) 

/    V(a«  +  0»(»*  +  0  («'+<) 

Im  zweiten  Falle  ist  anfangs,  d.  Il  für  i  =  0  und  überhaupt  för 
hinreichend  kleine  I  immer  noch  T  ]]>  1.  Während  aber  /  das  In- 
teryall  0  bis  od  dorchlänfl,  nimmt  T  fortwahrend  ab  und  oon- 
vergirt  gegen  die  Nnll;  es  giebt  daher  eine  Stelle,  bis  sa  welcher 
T^  1  ist  und  über  welche  hinaus  T<^1  wird  und  bleibt.  Diese 
Stelle  bestimmt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  7=19  d.  h. 
der  cubischen  Gleichung 

welche,  dem  Gesagten  zufolge,  nur  eine  reelle  positive  Wurzel  haben 
kann.     Nennen  wir  letztere  r,  so  ist 

für  *  <  T,         T  >  1,         r  =  0, 
fürf>T,         T<1,         U  =  \«F(T). 

Um  diese  verschiedenen  t  zu  sondern,  braucht  man  nur  das  auf  i 
bezügliche  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  65)  in  zwei  In- 
tegrale von  ^  =  0  bis  ^  =  T  und  von  ^  =  t  bis  t  =  oo  zu  zerle- 
gen. Im  ersten  Integrale  ist  dann  ^  <^  r  mithin  17  =  0,  und  folg- 
lich verschwindet  das  Integral;  es  bleibt  nur 

67)      f  f  f^C''  I  y'  I  ''\  {a-x)dxäydB 

'       J   J    J         \0»         b»  C»/y[(a_a;)J-|.(/J_y)»4-(y_;p)J]l 

=  2nahea  J  - 


Den  GreuB&Il 


y(a«+0'0>'+0(c»+o 


f!l  j.  £!  -I.  z!  _  1 

o»  "^  6»  "^  e*  ~ 
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kann   man  zn  jedem  der  beiden  Hauptfälle  reebnen;  es  ist  dann 
r  =  0,  und  die  Formeln  66)  und  67)  werden  identiscb. 

Aebnliche  Besultate  ergeben  sieb,  wenn  man  die  Gleicbung  64) 
in  Beziehung  auf  ß  oder  y  differenzirt;  sie  sind  von  Wertb  für  die 
Berecbnung  der  Anziebung,  welcbe  ein  mit  Ma^se  erfülltes  £llipBoid 
auf  einen  irgendwie  liegenden  materiellen  Punkt  ausübt  *). 


.*)  Die  Integration  mittelst  des  sogenanDten  Discontinnitätsfactors  f 
(Nr.  62)  ist  von  Lejenne-Dirichlet  gezeigt  worden  in  den  Abbandlangen 
der  Berliner  Akademie  v.  J.  1839  (erschienen  1841),  S.  61;  dass  man  die 
Fourier'schen  Doppelintegrale  als  allgemeinere  Discontinuitätsfactoren  ver- 
wenden kann,  dürfte  der  Verü  zuerst  bemerkt  haben  (Analytische  Studien, 
Bd.  II,  §.  23). 
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Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 


Vorläufige  Erörterungen. 

Bei  mechanischen  und  physikaliisrchen  Problemen  wird  nicht 
selten  die  Integration  von  Differentialgleichungen  erforderlich,  welche 
unter  der  Form 

1)  (<h+hx)j^^  +  (a,  +hx)  g  +  {a,  +  hx)  y  =  0 

enthalten  und  daher  als  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord* 
nung  zu  bezeichnen  sind.  Wie  diese  Integration  unter  allen  Um- 
stfinden  ausgeführt  werden  kann,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 
Um  gleich  diejenigen  Fälle  zu  erledigen,  bei  denen  man  mit 
den  gewöhnlichsten  Hülfsmitteln  ausreicht,  discutiren  wir  vorerst 
die  naheliegende  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Differential- 
gleichung 1)  ein  particuläres  Integral  von  der  Form 

2)  y  =  e**         . 

besitzt,  wo  A  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.  Die 
Substitution  des  genannten  Ausdrucks  giebt  nun 

was  für  jedes  x  richtig  ist,  wenn  die  Gleichungen 

f«2A2  +  a^A  +  00  =  0, 
^^  U2A«  ^.  5jA  +  do  =  0 

zusammen  bestehen.  Diese  Goexistenz  findet  erstens  statt,  sobald 
die  vorliegenden  Gleichungen  ^wei  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben; 
dann  würde  sich  aber  die  zweite  Gleichung  nur  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  h  von  der  ersten  unterscheiden,  d.  h. 
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Bein,  und  statt  der  Differentialgleichung  1)  hätte  man  die  einfachere 

-»0  +  «^il  +  ««  =  O' 

deren  ▼ollstandiges  Integral  bekanntlich  ist 


,  —  ai  +  y(ai)»  — 4aoaa  —  g|  —  V(ai)'"4aotta 

*  20,'^  202 

Die  Gleichungen  3)  können  aber  auch  zusammen  bestehen,  wenn 
sie  nur  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzen  und  diese  für  A  ge- 
nommen wird.  Eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel  ist  vorhanden, 
sobald  die  GoefQcienten  o«,  ai^o^,  hq,  &i,  h-2  deijenigen  Gleichung 
genügen,  welche  durch  Elimination  von  A  aus  den  Gleichungen  3) 
entsteht,  nämlich 

4)  («0^1  — »i^o)  (aih  —  aabi)  =  («oft»  — aj^)^ 

diese  ist  gleichzeitig  die  gesuchte  Bedingung,  unter  welcher  y=e^' 
ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  1)  darstellt.^ 

Um  hieraus  das  allgemeine  Integral  abzuleiten,  setzen  wir 
6)  y  =  e^'0, 

wo  A  die  vorige  Bedeutung  hat  und  z  eine  neue  abhängige  Yariabele 
bezeichnet.     Wir  erhalten  jetzt 

i^+hx)^,  +  [2A(a,  +^2«)  +  (a,  +  hx)]  ^\  ^  ^^ 

+  [((h^'  +  aik  +  oo)  +  (h,k*  +  hil  +  h)x]jg  l 
hier  verschwindet  der  Coefficient  von  g^  und  wenn 

d0  ,  d^e dy 

dx  '         dx^        dx 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Trennung  der  Variabelen 

6)  ^4:^^UK^^J+M\dx. 

z*  L  «2  +  ta^J 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  einfach, 
erfordert  aber  die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle  bj  =  0  und 
68^0. 

Für  5^  ==  0  erhält  man  aus  No.  6) 

U^  =  ^  (21  ^  ^  X  ^  p^  x^  +  C 
\         '     (hJ  202 

=  —  (21  +  x)  Ä  —  ^a?»  +  C, 
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worin  x  und  /i  unmittelbar  verstandliche  Abkürzungen  sind;   wei- 
ter ist 

darauB  findet  sich  e  und  nachher 

«1^         hx 

Wegen  bj  =  0  ist  zufolge  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3) 
j fto 

«»1 

und  die  Bedingungsgleichung  4)  lautet  einfacher 
(aol>i  —  «iMbi  +  Ojl^o'  =  0. 
Wenn  zweitens  &2  einen  von  Null  difiPerirenden  Werth  besitzt, 
so  liefert  die  Gleichung  6) 


und  schlieBslich 

8)  y  =  «»«[Q,  +  C,y*e-(«+'*J'(a,-|-M)''d«] 


dl  Os^i   —  öiftj 


''1 


8 


5,'    ''-         (50 
dabei  ist  A  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  3). 

Wie  man  sieht,  kann  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung 1)  immer  entwickelt  werden,  wenn  die  Bedingung  4)  er- 
füllt ist;  im  Folgenden  setzen  wir  daher  voraus,  dass  die  Gleichung 
4)  nicht  stattfinde. 

Transformationen  der  allgemeinen  Difibrenüal- 
gleiohung. 

Bevor  wir  an  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  1) 
gehen,  wollen  wir  erst  zeigen,  wie  letztere  durch  Transformationen 
vereinfacht  und  auf  eine  gewisse  Normalform  zurückgeführt  werden 
kann.  Der  leichteren  Uebersicht  wegen  unterscheiden  wir  drei  Haupt- 
falle, ob  nämlich  l>j  =  5i  =  0,  oder  nur  &2  =  0,  oder  ob  l>2  ^  0  ist; 
dieser  Unterscheidung  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass  der 
Ausdruck  h^k^  -f~  ^i^  +  ^o  entweder  constant  oder  linear  oder 
höchstens  quadratisch  sein  kann. 
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A.     Erster  Hauptfall:  ft^  =  &|  =  0,  mitkin 

Seist  man 
wo  A  vorläufig  noch  unbestimmt  bleiben  mag,  so  ergiebt  sich 

Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man 

nimmt  und  mit  a%^  welches  keinenfalls  Null  ist,  dividirt;  sie  erhält 
nämlich  die  Form 

5^  +  («  +  /fr)i?.  =  0, 


12) 


2a,a,-(a,)«  6^ 


Hier  sind  wieder  zwei  Yorschiedene  Transformationen  möglich. 

Führt  man  nämlich  statt  %  eine  neue  unabhängige  Yariabele  £ 
ein  mit  Hülfe  der  Gleichung 

13)  x  =  «  +  «|, 
Ibo  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

und  für 

14)  «=-f.         «=    ' 
wird  daraus 
16)  ^  +  |,=o. 

Hätte  man  das  Integral  dieser  Differentialgleichung  gefunden, 
etwa 

15*)  1?  =/(!). 

Bo  würde  » x  —  i «  j-  /Ja; 

«-      e      -~W' 
ZU  substituiren  sein;  das  Integral  von  Nro.  12)  wäre  dann 
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und  das  Integral  von  Nro.  9) 

worin  für  a,  ß  und  X  die  angegebenen  Wertbe  gelten« 
Setzt  man  in  Nro.  12)  allgemeiner 

16)  0?  =  -  ^  +  x|*, 

80  hat  man  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  die  neue  Yariabele  £ 

G 

ü 
und  umgekehrt 


dri_dri    dx_dri 

dS  ~  dx     di~  dx    '  ^      • 


dri  I*-»     dri 

"dx         3cn      d?' 
nochmalige  Differentiation  der  vorhergehenden  Gleichung  giebt 

und  umgekehrt 

^_|^     d^        (l_n)gi-'2»     dri 
dx^  ~  x2»2  *  d|«   "^         x*»»         '  df  ' 
Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Werthes  von  x 

verwandelt  sich  die  Gleichung  12)  in  nachstehende 

welche  linear  wird  für  n  =  f ,  nämlich 

Setzt  man  weiter 

18)  ri  =  eQH, 

so  erhält  man  für  die  Unbekannte  ^  die  Differentialgleichung 

I  ^  +  a  +  29öf|  +  B9  +  (e'+l^'<')l]  5  =  0. 

und  wenn  hier  

19)  9  =  1,      «  =  _yi^ 
genommen  wird,  so  ergiebt  sich 
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20)  f5^  +  a  +  öf|  +  K  =  o. 

Diese  Differentialgleichung  steht  unter  der  Form 

und  es  ist  dies  insofern  bemerkenswerth,  als  sich  nachher  zeigen 
wird,  dass  die  Gleichung  21)  als  Normalform  der  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichung 1)  gelten  kann. 

Nennen  wir  das  Integral  von  Nro.  20) 
20*)  f  =  y(l), 

so  haben  wir  fftr  Nro.  17) 
17*)  ,,  =  e'A«F(|), 

und  erhalten  hieraus  das  Integral  von  12),  indem  wir,  gemäss  Nro.  16) 

substituiren;  zur  Abkürzung  sei  hier 

dann  wird  |  =  2  Qi  +  vx)*^*^  und  das  Integral  von  Nro.  12)  ist 

12  ♦)  V  =  e^<i"+'">"  F  [2  VCfi  +  vxyi 

sowie  endlich  das  Integral  von  Nro.  9) 
9  *)  y  =  c**+V*(/i+i'*)»ii'  [2  Y(ii  4-  vxyi 

worin  A,  ft,  v  durch  cIq»  ^i,  a^  und  &;  auszudrücken  sind. 

B.    Zweiter  Hauptfall:   l>,  =  0,  l>i  ^  0,  also 

Mit  Hülfe  der  Substitution 
24)  P  =  c^'i?, 

worin  l  vorläufig  unbestimmt  bleibt,  gelangt  pan  ^u  der  neuen 
Differentialgleichung 

«»S  +  (2a.A  +  a.  +  M)g 
welche  sich  vereinfacht,  wenn 
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25)         1  «I  = = T-j; f  Pi  =  — -. 

_M1+M+^  _  gt(ht)*— aift»ftt  -f  a«(ti)* 
^~  a,  -  0,(6,)» 

gesetast  wird;  man  erh&lt  n&mlich 

Statt  X  möge  eine  neue  unabhängige  Variabele  {  mittelst  der 
Gleichung 

27)  a?  =  a  +  €  Vf 
eingeführt  werden.     Man  findet  zunächst 

dx~      B      '  dr    dx^—  e^l^^di^'^dÜ' 
nnd  durch  Sabstitution  dieser  Ausdrücke 

«2t, +  li+j«(«.+/j.«+/j.*vi)Vi]^  +  j«.«"j  =  o. 

Um  die  vorliegende  Gleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir 

28)  *=-jL.    .  =  V|. 

und  erhalten 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
29) 


ij^  +  (P  +  a  +  l)^jl  +  PV  =  o. 


«0  1  ßi  —  ^ 

In  dem  speciellen  Falle  ßi  =z  0  ist  diese  Transformation  un- 
ausführbar, aber  auch  nicht  nöthig;  da  nämlich  ßi  nur  dann  ver- 
schwinden kann,  wenn  hi  =  0  ist,  so  hätte  man  es  mit  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Form  9)  zu  thun. 

Vorausgesetzt,  dass  man  das  Integral  der  Differentialgleichung 
29)  in  der  Form 

29*)  n==Fa) 

darstellen  kann,  ist  nun  das  Integral  von  Nro.  26): 
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und  das  Integral  von  Kro.  23) 

23-)  y  =  «ax^[(^Li^], 

wobei  «1,  ßi  und  A  die  in  Nro.  2Ö)  angegebenen  Werthe  besitzen. 

C.    Dritter  Haupt  fall:    Es  verschwinde  bj    nicht,  und  daher 
sei  die  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form 

30)  (o,  +  l^a:)  ^  +  (a,  +  h,x)p^  +  (oo +h)  y  =  0. 

Wie  früher  benutzen  wir  zan&chst  die  Substitution 

31)  y  =  e^'tf, 

und  erhalten  für  t)  ^e  Differentialgleichung 


33)     f 


Für  A  setzen  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 
32)  6,;L«  +  l»iA  +  6o  =  0, 

und  führen  folgende  Abkürzungen  ein: 

(«2  =  «2,    ßi  =hi    «i  =  2(hk  -\-  ai,    /Si  =  2&2A  +  hl, 

wir  haben  dann  einfacher 

34)  («,  +  ßiX)  0  +  (a.  +  /Jia:)  g  +  „oi?  =  0. 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  sind   davon  abhängig ,  ob 
die  Gleichung  32)  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  besitzt. 

a.    Im  ersten  Falle  hat  man 

35)  1,  =  ^*.    A  =  -A,    ^.=0. 
und  daher  die  einfachere  Form 

36)  (tc,  i-ß,x)  g  +  a,  g  +  «,,,  =  0, 
worin  ßj  ^=  h^  von  Null  verschieden  ist.     Die  Substitution 

37)  «  =  -^  +  |«|> 
giebt  nun 


Digitized  by 


Google 


zweiter  Ordnungi  529 

d^ri  __     1     ffc  ^  __  tfiyl 
und  daher  wird  die  Differentialgleichung  37)  zur  folgenden 

^äi»  +  \ß,         V  dl  +     A     ^  • 

Wir  setzen  weiter 
38)  fi  =  ßV*5f, 

und  erhalten  für  t  die  neue  Differentialgleichung 


se  wird  einfacher  durch  die  A 

39)  «  =  — 


diese  wird  einfacher  durch  die  Annahme 

A 

8ao 
und  stellt  sich  unter  folgende)  bereits  erwähnte  Form 


40) 


Aus  dem  Integral  der  vorigen  Gleichung,  welches  wieder 
40*)  5  =  F(|) 

heissen  möge,  erhält  man  das  Integral  von  36)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen . 

f  p^s  p^ 

wobei  zur  Abkürzung 

4  «Co  ^3  4  «0  * 

sein  möge;  das  Integral  von  36)  ist  dann 


36  *)  V  =  e^^J^F  (2  V(i  +  vx), 

mithin  das  Integral  von  30) 

30*)  y  =  c**  + V";i+?ijp  (2  y^  +  vx). 

Drückt  man  A,  ft,  v,  p  durch  die  Coefificienten  der  Gleichung 
30)  aus,  so  gelten  folgende  Werthe.-- 

^•-■4^'    *-        26,' 

Sohlömilch,  Analyals.    n,  34 
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4flo(6f)'  — 2a,l),ft,  +  a,(6,)» 


(1  =  —  a. 


(&») 


4 


ft 


_       4  gp^)*—  2  g,  b,  ftt  +  a«  (h)* 

b.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  quadratische  Gleichung 
32)  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  wird  die  Sache  am  einfachsten. 
Durch  Substitution  von 

42)  «=-^  +  x| 
erhält  man  nSmlich  aas  Nro.  34) 

und  da  hier  /3i  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  mittelst 
der  Annahme 

43)  X  = 

ßi 
vereinfachen.    Das  Resultat  ist  von  der  Form 

*~^i'     *~     (^*)»        ft' 

Nach  Nro.  42)  und  43)  hat  man 

_  «2  4-  ßjX  _  ßi  (gg  4-  ßjX) 
^-        ß,7c        -  (ft)»         • 

und  wenn  daher  das  Integral  von  Nro.  44)  mit 
44*)  i?  =  F(l) 

bezeichnet  wird,  so  ist  das  Integral  von  Nro.  34) 

und  das  Integral  von  Nro.  30) 

wobei  A,  (Xq  und  ß^  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
auszudrücken  sind. 

Die  Nebeneinanderstellung  der  letzten  Formen  (21,  29,  40,  44), 
wozu  die  vorigen  Umwandlungen  fährten,  zeigt  augenblicklich  die 
Richtigkeit  des  Satzes:    Die  Differentialgleichung 


44) 
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(ot  +  hm)  5^  +  («i  +61«)  ^  +  («0  +  6.«)  y  =  0 

kann  durch  gehörige  Substitutionen  immer  auf  die  Nor- 
malform 

«)  1^1? +  (l'  +  2  +  l)jf +i'9  =  0 

gebracht  werden.  Mjt  dieser  haben  wir  uns  nur  noch  zu  beschäf- 
tigen, und  zwar  wollen  wir  zunächst  einige  Eigenschaften  von  ihr 
entwickeln,  welche  für  die  nachherigen  Integrationen  von  Wichtig- 
keit sind. 


Vorbereitung  der  Integration, 

Durch  Substitution  von 

46)  -  9  =  ö-^V' 

geht  die  Gleichung  45)  in  die  folgende  über 

und  daraus  wird  füf  |  =  —  |i 

47)  I,  ^  +  (g-l-i,  +  I,)  ^  ^.  g^  =  0; 

dies  ist,  wie  man  sieht,  dasselbe,  als  hätte  man  q  und  p  gegen  ein- 
ander vertauscht.  Bezeichnet  *  man  das  Integral  von  Nro.  45)  mit 
q)  =  F  (py  q,  I),  so  muss  das  Integral  von  47)  mit  ^  z=z  F  (q,p,  ||) 
bezeichnet  werden  und  die  Gleichung  46)  giebt  dann 

F  (p,  3, 1)  =  c-^F  (q,p,  1.)  =  e-^F  (q,p,  - 1), 
oder  auch 

48)  F(p,q,-^)  =  e-HF  (q,p,  +  |), 
und  umgekehrt 

49)  Fiq,p,  +  ^  =  e-iF(p,q,-l). 

Die  Formel   48)  zeigt,    dass  der  Fall   eines  negativen  |   auf  den 
Fall  eines  positiven  |  zurückgeführt  und  daher  J  immer  positiv  ge- 
nommen werden  kann;    aus  Nro.  49)    ersieht  man   den  Effect  der 
gegenseitigen  Vertauschung  von  p  und  q. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  45)  * 
q>  =  l'-ö, 
so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  l**""^ 

r^  +  l(2r+l»  +  g  +  |)^  +  [r(r+p+a-l)  +  (r+i,)|]ci=0; 

34* 
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die  linke  Seite  wird  durch  |  theilbar,  Bohald  r  den  Werth 

r= 1  — p  —  q 
erhält;  es  bleibt 

und  dies  ist  dasselbe,  als  wäre  in  Nro.  45)  1  —  q  für  p  und  zu- 
gleich 1  —  p  für  q  gesetzt  worden.  Man  hat  zufolge  dieser  Bemer- 
kung (o  =  F  (1  —  g,  1  —  p,  I)  und  wegen  g>  =  l**» 

50)  F(|>,g,ö  =  Si-^«F(l-g,  1~|>,|), 
oder  auch 

51)  F(-i>,-2,l)  =  |i+^+^F(l  +  g,  1  +l>,f); 

diese  Formel  zeigt,  wie  der  Fall  negativer  p  und  q  auf  den  Fall 
positiver  p  und  q  zurückgeführt  werden  kann. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  eine  mehrmalige  Differentiation 
der  Gleichung  45)  wieder  eine  Gleichung  von  derselben  Form  giebt. 
Durch  m- malige  Differentiation  erhält  man  nämlich 

und  wenn 

gesetzt  wird,  so  folgt  weiter 

I  ^  +  («»  +  l'  +  «  +  l)  ^  +  («•+!')  0  =  0, 

und  dies  ist  das  Nämliche,  als  wenn  in  Nro.  45)  j?  •{-  ^  für  p  ge- 
setzt worden  wäre.  Man  hat  daher  S  :=  F  (p  -{'  tn,  g,  |)  und  nach 
dem  Vorigen 

52)  ^  (i>  +  »»I  ff,«)  = jt^ • 

Differenzirt  man  auch  die  Gleichung  47)  n-mal  in  Beziehung 
auf  li,  so  gelangt  man  ebenso  leicht  zu  der  Formel 

oder 

e*-F(l),  «  +  »,$;  = ^_^|j. . 

nnd  es  ist  daher 


Digitized  by 


Google 


zweiter  Ordnung.  533 

Bei  Ausführung  der  angedeuteten  Dififerentiation  erhält  man 
F(py  a  +  w,  J)  ausgedrückt  durch  F  (p,  g,  |),  F  (jp  +  1,  5,  J), 
F(p  +  2,  q,  I)  u.  8.  w. 

Mit  Hülfe  der  Torigen  Relationen  lässt  sich  zeigen,  dass  die 
Function  F  (p,  q^  |)  immer  gefunden  werden  kann,  wenn  sie  für 
positive  echt  gebrochene  p  und  q  bekannt  ist^  Wir  betrachten 
nämlich  folgende  vier  Fälle. 

a.  Es  mögen  p  und  q  positive  unechte  Brüche  sein;  wir  setzen 
dann 

p  =  m  +  r,    q  =  n  +  8, 

wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und  s  positive  echte  Brüche 
bezeichnen,  die  auch  Null  sein  können.  Nach  Formel  52)  haben 
wir  jetzt,  indem  wir  die  mehrmalige  Differentiation  durch  D"*  an- 
deuten, 

F  (»I  +  r,  n  +  s,|)  =  2)«F  (r,n  +  s,f); 

wenden  wir  noch  rechter  Hand  die  Formel  53)  an,  so  wird 

64)    F(m+r,n  +  5,|)  =  (-1)«2)«  [(J-^D«  {«+^l^(r,s,|)}]. 

b.  Bei  gleichzeitig  negativen  p  und  q  setzen  wir  ähnlich  wie 
vorhin 

p  =  —  (w  —  1  +  r),     g  =  —  (w  —  1  4-  s), 

und  erhalten  zunächst  aus  Nro.  51)    . 

nach  Formel  54)  giebt  dies 

r  F(~m+l-.r,  ^n+l~s,|) 

^     1=  (—  l)«»|m+«+r+*-i2)»  [e-l  J9m  {ß+ljp  (s,r,ö)]. 

C.    Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  sei 

p  zxzm  +  r,     g  =  —  n  +  s; 
indem  man  der  Eeihe  nach  die  Formeln  52)  und  51)  anwendet,   ge- 
langt man  zu  den  Gleichungen 

F  (w  +  r,  — n  +  s,l)  =  -»"»F  (r,--n  +  s,|) 
d.  i.  =  D'"K^-'-+"-'F(n+l-s,l-r,|)], 

56)    F(w4-r,-»4-s,f)  =  -D"*K"+'-^'-D«F(l-s,l-r,ö]. 
d.    Bei  negativen  p  und  positiven  q  setzen  wir 
l>=  —  w  +  r,     qz=n  +  s, 
und  benutzen  der  Reihe  nach  die  Formeln  53)  und  51);   dies  giebt 
F(-wifr,n  +  s,|)  =  (~l)«e-52)«[e+fF(~w4-r,s,|)] 

=  (— 1)»  e-lDn  [elji+m-r-*f'(l —s,  ,w  + 1  — r,  f)], 
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und  bei  nochmaliger  Anwendung  von  Formel  53) 

^     l=(—  l)«+-ß-^D''  [Im+i-t-'D«  [e+^F  (1— «,  1— r,{)}]. 

Da  r  und  8,  mithin  auch  1  —  r  und  1  —  s  positive  echte 
Brüche  sind,  bo  hat  man  den  Satz:  Das  Integral  der  Differen- 
tialgleichung 

l^  +  (l'  +  2  +  l)ff  +l'9'  =  0 

lässt  sich  immer  auf  das  Integral  der  ähnlich  geformten 
Differentialgleichung 

zurückführen,    worin    pi    und    qi    positive    echte   Brüche 
sind. 

Integration  unter  speoiellen  Voraussetzungen. 

Die  Integration  der  Gleichung  45)  ist  sehr  leicht,  wenn  ent- 
weder p  oder  q  verschwindet.     Für  p  =r  0  hat  man  nämlich ,  wenn 

77"  mit  9'  bezeichnet  wird, 

und  daraus  findet  sich 

58)  q>=  C  r^-^e-^d^  +  d. 

Wenn  q  =  0  ist,  vertauscht  man  p  und  q  gegen  einander,  d.  h. 
man  integrirt  die  Gleichung  47)  und  erhält  nachher 

59)  q>  =  e-^  [c  A-^e+^cJl  +  cX 

Unter  welchen  Umständen  p  oder  q  verschwinden,  sieht  man 
leicht  aus  den  früher  angegebenen  Werthen  dieser  Constanten,  und 
daher  möge  nur  für  den  allgemeinen  Fall  (C,  h  auf  S.  530)  eine 
Bemerkung  folgen.  Nach  Formel  44)  wird  p  =  0,  wenn  «0  =  0, 
d.  h.  wenn 

60)  OjA«  -I-  aik  +  ao  =  0, 
und  da  X  durch  die  Gleichung 

61)  bjA»  +  hiX  +  ho  =  0 


^=-(f+')«. 
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bestimmt  war,  so  kann  das  Verschwinden  von  p  nur  eintreten,  so- 
bald beide  quadratische  Gleichungen  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
A  besitzen,  wozu  die  Bedingung 

62)  (ao  5i  —  Ol  he)  (Oi  h^  —  ai  ^i)  =  («o  ^  —  (h  ^o)* 

gehört,  und  wenn  für  A  diese  gemeinschaftliche  Wurzel  Ai  genom- 
men wird.  Damit  kommt  man  auf  den  S.  516  erörterten  Fall  zu- 
rück.    Es  verschwindet  ferner  g  unter  der  Bedingung 

welche  nach  Substitution  derWerthe  von  «o»«ij«2»/5i»i^2  übergeht  in 

63)  (flSi  &2  —  <hh)  (2  &3  A  +  60  —  (62)8  (02  A2  +  «1 A  +  öo)  =  0. 
Durch  Elimination  von  A  aus  61)  und  63)  gelangt  man  wieder 
zur  Bedingungsgleichung  62);  es  ist  daher  wiederum  erforderlich, 
dass  die  Gleichungen  60)  und  61)  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  Aj 
besitzen,  nur  darf  man  nicht  diese  für  A  nehmen  und  muss  folglich 
die  andere  Wurzel  der  Bestimmungsgleichung  61)  für  A  setzen.  In 
der  That  überzeugt  man  sich  a  posteriori  sehr  leicht,  dass  der  Werth 

die  Gleichung  63)  befriedigt. 

Wir  betrachten  nun  den  etwas  allgemeineren  Fall,  wo  eine  der 
Grössen  p  und  g  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Bei  ganzen  positiven 
p  =  m  erhält  man  mittelst  der  Formeln  52)  und  58) 

-F(»w,g,|)  =  2)-2^(0,g,|) 

=  J)^  [0  A-^ß-^J|+C,]=CD"»-i(|-^e-i); 

dies  ist  aber  nur  ein  particulares  Integral,  und  daher  bedarf  die 
Methode  einer  kleinen  Modification.  Denken  wir  uns  <p  =  F  (w,  g,  |) 
als  mten  Differentialquotienten  einer  anderen  Unbekannten  g)  und 
Bubstituiren  demgemäss 

9- =  ||?  =  ■»"'» 
in  die  Gleichung 

so  gelangen  wir  zu  der  neuen  Differentialgleichung 

|2)*n+2|o   4.  (wi  4- g  -{- I)  2)»»+l  (D  +  fwD"»»  =  0, 
welche  übereinkommt  mit 

D"»  [|  i>2ß)  +  (g  + 1)  Dcö]  =  0. 
Dieser  Gleichung  genügt  ein  o,  für  welches 
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SD^fo  +  (fl  +  ÖDo=  C 
wird  oder,  weil  2>  co  =  ©'  ist. 

Nach    einem    sehr   bekannten   Verfahren   findet   man    als   Integral 
dieser  Differentialgleichung 

und  wegen  g>  =  D*"«  =  D"»^*e)'  hat  man  schliesslich 

65)    fp  =  GD^-"^  [l-^c-^  A^-^ß  +  ^dl]  +  CiD«-i  K-»e-5] 

als  vollständiges  Integral  von  Nro.  64). 

Bei  positiven  q  und  $  lässt  sich  dieser  Ausdruck  in  eine  andere 
Form  bringen,  bei  welcher  die  angedeuteten  Differentiationen  aus- 
führbar werden.    Es  ist  nämlich 

A^-ie  +  ^cJl  =  ft^-ie^'dt  +  Co, 

i!=m/-^ '-'•■"■ 

mithin  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  bei  Aenderung  der 
Gonstanten  Ci 

0  0 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  i  ==  |  (1  —  u)  und  erhalten 
{  1 

0  0 

1 
=  (—  l)«-i  y  ««-*  (1  -lt)«-i  ö-^»  du; 

0 

.im  zweiten  Integrale  ist 

0»  09 


(l-h«)'»-»tt*-»ff-i»+»)dt», 
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mithin  ergiebt  sich,  wenn  der  Factor  (^l)'""^  in  die  willktthrlichen 
Constanien  eingerechnet  wird, 

0  0 

Ist  zweitens  q  eine  ganse  Zahl  =  -f"  ^»  mitbin  die  gegebene 
Differentialgleichaiig 

«^>  ljJ  +  (J'  +  «  +  l)^  +  i'V  =  o. 

so  vertauscht  man  zuerst  p  und  q  gegeneinander  wie  in  Nro.  47) 
und  integrirt  die  Gleichung 

l»5^  +  (»4-j'  +  l.)f|  +  «*  =  0 

auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  die  Gleichung  64);  dies  giebt 

*  =  CD»-»  UrP  iT^'fli^^  e^^i  d  Sil  +  C,D^-^  [ir^e-^il 

Wegen  f i  =  —  |    und    vermöge   Formel   46)   folgt  hieraus  bei 
Aenderung  der  Constanten 

68)    q>=  Ce-^D^^h'-Pe^^fiv-^e-^di\  +  (\(r^iy^^[i-Pe^ll 

Bei  positiven  p  und  |  lässt  sich  dieser  Ausdruck  auf  ähnliche 
Weise  umwandeln,  wie  es  vorhin  mit  dem  unter  Nro.  65)  angegebe* 
nen  Werthe  von  fp  geschehen  ist.     Man  hat  nämlich  einerseits 

r^P-U-^d^  =  JuP-^C^du  +  Ci 

und  mit  Hülfe  der  Substitution  u  ^=  ^v 

1 

andererseits  ist 

09 

1  a     ■ 

1  m 
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nach  Substitution  dieser  Werthe  in  Nro.  68)  werden  die  angedeute- 
ten Differentiationen  ausführbar  und  man  erhftlt 

0  0 

Auch  in  dem  Falle,  wo  p  oder  q  eine  negatiye  ganze  Zahl  ist, 
können  ähnliche  Methoden  angewendet  werden,  doch  wollen  wir 
uns  bei  diesen  Details  nicht  aufhalten. 


Allgemeine  Integration. 

Durch  die  Formeln  66)  und  69)  wird  man  auf  die  Vermuthung 
gefuhrt,  dass  der  Werth  von  q),  wenigstens  in  manchen  Fällen,  aus 
zwei  bestimmten  Integralen  zusammengesetzt  ist,  in  welchen  die 
unabhängige  Yariabele  (|)  der  Differentialgleichung  die  Bolle  einer 
Gonstanten  spielt.     Dies  bedarf  einer  genaueren  Untersuchung. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  erstens  den  Ausdruck 

1 

70)  M=  JuP-^  (1  —  u)«'i  e-^*du. 

0 

Durch  zweimalige  Differentiation  in  Beziehung  auf  {  erhalten  wir 

1 

-gj-  =  ^    I  uP  (1  —  tO«-ie~5»dt», 

0 

und  es  ist  daher 

1  1 

0  0 

Wendet    man  i^uf   das   zweite   Integral  die  theilweise   Integration 
an,  80  hat  man  weiter 

^  fuP  (1— tO*6-f»(lu 
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ToraaBgesetzt  nun,  dass  p  und  g  gleichzeitig  positiv  und  von  Null 
verschieden  sind,  verschwindet  U^  (l^tc)?  sowohl  für  u  =  1  als 
für  u  =  0,  und  es  ist  daher 
1  1 

{  fuP  (l'-uyfcr^'*  du  =  fip  (1— f*)  —  qu]  up-^  (1— trt«"^  e-^"  du. 

0  0. 

Nach  Einfahrung  dieses  Werthes  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  71)  auf  Null,  und  man  ersieht  hieraus»  dass  M  ein 
particuläres  Integral  der  Gleichung 

l^,  +  ö>  +  «  +  S)ff  +^9  =  0 

darstellt.  Uebrigens  kann  dasselbe  leicht  in  eine  nach  Potenzen  von 
I  fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  e~^**  durch  die  bekannte  Reihe  zu  ersetzen  und  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  integriren ;  f ür  jp  -|-  ^  =  s  erhält  man 

72)  Jf  = 

r(p)r(q)V      Pi,p(p+l)  g*      i>(l>+l)(pf2)    g«  1 

r(s)      L       s  l"^5(s+l)  1.2      s(s+l)(s-f2)  1.2.3"^     J' 

Wir  betrachten  zweitens  den  Ausdruck 

73)  N  =  f(l  +  u)»-^  ur-^  c-^<H»>  du. 

0 

Durch  eine  der  vorigen  sehr  ähnliche  Rechnung  ergiebt  sich  die 
Gleichung 

74)  ^^+(p+^  +  S)^  +  pN 

00 

=  —  I  [pu  +  g  (1  +  u)]  (1  +  u)P-^ u«-i  e-5<i+»> du 

0 

+  g  /'(l+w)Pt*«c-fci+«)c|||, 

0 

wobei  das  zweite  Integral  mittelst  theilweiser  Integration  folgender- 
maassen  umgestaltet  werden  kann: 

g  Al+w)Pt4^e-5(i+-)cJtt 

=  —  (l+u)Ptt«e-5<i+") 

+  f[pu  +  g  (1  +  u)]  (1  4-  u)P-^u9-^  e-^ti+^^dt*. 
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Ist  nun  q  positir   und  {  positiv  oder  eine  complexe  ZM  mit  po« 
iitirem  reellen  Best^ndtheile,    so  verBchwindet  u^C""^^^**^  sowohl 
für  tt  =  0  als  für  «  =  oo,  und  daher  bleibt 
1 

0 

1 
=  f[pu  +  q(l+u)]  (1  +w)''-itir-i«-^>+»>cla; 

0 

nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  74)  auf  Null,  und  folglich  ist  N  gleichfalls  ein  parti- 
culäres  Integral  der  besprochenen  Differentialgleichung. 

Das  mit  N  bezeichnete  Integral  Iftsst  sich  nicht  unmittelbar  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  |  fortschreitende  Reihe  verwan* 
dein,  wohl  aber  kann  es  leicht  in  eine  sogenannte  halbconvergente 
Reihe  umgesetzt  werden,  und  es  liegt  hierin  keine  Gefahr,  wenn 
man  den  Rest  dieser  Reihe  anzugeben  weiss.  Nach  dem  binomischen 
Satze  ist  nämlich  allgemein,  wenn  9'  einen  positiven  echten  Bruch 
bezeichnet, 

(1 + u)>-»  =  1  +  ^ « +  (i'-i)a»-2)  ^,  ^ 


(p-l)(ff-2)....(|)-n-l)        , 
■^  1.2 (n— 1) 


(j>-l)(p-2). ..(p-n)  W 

"^  1.2 »  '  (1+*m)"+>-i'    ' 

Bubttituirt  man  dies  in  Nro.  73),  so  kann  man  die  n  ersten  Glieder 
leicht  integriren  und  hat  dann  noch  den  Rest 

(p-l)(p-2)...(p-n)  p      w^+— »  5, 

1.2 n  J  (14-*«)"+*-' 

hinzuzufügen.  Der  Werth  des  hierin  yorkommenden  Integrales  ist 
positiv  und  zugleich,  wenn  n  >>  p  —  1  genommen  wird,  kleiner 
als  der  Werth  yon 


/• 


0  ^ 


er  kann  daher  mit  ^r'(ä[  +  ^)l'^*"""  bezeichnet  werden,  wo  Q 
zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  zusam* 
man  erhält  man  ohne  Mühe 
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■11«  _j.  (£:-l)  (P~2)(z  (q  +  1) 


1.2|2  ^ 

(l)-l)...(j?-";rT)g(g4-l).».(g+n-2) 
""^  1.2...(w  — 1)1»** 

.    ^(l>--l)..>(p~n)g(g4-l).>.(g+^-l)1 
"^  ^  1.2...n{»  ^J- 

Wie  man  sieht,  beträgt  der  Rest  der  Reihe,  sobald  letztere 
Zeichenwechsel  erhalten  hat,  immer  einen  aliquoten  Theil  desjenigen 
Terms,  der  bei  weiterer  Fortsetzung  folgen  würde.  Hiermit  ist 
gleichzeitig  der  Beweis  geliefert,  dass  N  immer  einen  bestimmten 
angebbaren  Werth  besitzt. 

Nachdem  man  zwei  particuläre  Integrale  der  zu  integrirenden 
Differentialgleichung  kennen  gelernt  hat,  von  welchen  das  erste  für 
p  >  0  und  g  >  0,  das  zweite  f ür  g  >  0  und  S  >  0  gilt,  ist  es  sehr 
leicht,  unter  allen  Umständen  das  allgemeine  Integral  anzugeben. 
Wir  müssen  dabei  auf  folgende  vier  Fälle  eingehen. 

a.  Bei  positiven  p  und  g  sind  beide  particuläre  Integrale 
brauchbar,  wofern  |,  oder  sein  reeller  Bestandtheil,  positiv  ist;  man 
hat  daher  für  {  >  0 

1 
7G)     q)  =  Ci  J  uP-^(l'-u)9-^e-^''du 

0 

0 
Bei  negativen  |  macht  man  von  der  Formel 
F(p,q,i)  =  e-'^Fiq,p,^^) 
Gebrauch ,   wo  nun  —  |  positiv  ist ;  indem  man  F  (g,  p,  —  |)  nach 
Nro.  76)  bildet,  erhält  man  zunächst 

0  0 

oder  auch,  wenn  man  im  ersten  Integrale  1  —  te  an  die  Stelle  von 
U  treten  lässt, 

1  •  • 

77)    9  =  C,  fuP'^  (1—m)«-»  c-5«  du  +  Cjj  uP-^  (1  +u)9-^  «f«  du. 
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h.  Der  Fall  gleichzeitig  negativer  p  und  q  ist  mittelst  der 
Formel 

F  Ö», «.  I)  =  I»-»-«  F  (1  -«,  1  -p,  I) 

leicht  auf  den  vorigen  Fall  zurückzuführen  und  mau  hat  dann 
F  (1  —  g,  1  — 1),  Ö  nach  Nro.  76)  oder  nach  Nro.  77)  zu  hildeu,  in- 
dem man  p  durch  1  —  g,  und  g  durch  1  —  J9  ersetzt.  Dies  giebt 
für  positive  {: 

1 

78)  9>  =  i^-P-i  [ci /(l  —  tt)-'»tt-««-^(itt 

OB 

0 

dagegen  für  negative  |: 

79)  9  =  gl-?-«  Tc, /(l— u)-'»t*-»e-5«'(li* 

a 

+  Ca /(l+t*)-i»tt-^e^«dw|. 

0 

c.  Wenn  p  positiv,  g  negativ  ist,  so  zerlege  man  p  in  eine 
ganze  positive  Zahl  m  und  den  positiven  echten  Bruch  r;  man  hat 
dann  nach  Formel  52) 

q>  =  F(w  +  r,g,|)  =  D«F(r,g,|), 
und  nach  Nro.  50) 

80)  qp  =  D«  [|i-'-« F  (1  -  r.  1  -  g,  |)]. 

Hier  sind  1  —  r  und  1  —  g  gleichzeitig  positiv  und  daher  ist 
bei  positiven  |  einzusetzend 

1 

81)  F(l— r,  1— g,|)  =  (7,y  t*^(l— w)-«c-5-rft, 

0 

+  Ci  c-^y  (1  +  tt)-»-  tt-»  c~^«  (iif, 

0 

und  bei  negativen  |: 

1 

82)  F(l  — r.  1— g,|)=  C,  /le-»- (1— M)-^ß-f«/fu 


CD 

+  C2  fil+u^-'-M-^e^Ufia. 
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d.  Im  Fall  p  negativ,  q  positiv  ist,  zerlegt  man  q  in  die  ganze 
positive  Zahl  n  und  den  positiven  echten  Bruch  $ ;  dies  giebt  nach 
Formel  63) 

und  nach  Formel  50) 

83)  ff  =  e-^D-[eH'-P-'F(l-^s,l-p,t)l 

wobei  der  Factor  ( —  1)*  weggelassen  wurde,  weil  er  sich  in  die  will- 

kuhrlichen  Gonstanten  Ci  und  C^  einrechnen  lasst.     Da  nun  1  —  s 

und  1  —  p  positiv  sind,  so  gilt  in  der  Formel  83)  bei  positivem  | 

der  Werth: 

1 

84)  F  (1  —5, 1  — 1),|)  =  C,y  tt-'(l  —  u)'-Pe-^'^u 

0 

r 

+  C^e-^  I  (1  +«)-'u-Pe-^«'dM, 

und  bei  negativem  |: 

1 

85)  F  (l-s.l—p.t)  =  Ol  J  W  (l+uj-Pe-^'^du 

0 

0  . 

Die  Formeln  76)  bis  85)  sind  vollkommen  brauchbar,  so  lange 
I  eine  reelle  Grösse  oder  eine  complexe  Variabele  ist,  deren  reeller 
Bestandtheil  nicht  verschwindet;  sie  verlieren  dagegen  ihre  Allge- 
meingültigkeit  bei  rein  imaginären  |.  Aus  den  mit  M  und  N  an- 
gestellten Proberechnungen  geht  nämlich  hervor,  dass  zwar  M  unter 
allen  Umständen  ein  particuläres  Integral  der  betrachteten  Differen- 
tialgleichung darstellt,  dass  .hingegen  N  bei  rein  imaginären  |  keinen 
angebbaren  Werth  hat,  weil 

(1  +  oo)Pooffe--»V~i 
eine  unbestimmte  Grösse  ist.   Der  Fall  eines  rein  imaginären  |  kann 
aber  vorkommen,  nämlich  dann,  wenn  die  Differentialgleichung 

nicht  von  Hause  aus  gegeben,  sondern  durch  Transformation  her- 
geleitet worden  ist.  Handelt  es  sich  z.B.  um  die  Differentialgleichung 
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80  müssen  sunächst  die  anter  G,  a  auf  S«  528  erwähnten  Umwand- 
lungen vorgenommen  werden,  und  dabei  erh&lt  man 

««  =  0,    ft  =  1,    «1  =0,    ßi=  0,    «0  =  ^\ 
1  =  2V11  +  1/«=  45y— a?, 

y  =  ^-6x+2»r=i  j'C- 1.  -  i,  4t  yiT^); 

in  der  That  entspricht  hier  einem  positiven  x  ein  rein  imaginäres  |. 
Unter  diesen  Umständen  wird  es  nöthig,  ganz  allgemeine  Formeln 
aufzustellen ,  wobei  man  sich  aber  auf  die  reducirte  Differentialglei- 
chung beschränken  kann. 

Wenn  p  und  q  positive  echte  Brüche  sind,  die  wir  mit  r  nnd  8 
bezeichnen  wollen,  so  ist 

1 

0 
ein  allgemein  richtiges  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

es  kommt  also  nur  darauf  an,  ein  zweites  particuläres  Integral  zu 
finden.     Nun  führt  aber  die  Substitution 

zu  der  neuen  Differentialgleichung 

in  dieser  sind  1  —  s  und  J  —  r  wiederum  positive  echte  Brüche, 
mithin  genügt  ihr  der  Ausdruck  id  =  /  (l  —  s,  1  —  r,  1)  und  folg- 
lich wird  die  Gleichung  86)  auch  erfüllt  durch 

9)  =  |i— v(l-s,l-r,|). 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Ausdruck  verschieden  von  /  (r,  s,  |) 
und  stellt  demnach  ein  zweites  particuläres  Integral  von  86)  dar; 
hieraus  folgt  als  allgemeines  Integral 

9  =  C,/(r,«.ö  +  CV-'-'/(.l'-s,l-r,t), 
d.h. 
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87)  g?  =  Gl  fu*-^  (1  —  «)'~i  6 - ^»  d w 

0 

1 

ir 

Diese  Formel  bedarf  einer  Modification,  wenn  r  •{-  8  =  1,  denn 
es  werden  dann  beide  Particolarintegrale  einander  gleich  und  sum- 
miren  sich  zu  einem  nur  particulären  Integrale.  Um  diesen  Aus- 
nahmefall zu  erledigen,  setzen  wir  vorläufig  r  +  ^  =  1  —  ^  nnd 
bezeichnen  für  den  Augenblick  die  beiden  in  Nro.87)  vorkommenden 
particulären  Integrale  mit  9)1  und  92»  ^^  dass 

g)  =  Ci9>i  +  C292; 
bei  Aenderung  der  Constanten  lässt  sich  dafür  schreiben 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  (pi  und  q>2 

1 

g?  =  C'fu*'-'^  (1  —  «0*""'  e-^«£?tt 
0 

+  C'fur-^  (1  - u)»-' e-i"  ^^" (^  -/^^'-'  du, 

0 

wobei  im  zweiten  particulären  Integrale  (9)2) 

—  r  =  s—  1  +  Ä,     — s  =  r  —  14-S 
gesetzt  wurde.     Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  d 
ergiebt  sich  unter  der  Bedingung  r  +  ^  =  1 

1 

88)  (p  =  aju"^"^  (1  -  tt)--i  e-^«  du 

0 

1 

+  G"  j  u^-^  (1  -  w)^-i  c-5«  i  [lu  (1  —  w)]  c?w. 

b 

Für  echt  gebrochene  positive  r  und  s  ist  also  das  Integral  von 

Nro.  86)  entweder  durch  Nro.  87)  oder  durch  Nro.  88)  bestimmt,  je 

nachdem  r  '\-  s  von  der  Einheit  diflferirt  oder  nicht;  wir  bezeichnen 

dasselbe  mit  tp  z=z  F  (r^  s,  |). 

Die  Reductionsformeln  54)  bis  57)  erledigen  nun  sogleich  alle 
übrigen  Fälle,  wobei  immer  m  und  w  ganze  positive  Zahlen,  r  und 
s  positive  echte  Brüche  bedeuten  mögen ;  man  hat  nur  für  F  (r,  s,  §) 

Schlömilch,  Analysis.    IX  35 
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den  vorhin  angegebenen  Werth  oder  den  analog  gebildeten  Werth 
von  F  (l  —  s,  1  —  r,  f )  zu  Bubstituiren. 

Für  die  vorhin  erwähnte  Diflferentialgleichung 

ist  z.  B. 

e  =  j'(- 1,-1,1), 

mithin  nach  Formel  55),  wobei  m  =  n  =  1,  r  =  s  =  |, 

e  =  -|»D[6--5D{e+5j'(l,|.|)}]; 
wegen  r  +  s  =  1  hat  man  nach  Nro.  88) 

^    Vu(l— «*)  ^     Vu(l—u) 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  vorige  Gleichung,   so  er- 
hält man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen 
1  1 

j  j    yw(i— tt) 

+  C"|2  fyu{l  —  ii) c-'5« l [lu  (l—u)] du. 

i 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  wenig 
Worte  zusammenfassen:  Durch  die  früher  angegebenen  Transfor- 
mationen wird  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  1)  auf  ihre 
einfachste  Form  45)  gebracht;  zufolge  der  Relationen  54)  bis  57) 
dürfen  die  in  der  reducirten  Differentialgleichung  vorkommenden 
Coefficienten  als  positive  echte  Brüche  angesehen  werden;  für  diesen 
Fall  liefert  entweder  die  Formel  87)  oder  die  Formel  88)  das  nöthige 
allgemeine  Integral,  und  somit  lässt  sich  auch  die  allgemeine  Diffe- 
rentialgleichung unter  allen  Umständen  integriren  *). 


*)  Die  Reduction  auf  die  Normalform  hat  Weiler  gezeigt  (Crelle's 
Journ.  Bd.  51);  der  Gedanke,  Differentialgleichungen  durch  bestimmte 
Integrale  zu  integriren,  rührt  von  Euler  her  (Instit.  calc.  integr.  Vol.  II, 
Cap.  X  u.  XI)  und  ist  dann  von  Laplace  (Acad.  1782),  Scherk,  Jacobi, 
Lobatto  (Crelle's  Journ.  Bd.  10  u.  17),  Pelzval  und  Winckler 
(Wiener  Akad.  1852,  1873)  weiter  ausgeführt  worden. 
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